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�¡§μ· ¶μ¸¢ÖÐ¥´ · §¢¨É¨Õ ¨ ¶μ¸²¥¤ÊÕÐ¥³Ê ¶·¨³¥´¥´¨Õ ³¥Éμ¤μ¢ ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨Ö
Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¨ ·¥Ï¥´¨° ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° ¢Ò¸Ï¨Ì ¶μ·Ö¤±μ¢, ¢μ§´¨± Õ-
Ð¨Ì ¢ · §²¨Î´ÒÌ ³μ¤¥²ÖÌ ³μ¤¨Ë¨Í¨·μ¢ ´´μ° £· ¢¨É Í¨¨ ¨ ¡ ·¨μ¸¨´É¥§ . �¸´μ¢´μ¥
¢´¨³ ´¨¥ Ê¤¥²Ö¥É¸Ö F (R)-³μ¤¨Ë¨Í¨·μ¢ ´´Ò³ É¥μ·¨Ö³, ¶·¥¤²μ¦¥´´Ò³ ¤²Ö μ¶¨¸ ´¨Ö
Ê¸±μ·¥´´μ£μ · ¸Ï¨·¥´¨Ö ‚¸¥²¥´´μ°,   É ±¦¥ £¥´¥· Í¨¨ ¡ ·¨μ´´μ°  ¸¨³³¥É·¨¨ ¢ · ³-
± Ì ¸¶μ´É ´´μ£μ ¨ £· ¢¨É Í¨μ´´μ£μ ¡ ·¨μ£¥´¥§¨¸ .

The review is devoted to development and subsequent application of methods for
studying stability of solutions of higher-order differential equations arising in various
models of modiˇed gravity and baryogenesis. The major attention is paid to F (R)-modiˇed
theories proposed to describe the accelerated expansion of the universe and to baryon
asymmetry generation in the frameworks of spontaneous and gravitational baryogenesises.
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B.1. “¸±μ·¥´´μ¥ · ¸Ï¨·¥´¨¥ ‚¸¥²¥´´μ°: ¨¸Éμ·¨Ö μÉ±·ÒÉ¨Ö ¨ ´ ¡²Õ-
¤ ¥³Ò¥ ¶·μÖ¢²¥´¨Ö. ‚ É¥Î¥´¨¥ ¶μ¸²¥¤´¨Ì ¤¢ÊÌ ¤¥¸ÖÉ¨²¥É¨° ¡Ò²μ ´ ¤¥¦´μ
Ê¸É ´μ¢²¥´μ, ÎÉμ ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±μ¥ · ¸Ï¨·¥´¨¥ ‚¸¥²¥´´μ° ¶·μ¨¸Ìμ¤¨É ¸ Ê¸±μ-
·¥´¨¥³, ± ± ¡Ê¤Éμ £· ¢¨É Í¨Ö ´  ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±¨ ¡μ²ÓÏ¨Ì · ¸¸ÉμÖ´¨ÖÌ ³¥-
´Ö¥É ¸¢μ° §´ ±, ¨ ¸¨²  £· ¢¨É Í¨μ´´μ£μ ¶·¨ÉÖ¦¥´¨Ö ¶·¥¢· Ð ¥É¸Ö ¢ ¸¨²Ê
μÉÉ ²±¨¢ ´¨Ö. ˆ³¥¥É¸Ö ¡μ²ÓÏμ¥ ±μ²¨Î¥¸É¢μ ´¥§ ¢¨¸¨³ÒÌ ¤ ´´ÒÌ, μ¸´μ¢ ´-
´ÒÌ ´  ¸μ¢¥·Ï¥´´μ · §²¨Î´ÒÌ ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±¨Ì ¨  ¸É·μË¨§¨Î¥¸±¨Ì Ö¢²¥-
´¨ÖÌ, ¶μ¤É¢¥·¦¤ ÕÐ¨Ì, ÎÉμ ¸±μ·μ¸ÉÓ · ¸Ï¨·¥´¨Ö ‚¸¥²¥´´μ° ´ Î ²  · ¸É¨
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¸μ ¢·¥³¥´¥³ ¢ μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ ´¥¤ ¢´ÕÕ ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±ÊÕ Ô¶μÌÊ, ´  ±· ¸´ÒÌ
¸³¥Ð¥´¨ÖÌ ¶μ·Ö¤±  ¥¤¨´¨ÍÒ (zacc ≈ 0,65).

‘·¥¤¨ ´ ¡²Õ¤ É¥²Ó´ÒÌ ¤ ´´ÒÌ, ¤μ± §Ò¢ ÕÐ¨Ì ¸ÊÐ¥¸É¢μ¢ ´¨¥ Ê¸±μ·¥´-
´μ£μ ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±μ£μ · ¸Ï¨·¥´¨Ö, ´ ¨¡μ²¥¥ ¢¶¥Î É²ÖÕÐ¨³¨ Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ´¥-
¶μ¸·¥¤¸É¢¥´´Ò¥ ¨§³¥·¥´¨Ö Ê¸±μ·¥´¨Ö ¶μ Ê³¥´ÓÏ¥´¨Õ Ö·±μ¸É¨ Ê¤ ²¥´´ÒÌ
¸¢¥·Ì´μ¢ÒÌ É¨¶  Ia, ¶·μ¢μ¤¨¢Ï¨¥¸Ö ¢ 1998 £. ˆ³¥ÕÉ¸Ö Ê¡¥¤¨É¥²Ó´Ò¥  ·£Ê-
³¥´ÉÒ ¢ ¶μ²Ó§Ê Éμ£μ, ÎÉμ ÔÉ¨ ¸¢¥·Ì´μ¢Ò¥ ¶·¥¤¸É ¢²ÖÕÉ ¸μ¡μ° É ± ´ §Ò¢ ¥³Ò¥
®¸É ´¤ ·É´Ò¥ ¸¢¥Î¨¯, É. ¥. ¨¸ÉμÎ´¨±¨ ¸ ¨§¢¥¸É´μ° ¸¢¥É¨³μ¸ÉÓÕ. ‡ ·¥£¨¸É·¨-
·μ¢ ´´Ò° μÉ ÔÉ¨Ì ¸¢¥·Ì´μ¢ÒÌ ¶μÉμ± ¨§²ÊÎ¥´¨Ö μ± § ²¸Ö ³¥´ÓÏ¥ μ¦¨¤ ¥³μ£μ.
’μ, ÎÉμ ¸¢¥·Ì´μ¢Ò¥ μ± § ²¨¸Ó ¡μ²¥¥ ÉÊ¸±²Ò³¨, Î¥³ ¶·¥¤¶μ² £ ²μ¸Ó, μ§´ Î ¥É,
ÎÉμ μ´¨ ´ Ìμ¤¨²¨¸Ó ´  · ¸¸ÉμÖ´¨ÖÌ ¡μ²ÓÏ¨Ì, Î¥³ ³μ£²¨ ¡Ò ¡ÒÉÓ ¶·¨ ´μ·-
³ ²Ó´μ³ § ³¥¤²¥´´μ³ · ¸Ï¨·¥´¨¨. …¸É¥¸É¢¥´´Ò³ ¢Ò¢μ¤μ³ ¨§ ÔÉμ£μ ´ ¡²Õ-
¤¥´¨Ö Ö¢²Ö¥É¸Ö Éμ, ÎÉμ ‚¸¥²¥´´ Ö · ¸Ï¨·Ö¥É¸Ö ¡Ò¸É·¥¥, Î¥³ μ¦¨¤ ²μ¸Ó. ‡ 
μ¡´ ·Ê¦¥´¨¥ ÔÉμ£μ ¶μÉ·Ö¸ ÕÐ¥£μ ÔËË¥±É  ‘μ² �¥·²³ÊÉÉ¥·, 	· ° ´ ˜³¨¤É
¨ �¤ ³ �¨¸¸ ¶μ²ÊÎ¨²¨ ¢ 2011 £. �μ¡¥²¥¢¸±ÊÕ ¶·¥³¨Õ ¶μ Ë¨§¨±¥ [1Ä5].

‚ ¶μ²Ó§Ê Ê¸±μ·¥´´μ£μ ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±μ£μ · ¸Ï¨·¥´¨Ö ‚¸¥²¥´´μ° £μ¢μ·ÖÉ
´¥ Éμ²Ó±μ ¤ ´´Ò¥, ¶μ²ÊÎ¥´´Ò¥ ¶·¨ ¨§³¥·¥´¨¨ ¸¢¥É¨³μ¸É¨ ¸¢¥·Ì´μ¢ÒÌ, ´μ ¨
¤·Ê£¨¥ ´¥§ ¢¨¸¨³Ò¥  ¸É·μ´μ³¨Î¥¸±¨¥ ´ ¡²Õ¤¥´¨Ö. ‘Õ¤  μÉ´μ¸¨É¸Ö ¶·μ¡²¥³ 
¢μ§· ¸É  ‚¸¥²¥´´μ°, ¢μ§´¨±Ï Ö ¢ 1980-Ì ££. ‚ÒÎ¨¸²¥´´Ò° ¶μ ¨§¢¥¸É´Ò³ ¢ Éμ
¢·¥³Ö §´ Î¥´¨Ö³ ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±¨Ì ¶ · ³¥É·μ¢ ¢μ§· ¸É ‚¸¥²¥´´μ° [6Ä8] μ± -
§Ò¢ ²¸Ö §´ Î¨É¥²Ó´μ ³¥´ÓÏ¥, Î¥³ ¢μ§· ¸É ¸É ·ÒÌ §¢¥§¤ ¨ §¢¥§¤´ÒÌ ¸±μ¶²¥-
´¨° [9Ä11].

�μ²μ¦¥´¨¥ ¶¥·¢μ£μ ¶¨±  ¢ ¸¶¥±É·¥ Ê£²μ¢ÒÌ Ë²Ê±ÉÊ Í¨° ³¨±·μ¢μ²´μ¢μ£μ
Ëμ´  [12, 13] Ê± §Ò¢ ²μ, ÎÉμ £¥μ³¥É·¨Ö ‚¸¥²¥´´μ° μÎ¥´Ó ¡²¨§±  ± ¶²μ¸±μ°,
¥¢±²¨¤μ¢μ°. „²Ö ·¥ ²¨§ Í¨¨ ÔÉμ£μ, ± ± ¶μ± §Ò¢ ÕÉ ¶·¨¢¥¤¥´´Ò¥ ´¨¦¥ ±μ¸-
³μ²μ£¨Î¥¸±¨¥ Ê· ¢´¥´¨Ö, ¶²μÉ´μ¸ÉÓ ¢¥Ð¥¸É¢  ¢μ ‚¸¥²¥´´μ° ¤μ²¦´  ¡ÒÉÓ ¤μ-
¸É ÉμÎ´μ ¢¥²¨± , É. ¥. ¡²¨§±  ± ±·¨É¨Î¥¸±μ° ¶²μÉ´μ¸É¨ (¸³. ´¨¦¥). �¤´ ±μ
´¥¶μ¸·¥¤¸É¢¥´´Ò¥ ¨§³¥·¥´¨Ö ¶²μÉ´μ¸É¨ ¢¥Ð¥¸É¢  [14, 15] ¶·¨¢μ¤ÖÉ ± ¢É·μ¥
³¥´ÓÏ¥³Ê §´ Î¥´¨Õ, ÎÉμ μ§´ Î ¥É ´ ²¨Î¨¥ ± ±μ°-Éμ ´μ¢μ° Ëμ·³Ò ³ É¥·¨¨
¢μ ‚¸¥²¥´´μ°.

�´ ²¨§ ±·Ê¶´μ³ ¸ÏÉ ¡´μ° ¸É·Ê±ÉÊ·Ò ‚¸¥²¥´´μ° (¸³., ´ ¶·¨³¥·, μ¡§μ-
·Ò [16, 17]) É ±¦¥ ¸¢¨¤¥É¥²Ó¸É¢Ê¥É μ Éμ³, ÎÉμ ±·μ³¥ ¢¥Ð¥¸É¢ , ¸μ§¤ ÕÐ¥£μ
μ¡ÒÎ´μ¥ £· ¢¨É Í¨μ´´μ¥ ¶·¨ÉÖ¦¥´¨¥, ¤μ²¦´  ¸ÊÐ¥¸É¢μ¢ ÉÓ ´¥±μÉμ· Ö ´¥¨§-
¢¥¸É´ Ö ¸Ê¡¸É ´Í¨Ö, ´ §Ò¢ ¥³ Ö É¥³´μ° Ô´¥·£¨¥°, ¶·μÖ¢²ÖÕÐ Ö  ´É¨£· ¢¨É¨-
·ÊÕÐ¨¥ ¸¢μ°¸É¢ . �´  ¶μ¤ ¢²Ö¥É μ¡· §μ¢ ´¨¥ ±μ¸³¨Î¥¸±¨Ì ¸É·Ê±ÉÊ· ´  μÎ¥´Ó
¡μ²ÓÏ¨Ì ³ ¸ÏÉ ¡ Ì,   É ±¦¥ ¢²¨Ö¥É ´  Ëμ·³Ê ¸¶¥±É·  Ê£²μ¢ÒÌ Ë²Ê±ÉÊ Í¨°
±μ¸³¨Î¥¸±μ£μ ³¨±·μ¢μ²´μ¢μ£μ Ëμ´ .

‚Ò¢μ¤Ò μ ´ ²¨Î¨¨ ¢μ ‚¸¥²¥´´μ° ´¥μ¡ÒÎ´μ° Ëμ·³Ò ³ É¥·¨¨/Ô´¥·£¨¨
¡Ò²¨ ¸¤¥² ´Ò ¢ · ³± Ì É¥μ·¨¨ £· ¢¨É Í¨¨ �°´ÏÉ¥°´  Å μ¡Ð¥° É¥μ·¨¨ μÉ´μ-
¸¨É¥²Ó´μ¸É¨ (�’�). �²ÓÉ¥·´ É¨¢´μ¥ μ¡ÑÖ¸´¥´¨¥ ÔÉ¨Ì ³´μ¦¥¸É¢¥´´ÒÌ  ¸É·μ-
´μ³¨Î¥¸±¨Ì ´ ¡²Õ¤¥´¨° ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ ¶μ²ÊÎ¥´μ ´  μ¸´μ¢¥ ³μ¤¨Ë¨± Í¨¨ �’�
´  ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±¨ ¡μ²ÓÏ¨Ì · ¸¸ÉμÖ´¨ÖÌ. �¡  ¶μ¤Ìμ¤  μ¡ÑÖ¸´ÖÕÉ Ê¸±μ·¥´-
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´μ¥ · ¸Ï¨·¥´¨¥ ‚¸¥²¥´´μ°, É ± ± ± ¶·¨¢μ¤ÖÉ ± ÔËË¥±É¨¢´μ° § ³¥´¥ £· ¢¨É -
Í¨μ´´μ£μ ¶·¨ÉÖ¦¥´¨Ö ´  £· ¢¨É Í¨μ´´μ¥ μÉÉ ²±¨¢ ´¨¥ ´  ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±¨Ì
³ ¸ÏÉ ¡ Ì. � §²¨Î¨¥ ³¥¦¤Ê ´¨³¨ ¸μ¸Éμ¨É ¢ Éμ³, ÎÉμ É¥³´ Ö Ô´¥·£¨Ö Ö¢²Ö¥É¸Ö
¨¸ÉμÎ´¨±μ³  ´É¨£· ¢¨É Í¨¨, Éμ£¤  ± ± ³μ¤¨Ë¨± Í¨Ö £· ¢¨É Í¨¨ ¶·¨¢μ¤¨É
± ¨§³¥´¥´¨Õ §´ ±  £· ¢¨É Í¨μ´´μ° ¸¨²Ò ¤ ¦¥ ¶·¨ μÉ¸ÊÉ¸É¢¨¨ ³ É¥·¨¨.

B.2. ‘É ´¤ ·É´ Ö ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸± Ö ³μ¤¥²Ó. ‘É ´¤ ·É´ Ö ±μ¸³μ²μ£¨Î¥-
¸± Ö ³μ¤¥²Ó ¢ ´ ¸ÉμÖÐ¥¥ ¢·¥³Ö Ö¢²Ö¥É¸Ö ´ ¨²ÊÎÏ¥° É¥μ·¨¥° ¤²Ö μ¶¨¸ ´¨Ö
‚¸¥²¥´´μ°. �´  μ¸´μ¢ ´  ´  ¤¢ÊÌ ËÊ´¤ ³¥´É ²Ó´ÒÌ ¨´£·¥¤¨¥´É Ì: ‘É ´¤ ·É-
´μ° ³μ¤¥²¨ Ë¨§¨±¨ Î ¸É¨Í, ¨¸¶μ²Ó§Ê¥³μ° ¤²Ö μ¶¨¸ ´¨Ö ¸¢μ°¸É¢ ³ É¥·¨¨,
§ ¶μ²´ÖÕÐ¥° ´ Ï ³¨·, ¨ μ¡Ð¥° É¥μ·¨¨ μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ¸É¨, μ¶¨¸Ò¢ ÕÐ¥° £· -
¢¨É Í¨μ´´μ¥ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨¥. �´  É ±¦¥ É·¥¡Ê¥É ¶·¥¤¶μ²μ¦¥´¨Ö μ¡ ¨´Ë²Ö-
Í¨¨, ±μÉμ· Ö Ö¢²Ö¥É¸Ö Ô²¥£ ´É´Ò³ ³¥Ì ´¨§³μ³ ¤²Ö ·¥Ï¥´¨Ö ·Ö¤  ¶·μ¡²¥³
¨¸Ìμ¤´μ£μ ¤μ¨´Ë²ÖÍ¨μ´´μ£μ ¸Í¥´ ·¨Ö. ‘É ´¤ ·É´ Ö ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸± Ö ³μ¤¥²Ó
¤¥É ²Ó´μ μ¶¨¸ ´  ¢ ±´¨£ Ì [18Ä22].

ˆ§ Ê· ¢´¥´¨° ”·¨¤³ ´  (¸³. ´¨¦¥) ¸²¥¤Ê¥É É ± ´ §Ò¢ ¥³ Ö ³μ¤¥²Ó �μ²Ó-
Ïμ£μ ¢§·Ò¢  ‚¸¥²¥´´μ° [23, 24]. ‚ ÔÉμ° ± ·É¨´¥ ‚¸¥²¥´´ Ö ´ Î ²  · ¸Ï¨-
·ÖÉÓ¸Ö ¨§ ¡¥¸±μ´¥Î´μ ¶²μÉ´μ° ¶¥·¢¨Î´μ° ¶² §³Ò. ‚·¥³Ö t = 0 ¥¸ÉÓ ³μ-
³¥´É 	μ²ÓÏμ£μ ¢§·Ò¢ , ±μÉμ·Ò°, μ¤´ ±μ, ¤μ²¦¥´ ¨´É¥·¶·¥É¨·μ¢ ÉÓ¸Ö ¸ μ¸Éμ-
·μ¦´μ¸ÉÓÕ, ¶μ¸±μ²Ó±Ê Ê· ¢´¥´¨Ö ”·¨¤³ ´  ¶·¥¤¸± §Ò¢ ÕÉ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥´´μ-
¢·¥³¥´´ÊÕ ¸¨´£Ê²Ö·´μ¸ÉÓ ¸ ¡¥¸±μ´¥Î´μ° ¶²μÉ´μ¸ÉÓÕ Ô´¥·£¨¨ ³ É¥·¨¨. ‚ ¸¨²Ê
ÔÉμ° ¶ Éμ²μ£¨¨ Ê· ¢´¥´¨Ö ”·¨¤³ ´ , ¨ ¢μμ¡Ð¥ ±² ¸¸¨Î¥¸± Ö �’�, ´¥¶·¨³¥-
´¨³Ò ¢¡²¨§¨ ¸¨´£Ê²Ö·´μ¸É¨. K ± ¶μ² £ ÕÉ, ´¥¨§¢¥¸É´Ò¥ ¶μ±  ÔËË¥±ÉÒ ±¢ ´-
Éμ¢μ° £· ¢¨É Í¨¨ ³μ£ÊÉ Ê¸É· ´¨ÉÓ ÔÉμ ¶ Éμ²μ£¨Î¥¸±μ¥ ¶μ¢¥¤¥´¨¥.

�¥·¥Î¨¸²¨³ μ¸´μ¢´Ò¥ ¸μ¡ÒÉ¨Ö ¢ ¨¸Éμ·¨¨ ‚¸¥²¥´´μ°, μÉ ¸¨´£Ê²Ö·´μ¸É¨
	μ²ÓÏμ£μ ¢§·Ò¢  ¤μ ´ ¸ÉμÖÐ¥£μ ¢·¥³¥´¨ [25Ä29]. ”¨§¨±  ¶·¨ Ô´¥·£¨ÖÌ
¢ÒÏ¥ ´¥¸±μ²Ó±¨Ì É¥· Ô²¥±É·μ´¢μ²ÓÉ ´¥¨§¢¥¸É´ , É ± ÎÉμ ´ Ï¨ ¶·¥¤¸É ¢²¥-
´¨Ö μ¡ μÎ¥´Ó · ´´¨Ì ÔÉ ¶ Ì ¨¸Éμ·¨¨ ³¨·  ¶·¨ É¥³¶¥· ÉÊ· Ì, ¶·¥¢μ¸Ìμ¤Ö-
Ð¨Ì ÔÉ¨ §´ Î¥´¨Ö, μ¸´μ¢Ò¢ ÕÉ¸Ö ´  ¡μ²¥¥ ¨²¨ ³¥´¥¥ ¶· ¢¤μ¶μ¤μ¡´ÒÌ · ¸-
¸Ê¦¤¥´¨ÖÌ ¨ § ¢¨¸ÖÉ μÉ ±μ´±·eÉ´ÒÌ ³μ¤¥²¥°. 	μ²¥¥ Éμ£μ, ¢ ´ ¸ÉμÖÐ¥¥ ¢·¥³Ö
Ê ´ ¸ ´¥É ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ Ê± § ´¨° μ ¸μ¸ÉμÖ´¨¨ ‚¸¥²¥´´μ° ´  μÎ¥´Ó · ´´¨Ì
¸É ¤¨ÖÌ, ¶·¥¤Ï¥¸É¢ÊÕÐ¨Ì ¶¥·¢¨Î´μ³Ê ´Ê±²¥μ¸¨´É¥§Ê (¢ ¦´Ò³ ¨¸±²ÕÎ¥´¨¥³
Ö¢²Ö¥É¸Ö ¸¶¥±É· ¢μ§³ÊÐ¥´¨° ¶¥·¢¨Î´μ° ¶²μÉ´μ¸É¨, ¸Ëμ·³¨·μ¢ ´´Ò° § ¤μ²£μ
¤μ ¶¥·¢¨Î´μ£μ ´Ê±²¥μ¸¨´É¥§ , ¶·¥¤¶μ²μ¦¨É¥²Ó´μ, ¢μ ¢·¥³Ö ¨´Ë²ÖÍ¨¨ ¨ ¸· §Ê
¶μ¸²¥ ´¥¥), ¨ ÌμÉÖ, ¸μ£² ¸´μ Ô²¥±É·μ¸² ¡μ° É¥μ·¨¨ ¨ ±¢ ´Éμ¢μ° Ì·μ³μ¤¨´ -
³¨±¥ (Š•„), ¢ · ´´¥° ‚¸¥²¥´´μ° ¤μ²¦´Ò ¶·μ¨¸Ìμ¤¨ÉÓ Ë §μ¢Ò¥ ¶¥·¥Ìμ¤Ò
¸ ¨§³¥´¥´¨¥³ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö ¸¨¸É¥³Ò, ´¥É ¶·Ö³ÒÌ ¤μ± § É¥²Ó¸É¢, ÎÉμ ‚¸¥²¥´´ Ö
¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ ´ Ìμ¤¨² ¸Ó ¶·¨ ´¥μ¡Ìμ¤¨³ÒÌ ¤²Ö ÔÉμ£μ ¶²μÉ´μ¸ÉÖÌ ¨ É¥³¶¥-
· ÉÊ· Ì.

Šμ£¤  ¨ ± ± § ·μ¤¨² ¸Ó ‚¸¥²¥´´ Ö ¨ ÎÉμ ¡Ò²μ ¢ ¸ ³μ³ ´ Î ²¥ ¢ ¤μ¨´Ë²Ö-
Í¨μ´´Ò° ¶¥·¨μ¤, ´¥¨§¢¥¸É´μ. ” ±É¨Î¥¸±¨ ¢¸Ö ¨´Ëμ·³ Í¨Ö μ¡ ÔÉμ³ ¶¥·¨μ¤¥
μ± § ² ¸Ó ¸É¥·Éμ° ¶μ¸²¥ ¤μ¸É ÉμÎ´μ ¤²¨É¥²Ó´μ£μ ¶¥·¨μ¤  ¨´Ë²ÖÍ¨¨, É. ¥. Ô±¸-
¶μ´¥´Í¨ ²Ó´μ£μ · ¸Ï¨·¥´¨Ö ‚¸¥²¥´´μ°. �·¥¤¶μ²μ¦¥´¨¥ μ¡ ¨´Ë²ÖÍ¨¨ ¡Ò²μ
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¢Ò¤¢¨´ÊÉμ ¢ 1979 £. Š § ´ ¸μ³ [30] ¨ ‘É ·μ¡¨´¸±¨³ [31Ä33], ¨ ¢ ¡μ²¥¥ ¶μ²-
´μ° Ëμ·³¥ ƒÊÉμ³ [34] ¢ 1980 £. �¤´ ±μ ±μ´±·¥É´Ò° ³¥Ì ´¨§³ ¨´Ë²ÖÍ¨¨,
¶·¥¤²μ¦¥´´Ò° ƒÊÉμ³, ¡Ò² ´¥·¥ ²¨¸É¨Î´Ò³. �ÉμÉ ´¥¤μ¸É Éμ± ¡Ò² ¨¸¶· ¢²¥´
‹¨´¤¥ [35,36] ¢ 1982 £. ¨, ´¥§ ¢¨¸¨³μ, �²Ó¡·¥ÌÉμ³ ¨ ‘É¥°´Ì ·¤Éμ³ [37], ±μ-
Éμ·Ò¥ ¶·¥¤²μ¦¨²¨ É ± ´ §Ò¢ ¥³ÊÕ ´μ¢ÊÕ ¨´Ë²ÖÍ¨μ´´ÊÕ ³μ¤¥²Ó ¨ ¢¢¥²¨ ¤¨-
´ ³¨Î¥¸±μ¥ ¨´Ë² Éμ´´μ¥ ¶μ²¥, ¢Ò§Ò¢ ÕÐ¥¥ Ô±¸¶μ´¥´Í¨ ²Ó´μ¥ · ¸Ï¨·¥´¨¥
‚¸¥²¥´´μ°. Œ¥Ì ´¨§³ £¥´¥· Í¨¨ ¢μ§³ÊÐ¥´¨° ¶²μÉ´μ¸É¨ ´  ¨´Ë²ÖÍ¨μ´´μ°
¸É ¤¨¨ ¡Ò² Ê± § ´ ŒÊÌ ´μ¢Ò³ ¨ —¨¡¨¸μ¢Ò³ [38]. �μ¤·μ¡´μ¥ μ¶¨¸ ´¨¥ ¨´-
Ë²ÖÍ¨μ´´μ° ³μ¤¥²¨ ¸μ¤¥·¦¨É¸Ö ¢ ±´¨£ Ì [39Ä43]. �¥¤ ¢´¨° μ¡§μ· · §²¨Î´ÒÌ
¸Í¥´ ·¨¥¢ ¨´Ë²ÖÍ¨¨ ¨ ¢μ§³μ¦´ÒÌ  ²ÓÉ¥·´ É¨¢ ¶·¨¢¥¤¥´ ¢ · ¡μÉ¥ [44].

‚ ´ ¸ÉμÖÐ¥¥ ¢·¥³Ö ¶ · ¤¨£³  ¨´Ë²ÖÍ¨¨ ¢¸¥ ¥Ð¥ ´ Ìμ¤¨É¸Ö ´  Ê·μ¢´¥
£¨¶μÉ¥§Ò. �¤´ ±μ ¨§ ¨§¢¥¸É´ÒÌ ³μ¤¥²¥° Éμ²Ó±μ ³μ¤¥²Ó ¨´Ë²ÖÍ¨μ´´μ£μ · ¸-
Ï¨·¥´¨Ö ¸¶μ¸μ¡´  ¥¸É¥¸É¢¥´´Ò³ μ¡· §μ³ μ¤´μ¢·¥³¥´´μ · §·¥Ï¨ÉÓ ¶·μ¡²¥³Ê
£μ·¨§μ´É  (μ¤´μ·μ¤´μ¸ÉÓ ‚¸¥²¥´´μ°), ¶·μ¡²¥³Ê ±·¨¢¨§´Ò (¡²¨§μ¸ÉÓ §´ Î¥´¨Ö
¶²μÉ´μ¸É¨ ³ É¥·¨¨ ± ±·¨É¨Î¥¸±μ³Ê), ¶·μ¡²¥³Ê Ô´É·μ¶¨¨ ¨ ¶·μ¡²¥³Ê £¥´¥-
· Í¨¨ ¶¥·¢¨Î´ÒÌ ´¥μ¤´μ·μ¤´μ¸É¥° ¢μ ‚¸¥²¥´´μ°. �·¥¤¸± §Ò¢ ¥³Ò¥ ¨´Ë²Ö-
Í¨μ´´Ò³¨ ¸Í¥´ ·¨Ö³¨ Ωtot = 1, ¶μÎÉ¨ ¶²μ¸±¨° ¸¶¥±É· ¶¥·¢¨Î´ÒÌ ¢μ§³ÊÐ¥-
´¨°, £ Ê¸¸μ¢  ¸É É¨¸É¨±  ¶μ¸²¥¤´¨Ì § ³¥Î É¥²Ó´μ ¸μ£² ¸ÊÕÉ¸Ö ¸ ´ ¡²Õ¤¥´¨Ö-
³¨. 	¥§Ê¸²μ¢´Ò³ ¤μ± § É¥²Ó¸É¢μ³ ¸¶· ¢¥¤²¨¢μ¸É¨ ¨´Ë²ÖÍ¨μ´´μ° ±μ¸³μ²μ£¨¨
¡Ò²μ ¡Ò ´ ¡²Õ¤¥´¨¥ ·¥²¨±Éμ¢ÒÌ £· ¢¨É Í¨μ´´ÒÌ ¢μ²´ [31,45].

�±μ´Î ´¨¥ ¨´Ë²ÖÍ¨¨ ¸μ¶·μ¢μ¦¤ ²μ¸Ó · §μ£·¥¢μ³ ‚¸¥²¥´´μ°, É. ¥. · ¸¶ -
¤μ³ ¨´Ë² Éμ´  ¨ ·μ¦¤¥´¨¥³ ¡μ²ÓÏμ£μ ±μ²¨Î¥¸É¢  Ô²¥³¥´É ·´ÒÌ Î ¸É¨Í [46Ä
54]. ‡  ÔÉ¨³ ¶μ¸²¥¤μ¢ ² ¡ ·¨μ¸¨´É¥§, É. ¥. ¢μ§´¨±´μ¢¥´¨¥ ¡ ·¨μ´´μ°  ¸¨³³¥-
É·¨¨ (´¥´Ê²¥¢μ£μ ¡ ·¨μ´´μ£μ § ·Ö¤ ) ‚¸¥²¥´´μ°.

‚¸²¥¤¸É¢¨¥ μ£·μ³´ÒÌ ±μ´Í¥´É· Í¨° Î ¸É¨Í ´  · ´´¨Ì ¸É ¤¨ÖÌ ¸ÊÐ¥¸É¢μ-
¢ ´¨Ö ‚¸¥²¥´´μ° Î¨¸²μ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨° ¢ ¥¤¨´¨ÍÊ ¢·¥³¥´¨ ¡Ò²μ ´ ¸Éμ²Ó±μ
¢ÒÏ¥ É¥³¶  · ¸Ï¨·¥´¨Ö, ÎÉμ ‚¸¥²¥´´ Ö ¸ μÎ¥´Ó Ìμ·μÏ¥° ÉμÎ´μ¸ÉÓÕ ´ Ìμ¤¨-
² ¸Ó ¢ ¸μ¸ÉμÖ´¨¨ É¥·³μ¤¨´ ³¨Î¥¸±μ£μ · ¢´μ¢¥¸¨Ö.

�¤¨ ¡ É¨Î¥¸±μ¥ μÌ² ¦¤¥´¨¥ ‚¸¥²¥´´μ° ¸μ¶·μ¢μ¦¤ ²μ¸Ó Ë §μ¢Ò³¨ ¶¥·¥-
Ìμ¤ ³¨. ‘Î¨É ¥É¸Ö, ÎÉμ ¶μ ³¥·¥ ¶μ´¨¦¥´¨Ö É¥³¶¥· ÉÊ·Ò ¡Ò²  É ± Ö ¶μ¸²¥¤μ-
¢ É¥²Ó´μ¸ÉÓ Ë §μ¢ÒÌ ¶¥·¥Ìμ¤μ¢:

1) Ë §μ¢Ò° ¶¥·¥Ìμ¤ ¢ · ³± Ì £¨¶μÉ¥§Ò ‚¥²¨±μ£μ μ¡Ñ¥¤¨´¥´¨Ö ¶·¨ É¥³¶¥-
· ÉÊ·¥ T ∼ 1016 ƒÔ‚, ¥¸²¨ ¸Éμ²Ó ¢Ò¸μ±¨¥ É¥³¶¥· ÉÊ·Ò ¤μ¸É¨£ ²¨¸Ó ´  · ´´¥°
±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±μ° ¸É ¤¨¨;

2) Ë §μ¢Ò° ¶¥·¥Ìμ¤ Ô²¥±É·μ¸² ¡μ£μ ¸¥±Éμ·  ¶·¨ T ∼ 200 ƒÔ‚, ·¥ ²¨§μ-
¢ ¢Ï¨° ¸¶μ´É ´´μ¥ ´ ·ÊÏ¥´¨¥ Ô²¥±É·μ¸² ¡μ° ¸¨³³¥É·¨¨;

3) Ë §μ¢Ò° ¶¥·¥Ìμ¤ ¢ ±¢ ´Éμ¢μ° Ì·μ³μ¤¨´ ³¨±¥ ¶·¨ ·¥±μ³¡¨´ Í¨¨ ±¢ ·±-
£²Õμ´´μ° ¶² §³Ò ¢  ¤·μ´Ò (T ∼ 200 ŒÔ‚).

�μ¸²¥¤ÊÕÐ¨¥ ÔÉ ¶Ò ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±μ° Ô¢μ²ÕÍ¨¨ ¨§¢¥¸É´Ò ¶· ±É¨Î¥¸±¨
¤μ¸Éμ¢¥·´μ. �¥·¥Î¨¸²¨³ ¨Ì ¢ ¶μ·Ö¤±¥ ¸²¥¤μ¢ ´¨Ö.

1. �ÉÐ¥¶²¥´¨¥ ´¥°É·¨´μ μÉ Ô²¥±É·μ³ £´¨É´μ° ±μ³¶μ´¥´ÉÒ ¶² §³Ò ¶·¨
É¥³¶¥· ÉÊ·¥ T ∼ 1 ŒÔ‚.
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2. �Ê±²¥μ¸¨´É¥§ ¶·¨ T ∼ 1−0,07 ŒÔ‚.
3. � Î ²μ μ¡· §μ¢ ´¨Ö ¸É·Ê±ÉÊ· ¶·¨ ´ ¸ÉÊ¶²¥´¨¨ Ô¶μÌ¨ ¤μ³¨´ ´É´μ¸É¨

´¥·¥²ÖÉ¨¢¨¸É¸±μ° ³ É¥·¨¨ ´ ¤ ·¥²ÖÉ¨¢¨¸É¸±μ°. ‡´ Ö ¨Ì ¢±² ¤Ò ¢ μ¡ÐÊÕ
¶²μÉ´μ¸ÉÓ Ô´¥·£¨¨, ³μ¦´μ μÍ¥´¨ÉÓ, ÎÉμ ¶¥·¥Ìμ¤ μÉ ·¥²ÖÉ¨¢¨¸É¸±μ£μ ·¥¦¨³ 
· ¸Ï¨·¥´¨Ö ± ´¥·¥²ÖÉ¨¢¨¸É¸±μ³Ê ¶·μ¨§μÏ¥² ¶·¨ ±· ¸´μ³ ¸³¥Ð¥´¨¨ zeq ∼
104, É. ¥. ¶·¨ É¥³¶¥· ÉÊ·¥ T ∼ 1 Ô‚.

4. �¥±μ³¡¨´ Í¨Ö ¢μ¤μ·μ¤ : z ∼ 0,3 · 103, T ≈ 103 Š.
5. �¥¨μ´¨§ Í¨Ö (z ∼ 10, T ∼ 50−15 K) ¨ μ¡· §μ¢ ´¨¥ ±μ¸³¨Î¥¸±¨Ì ¸É·Ê±-

ÉÊ· (T ∼ 15−3 K).
5. �¥·¥Ìμ¤ μÉ § ³¥¤²ÖÕÐ¥°¸Ö ‚¸¥²¥´´μ° ± Ê¸±μ·ÖÕÐ¥°¸Ö: z = 0,6−0,7,

T ≈ 4 K.
7. ‘μ¢·¥³¥´´Ò° ÔÉ ¶, ¢μ§· ¸É ‚¸¥²¥´´μ° tU ≈ 13,8 ³²·¤ ²¥É.
‘É ´¤ ·É´ Ö ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸± Ö ³μ¤¥²Ó Ê¸¶¥Ï´μ μ¡ÑÖ¸´Ö¥É μ£·μ³´μ¥ ±μ²¨-

Î¥¸É¢μ ´ ¡²Õ¤ É¥²Ó´ÒÌ ¤ ´´ÒÌ, ¢±²ÕÎ ÕÐ¨Ì, ¢ Î¨¸²¥ ¸ ³ÒÌ § ³¥Î É¥²Ó´ÒÌ,
§ ±μ´ • ¡¡² , ¶¥·¢¨Î´Ò¥ μ¡¨²¨Ö ²¥£±¨Ì Ô²¥³¥´Éμ¢ ¨ ¸¢μ°¸É¢  ±μ¸³¨Î¥¸±μ£μ
³¨±·μ¢μ²´μ¢μ£μ Ëμ´ . �¤´ ±μ, ¡Ê¤ÊÎ¨ μ¸´μ¢ ´´μ° ´  ‘É ´¤ ·É´μ° ³μ¤¥²¨
Ë¨§¨±¨ Î ¸É¨Í ¨ μ¡Ð¥° É¥μ·¨¨ μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ¸É¨, ‘É ´¤ ·É´ Ö ±μ¸³μ²μ£¨-
Î¥¸± Ö ³μ¤¥²Ó ¢¸É·¥Î ¥É¸Ö ¸ ·Ö¤μ³ ¶·μ¡²¥³. �¥±μÉμ·Ò¥ ¨§ ´¨Ì ³μ£ÊÉ ¡ÒÉÓ
·¥Ï¥´Ò ¸ ¶μ³μÐÓÕ ³¥Ì ´¨§³  ¨´Ë²ÖÍ¨¨, Ë¨§¨±  ±μÉμ·μ° ´¥ Ê±² ¤Ò¢ ¥É¸Ö
¢ · ³±¨ ‘É ´¤ ·É´μ° ³μ¤¥²¨ Ë¨§¨±¨ Î ¸É¨Í ¨ �’�. 	μ²¥¥ Éμ£μ, ´¥¸³μÉ·Ö ´ 
Éμ, ÎÉμ ¨´Ë²ÖÍ¨μ´´Ò° ¸Í¥´ ·¨° μ¡ÒÎ´μ ¸Î¨É ÕÉ ´ ¨²ÊÎÏ¨³ ± ´¤¨¤ Éμ³ ¤²Ö
·¥Ï¥´¨Ö ¶·μ¡²¥³ ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±μ° ³μ¤¥²¨, μ´ ´¥ Ö¢²Ö¥É¸Ö ¥¤¨´¸É¢¥´´Ò³ ¨
¢¸¥ ¥Ð¥ ´ Ìμ¤¨É¸Ö ´  Ê·μ¢´¥ ¶·¥¤¶μ²μ¦¥´¨Ö, ¶μ¸±μ²Ó±Ê ¶μ±  ´¥É ´ ¡²Õ¤ -
É¥²Ó´ÒÌ ¤ ´´ÒÌ, ±μÉμ·Ò¥ É¢¥·¤μ ¨¸±²ÕÎ ²¨ ¡Ò  ²ÓÉ¥·´ É¨¢´Ò¥ ¸Í¥´ ·¨¨.

ˆ ÔÉμ ¥Ð¥ ´¥ ¢¸¥. ‘É ´¤ ·É´ Ö ³μ¤¥²Ó Ë¨§¨±¨ Î ¸É¨Í ¨ �’� ´¥ ³μ£ÊÉ
μ¡ÑÖ¸´¨ÉÓ ³´μ¦¥¸É¢μ Ë ±Éμ¢, ÎÉμ, ¢ ¸¢μÕ μÎ¥·¥¤Ó, ´ ¸ÉμÖÉ¥²Ó´μ É·¥¡Ê¥É ¶μ-
¨¸±μ¢ ´μ¢μ° Ë¨§¨±¨. ‚ μ±·¥¸É´μ¸É¨ ´ Ï¥° ƒ ² ±É¨±¨, μÎ¥¢¨¤´μ, ¶·¥μ¡² ¤ ¥É
³ É¥·¨Ö:  ´É¨¢¥Ð¥¸É¢  ¢μ±·Ê£ ´ ¸ μÎ¥´Ó ´¥³´μ£μ. Šμ£¤  ¨ ± ± ¡Ò²  ¸μ§¤ ´ 
 ¸¨³³¥É·¨Ö ³¥¦¤Ê ³ É¥·¨¥° ¨  ´É¨³ É¥·¨¥°? Œ¨´¨³ ²Ó´ Ö cÉ ´¤ ·É´ Ö ³μ-
¤¥²Ó Ë¨§¨±¨ Î ¸É¨Í ´¥ ¤ ¥É μÉ¢¥É  ´  ÔÉμÉ ¢μ¶·μ¸, ´μ · §Ê³´Ò¥ · ¸Ï¨·¥´¨Ö
‘É ´¤ ·É´μ° ³μ¤¥²¨ ³μ£²¨ ¡Ò Ê¸¶¥Ï´μ ·¥Ï¨ÉÓ ¶·μ¡²¥³Ê.

„·Ê£μ° ËÊ´¤ ³¥´É ²Ó´Ò° μÉ±·ÒÉÒ° ¢μ¶·μ¸ ¸¢Ö§ ´ ¸ ¶·μ¨¸Ìμ¦¤¥´¨¥³
¨ ¶·¨·μ¤μ° É¥³´μ° ³ É¥·¨¨. ƒ¨¶μÉ¥§  μ ´ ²¨Î¨¨ ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±μ° É¥³´μ° ³ -
É¥·¨¨ ¡Ò²  ¢Ò¤¢¨´ÊÉ  –¢¨±±¨ ¢ É·¨¤Í ÉÒ¥ £μ¤Ò ¶·μÏ²μ£μ ¸Éμ²¥É¨Ö [55,56],
¨ ¢¸±μ·¥ ¡Ò²¨ ¶μ²ÊÎ¥´Ò Ê± § ´¨Ö ´  ¸ÊÐ¥¸É¢μ¢ ´¨¥ ´¥¢¨¤¨³μ£μ ¢¥Ð¥¸É¢ 
¢ ’Ê³ ´´μ¸É¨ �´¤·μ³¥¤Ò [57]. �  ³´μ£¨¥ £μ¤Ò ÔÉ  ¶·μ¡²¥³  ¡Ò²  § ¡ÒÉ ,
¨ ± ´¥° ¢¥·´Ê²¨¸Ó ¶μ¸²¥ · ¡μÉ 1974 £. [58Ä60], ¢ ±μÉμ·ÒÌ ¡Ò²¨ ¶·¨¢¥¤¥´Ò
´μ¢Ò¥  ¸É·μ´μ³¨Î¥¸±¨¥ ¤ ´´Ò¥ ¢ ¶μ²Ó§Ê ¸ÊÐ¥¸É¢μ¢ ´¨Ö É¥³´μ° ³ É¥·¨¨. ‘μ-
¢·¥³¥´´μ¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ Ë¨§¨±¨ ¨ ¶μ¨¸±  É¥³´μ° ³ É¥·¨¨ ¸μ¤¥·¦¨É¸Ö ¢ ´¥¤ ¢´¨Ì
μ¡§μ· Ì [61Ä65].

ˆ§ ¤ ´´ÒÌ ¶μ ¶¥·¢¨Î´μ³Ê ´Ê±²¥μ¸¨´É¥§Ê ¨ Ê£²μ¢Ò³ Ë²Ê±ÉÊ Í¨Ö³ ³¨-
±·μ¢μ²´μ¢μ£μ Ëμ´  ¨§¢¥¸É´μ, ÎÉμ Éμ²Ó±μ μ±μ²μ 5% μÉ μ¡Ð¥£μ ±μ²¨Î¥¸É¢ 
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Ô´¥·£¨¨ ¢μ ‚¸¥²¥´´μ° ¸μ¸É ¢²Ö¥É μ¡ÒÎ´ Ö ³ É¥·¨Ö, ¢ μ¸´μ¢´μ³, ¶·μÉμ´Ò
¨ ´¥°É·μ´Ò (¶μ¸²¥¤´¨¥ ¸¢Ö§ ´Ò ¢  Éμ³´ÒÌ Ö¤· Ì). Š·μ³¥ Éμ£μ, ·Ö¤ ¶·Ö³ÒÌ
 ¸É·μ´μ³¨Î¥¸±¨Ì ´ ¡²Õ¤¥´¨°, ´ ¶·¨³¥·, ·μÉ Í¨μ´´ÒÌ ±·¨¢ÒÌ ¡²¨§²¥¦ Ð¨Ì
£ ² ±É¨± É ±¦¥ ¶μ§¢μ²Ö¥É § ±²ÕÎ¨ÉÓ, ÎÉμ ¶μ²´μ¥ ±μ²¨Î¥¸É¢μ £· ¢¨É¨·ÊÕÐ¥°
³ É¥·¨¨ §´ Î¨É¥²Ó´μ ¢ÒÏ¥ ÔÉ¨Ì 5% ¨ ¸μ¸É ¢²Ö¥É μ±μ²μ 30 % μ¡Ð¥° ¶²μÉ-
´μ¸É¨ Ô´¥·£¨¨ ¢μ ‚¸¥²¥´´μ°. �´ ²¨§ ±μ¸³¨Î¥¸±μ£μ ³¨±·μ¢μ²´μ¢μ£μ Ëμ´ 
¶·¨¢μ¤¨É ± É ±μ³Ê ¦¥ ·¥§Ê²ÓÉ ÉÊ.

‚ ´ ¸ÉμÖÐ¥¥ ¢·¥³Ö ´¥¨§¢¥¸É´μ, ÎÉμ ¶·¥¤¸É ¢²ÖÕÉ ¸μ¡μ° 25 % £· ¢¨É¨·ÊÕ-
Ð¥° ³ É¥·¨¨, ±μÉμ·ÊÕ ´ §Ò¢ ÕÉ É¥³´μ° ³ É¥·¨¥°. ‚ Œ¨´¨³ ²Ó´μ° ¸É ´¤ ·É-
´μ° ³μ¤¥²¨ Ë¨§¨±¨ Î ¸É¨Í ´¥É ¶μ¤Ìμ¤ÖÐ¨Ì ± ´¤¨¤ Éμ¢ ´  ÔÉÊ ·μ²Ó. ’ ±¨³
μ¡· §μ³, ´¥μ¡Ìμ¤¨³  ´μ¢ Ö Ë¨§¨± , ¨, ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ, ¢ É¥μ·¨ÖÌ ¢´¥ · ³μ±
Œ¨´¨³ ²Ó´μ° ¸É ´¤ ·É´μ° ³μ¤¥²¨ ¨³¥ÕÉ¸Ö ¶μÉ¥´Í¨ ²Ó´μ ¨´É¥·¥¸´Ò¥ ¢ ·¨-
 ´ÉÒ, ´ ¶·¨³¥·, ´¥±¨¥ ¸² ¡μ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢ÊÕÐ¨¥ Î ¸É¨ÍÒ ¨²¨ ¶¥·¢¨Î´Ò¥
Î¥·´Ò¥ ¤Ò·Ò.

� ±μ´¥Í, ¨§ ¨§ÊÎ¥´¨Ö É¥³¶  ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±μ£μ · ¸Ï¨·¥´¨Ö ³μ¦´μ § -
±²ÕÎ¨ÉÓ, ÎÉμ ¸¥°Î ¸ ‚¸¥²¥´´ Ö ´ Ìμ¤¨É¸Ö ´  ¸É ¤¨¨ Ê¸±μ·¥´´μ£μ · ¸Ï¨·¥´¨Ö.
…¸²¨ μ¸´μ¢Ò¢ ÉÓ¸Ö ´  Ê· ¢´¥´¨ÖÌ ”·¨¤³ ´ , ÔÉμ Ö¢²¥´¨¥ ³μ¦´μ μ¡ÑÖ¸´¨ÉÓ
É¥³, ÎÉμ μ±μ²μ 70% Ô´¥·£¨¨ ¢μ ‚¸¥²¥´´μ° ´ Ìμ¤¨É¸Ö ¢ ¤μ¢μ²Ó´μ Ô±§μÉ¨-
Î¥¸±μ³ ¸μ¸ÉμÖ´¨¨. �É  ±μ³¶μ´¥´É  ´ §Ò¢ ¥É¸Ö É¥³´μ° Ô´¥·£¨¥°, ´μ ¢ ¤¥°-
¸É¢¨É¥²Ó´μ¸É¨ ³Ò ´¥ §´ ¥³, ¶·μ¨¸Ìμ¤¨É ²¨ μ´  ¨§ ¸¥±Éμ·  ³ É¥·¨¨, É. ¥. ¨§
Ë¨§¨±¨ ¢´¥ ‘É ´¤ ·É´μ° ³μ¤¥²¨ Ô²¥³¥´É ·´ÒÌ Î ¸É¨Í ¨²¨ ¨§ £· ¢¨É Í¨¨,
  ¨³¥´´μ, ¨§ ´ ·ÊÏ¥´¨Ö μ¡Ð¥° É¥μ·¨¨ μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ¸É¨ �°´ÏÉ¥°´  ´  ¡μ²Ó-
Ï¨Ì ³ ¸ÏÉ ¡ Ì. “¸±μ·¥´´μ¥ · ¸Ï¨·¥´¨¥ ‚¸¥²¥´´μ°, ¶μ¤É¢¥·¦¤¥´´μ¥  ¸É·μ-
´μ³¨Î¥¸±¨³¨ ´ ¡²Õ¤¥´¨Ö³¨, Ö¢²Ö¥É¸Ö ¸¥£μ¤´Ö μ¤´μ° ¨§ £² ¢´ÒÌ ³μÉ¨¢ Í¨°
¤²Ö ¶μ¨¸±μ¢ ´μ¢μ° Ë¨§¨±¨ ¢´¥ ¸É ´¤ ·É´ÒÌ É¥μ·¥É¨Î¥¸±¨Ì · ³μ±.

B.3. �’� ¨ Ê· ¢´¥´¨Ö �°´ÏÉ¥°´ . �¡Ð Ö É¥μ·¨Ö μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ¸É¨ ¨¸-
¶μ²Ó§Ê¥É¸Ö ¤²Ö μ¶¨¸ ´¨Ö £· ¢¨É Í¨μ´´μ£μ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö. �´  Ö¢²Ö¥É¸Ö μ¤-
´μ° ¨§ ¸μ¸É ¢²ÖÕÐ¨Ì ‘É ´¤ ·É´μ° ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±μ° ³μ¤¥²¨. �’� Ê¸¶¥Ï´μ
¢Ò¤¥·¦ ²  ³´μ£μÎ¨¸²¥´´Ò¥ ¶·μ¢¥·±¨, £² ¢´Ò³ μ¡· §μ³ ¢ £· ¢¨É Í¨μ´´μ³
¶μ²¥ ‡¥³²¨, ‘μ²´¥Î´μ° ¸¨¸É¥³¥ ¨ ¶·¨ ¨§ÊÎ¥´¨¨ μ·¡¨É ²Ó´μ£μ ¤¢¨¦¥´¨Ö ¤¢μ°-
´ÒÌ ¶Ê²Ó¸ ·μ¢ [66]. � ¡²Õ¤ ¥³μ¥ ¸¥£μ¤´Ö Ê¸±μ·¥´´μ¥ · ¸Ï¨·¥´¨¥ ‚¸¥²¥´-
´μ° ¸É ¢¨É ¶μ¤ ¸μ³´¥´¨¥ ¸¶· ¢¥¤²¨¢μ¸ÉÓ �’� ´  μÎ¥´Ó ¡μ²ÓÏ¨Ì ³ ¸ÏÉ ¡ Ì,
¢¶·μÎ¥³, ¢ ´ ¸ÉμÖÐ¥¥ ¢·¥³Ö ÔÉμ Ö¢²¥´¨¥ ³μ¦´μ μ¡ÑÖ¸´¨ÉÓ ¨ ¢ · ³± Ì �’�
¸ ¶μ³μÐÓÕ ³ ²μ° ¶μ²μ¦¨É¥²Ó´μ° ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±μ° ¶μ¸ÉμÖ´´μ°. �¥¤ ¢´ÖÖ ·¥-
£¨¸É· Í¨Ö £· ¢¨É Í¨μ´´ÒÌ ¢μ²´ ´  ¤¥É¥±Éμ· Ì LIGO ¨ Virgo ¶μ§¢μ²¨²  ¶·μ-
¢¥·¨ÉÓ μ¡ÐÊÕ É¥μ·¨Õ μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ¸É¨ ¢¶¥·¢Ò¥ ¤²Ö ¸¨²Ó´ÒÌ ¶μ²¥° [67, 68].

�¸´μ¢´ Ö ¨¤¥Ö μ¡Ð¥° É¥μ·¨¨ μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ¸É¨ ¸μ¸Éμ¨É ¢ Éμ³, ÎÉμ £· ¢¨É -
Í¨Ö ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ ¨´É¥·¶·¥É¨·μ¢ ´  ± ± ¤¥Ëμ·³ Í¨Ö £¥μ³¥É·¨¨ ¶·μ¸É· ´¸É¢ -
¢·¥³¥´¨, ±μÉμ·μ¥ ¡μ²ÓÏ¥ ´¥ Ö¢²Ö¥É¸Ö ¶²μ¸±¨³. Š¨´¥³ É¨± , É. ¥. Éμ, ± ± Î -
¸É¨ÍÒ ¤¢¨¦ÊÉ¸Ö ¢ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥-¢·¥³¥´¨, μ¶·¥¤¥²Ö¥É¸Ö Ê· ¢´¥´¨Ö³¨ £¥μ¤¥-
§¨Î¥¸±μ° ²¨´¨¨, ·¥Ï¥´¨¥ ±μÉμ·ÒÌ Ö¢²Ö¥É¸Ö μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ ¶·μ¸Éμ° § ¤ Î¥°.
„¨´ ³¨± , É. ¥. Éμ, ± ± Ô´¥·£¨Ö ¨¸±·¨¢²Ö¥É ¶·μ¸É· ´¸É¢μ-¢·¥³Ö, μ¶¨¸Ò¢ ¥É¸Ö
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Ê· ¢´¥´¨Ö³¨ �°´ÏÉ¥°´ , ¶·¥¤¸É ¢²ÖÕÐ¨³¨ ¸μ¡μ° ´¥²¨´¥°´Ò¥ ¤¨ËË¥·¥´Í¨-
 ²Ó´Ò¥ Ê· ¢´¥´¨Ö ¢Éμ·μ£μ ¶μ·Ö¤±  ¢ Î ¸É´ÒÌ ¶·μ¨§¢μ¤´ÒÌ ¤²Ö ³¥É·¨Î¥¸±¨Ì
±μÔËË¨Í¨¥´Éμ¢. �¥Ï¥´¨¥ É ±¨Ì Ê· ¢´¥´¨°, ± ± ¶· ¢¨²μ, Ö¢²Ö¥É¸Ö ¢¥¸Ó³  ´¥-
É·¨¢¨ ²Ó´μ° ¶·μ¡²¥³μ°. �´ ²¨É¨Î¥¸±¨¥ ·¥Ï¥´¨Ö ³μ¦´μ ´ °É¨ Éμ²Ó±μ ¢ ¸¶¥-
Í¨ ²Ó´ÒÌ ¸²ÊÎ ÖÌ, ±μ£¤  ¶·μ¸É· ´¸É¢μ-¢·¥³Ö μ¡² ¤ ¥É ´¥±μÉμ·Ò³¨ ®Ìμ·μÏ¨-
³¨¯ ¸¨³³¥É·¨Ö³¨.

�·¥¤¸É ¢²¥´¨¥ μ Éμ³, ÎÉμ £¥μ³¥É·¨Ö Ö¢²Ö¥É¸Ö Ë¨§¨Î¥¸±μ° ¢¥²¨Î¨´μ°,
¸¢μ°¸É¢  ±μÉμ·μ° ¤μ²¦´Ò μ¶·¥¤¥²ÖÉÓ¸Ö Ô±¸¶¥·¨³¥´É ²Ó´μ, ¨³¥¥É ¤μ²£ÊÕ
¨¸Éμ·¨Õ ¨, ¢¥·μÖÉ´μ, ¢¶¥·¢Ò¥ ¡Ò²μ Î¥É±μ ¸Ëμ·³Ê²¨·μ¢ ´μ ˆμ£ ´´μ³ Š ·²μ³
”·¨¤·¨Ìμ³ ƒ Ê¸¸μ³. ‚ ¸¢μ¥³ ¶¨¸Ó³¥ ± �²Ó¡¥·¸Ê μ´ ¶¨¸ ²: ®. . . ´μ É¥¶¥·Ó £¥μ-
³¥É·¨Ö ¤μ²¦´  ¸ÉμÖÉÓ ´¥ ·Ö¤μ³ ¸  ·¨Ë³¥É¨±μ°, ±μÉμ· Ö Î¨¸Éμ  ¶·¨μ·´ , ´μ
¸ ³¥Ì ´¨±μ°¯ (®. . . but for now geometry must stand, not with arithmetic which
is pure a priori, but with mechanics¯, Gauss to Olbers. V.VIII. P. 177 [69]).

�¥²ÖÉ¨¢¨¸É¸±μ¥ £¥μ³¥É·¨Î¥¸±μ¥ μ¶¨¸ ´¨¥ £· ¢¨É Í¨μ´´μ£μ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É-
¢¨Ö ¡Ò²μ ¶·¥¤²μ¦¥´μ �²Ó¡¥·Éμ³ �°´ÏÉ¥°´μ³, ±μÉμ·Ò° μ¶Ê¡²¨±μ¢ ² ¸¢μÕ
¸É ÉÓÕ ®Die Grundlage der allgemeinen Relativitéatstheorie¯ μ¡ μ¸´μ¢ Ì μ¡Ð¥°
É¥μ·¨¨ μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ¸É¨ ¢ 1916 £. [70],   · ´¥¥, ¢ ´μÖ¡·¥ 1915 £., ¶·¥¤¸É ¢¨²
´¥¸±μ²Ó±μ ¤μ±² ¤μ¢ ´  ÔÉÊ É¥³Ê ´  § ¸¥¤ ´¨ÖÌ Šμ·μ²¥¢¸±μ°  ± ¤¥³¨¨ ´ Ê±
�·Ê¸¸¨¨ [71, 72]. ‚ Éμ³ ¦¥ 1915 £. „ ¢¨¤ ƒ¨²Ó¡¥·É ´ Ï¥² ¤¥°¸É¢¨¥, ¨§
±μÉμ·μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö �°´ÏÉ¥°´  ³μ£ÊÉ ¡ÒÉÓ ¢Ò¢¥¤¥´Ò ¸ ¶μ³μÐÓÕ ¶·¨´Í¨¶ 
´ ¨³¥´ÓÏ¥£μ ¤¥°¸É¢¨Ö [73]:

SEH = − 1
16πGN

∫
d4x

√
−g R + Sm = −M2

Pl

16π

∫
d4x

√
−g R + Sm, (B.1)

£¤¥ Sm Å ¤¥°¸É¢¨¥ ³ É¥·¨¨ ¢ £· ¢¨É Í¨μ´´μ³ ¶μ²¥; g Å μ¶·¥¤¥²¨É¥²Ó ³¥-
É·¨Î¥¸±μ£μ É¥´§μ·  gμν ¶·¨ ¢Ò¡μ·¥ ¸¨£´ ÉÊ·Ò ³¥É·¨±¨ (+,−,−,−). ‚ ¤ ²Ó-
´¥°Ï¥³ ³Ò ¡Ê¤¥³ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ ¥¸É¥¸É¢¥´´ÊÕ ¸¨¸É¥³Ê ¥¤¨´¨Í, ¢ ±μÉμ·μ° ¸±μ-
·μ¸ÉÓ ¸¢¥É , ¶·¨¢¥¤¥´´ Ö ¶μ¸ÉμÖ´´ Ö �² ´±  ¨ ¶μ¸ÉμÖ´´ Ö 	μ²ÓÍ³ ´  · ¢´Ò
¥¤¨´¨Í¥: c = � = kB = 1. ‚ ÔÉμ° ¸¨¸É¥³¥ ¥¤¨´¨Í £· ¢¨É Í¨μ´´ Ö ¶μ¸ÉμÖ´´ Ö
GN = 1/M2

Pl, £¤¥ ¶μ¸ÉμÖ´´ Ö MPl = 1,22 · 1019 ƒÔ‚ ´μ¸¨É ´ §¢ ´¨¥ ³ ¸¸Ò
�² ´± .

�·μ¸É· ´¸É¢¥´´μ-¢·¥³¥´´μ° ¨´É¥·¢ ² § ¶¨¸Ò¢ ¥É¸Ö μ¡ÒÎ´Ò³ μ¡· §μ³:

ds2 = gμνdxμdxν . (B.2)

‚ �’� ³¥É·¨Î¥¸±¨° É¥´§μ· gμν(x, t) Ö¢²Ö¥É¸Ö μ¸´μ¢´μ° ¤¨´ ³¨Î¥¸±μ° ¢¥²¨-
Î¨´μ°, μ¶¨¸Ò¢ ÕÐ¥° £· ¢¨É Í¨μ´´μ¥ ¶μ²¥ (¸³., ´ ¶·¨³¥·, [74]).

„¥°¸É¢¨¥ ¤²Ö ¢¥Ð¥¸É¢  ¢ £· ¢¨É Í¨μ´´μ³ ¶μ²¥, Sm, ¶μ²ÊÎ ¥É¸Ö ¨§ ¤¥°-
¸É¢¨Ö ¢ ¶²μ¸±μ³ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥-¢·¥³¥´¨ ¶ÊÉ¥³ § ³¥´Ò μ¡ÒÎ´ÒÌ ¶·μ¨§¢μ¤´ÒÌ,
¶·¨³¥´Ö¥³ÒÌ ± ¶μ²Ö³ ³ É¥·¨¨, ´  ±μ¢ ·¨ ´É´Ò¥: ∂μ → Dμ. �·¨Î¨´  ¢μ§-
´¨±´μ¢¥´¨Ö ±μ¢ ·¨ ´É´ÒÌ ¶·μ¨§¢μ¤´ÒÌ Î¨¸Éμ £¥μ³¥É·¨Î¥¸± Ö. ‚ ·¨ Í¨Ö ¸± -
²Ö·´μ° ËÊ´±Í¨¨ ¥¸ÉÓ ¶·μ¸Éμ ¨§³¥´¥´¨¥ §´ Î¥´¨Ö ËÊ´±Í¨¨ ¶·¨ ¶¥·¥Ìμ¤¥ μÉ
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ÉμÎ±¨ ± ÉμÎ±¥. „²Ö ¢¥±Éμ·´ÒÌ ¨²¨ É¥´§μ·´ÒÌ ËÊ´±Í¨° ± ÔÉμ³Ê ¤μ¡ ¢²Ö¥É¸Ö
¥Ð¥ ¨§³¥´¥´¨¥ ¶·μ¥±Í¨° ±μ³¶μ´¥´É ËÊ´±Í¨¨ ´  ±·¨¢μ²¨´¥°´Ò¥ ±μμ·¤¨´ É-
´Ò¥ μ¸¨. �Î¥¢¨¤´μ, ÎÉμ ¤²Ö ¸± ²Ö·´μ£μ ¶μ²Ö ±μ¢ ·¨ ´É´ Ö ¶·μ¨§¢μ¤´ Ö · ¢´ 
μ¡ÒÎ´μ°. „²Ö ¢¥±Éμ·´μ£μ ¶μ²Ö ±μ¢ ·¨ ´É´ Ö ¶·μ¨§¢μ¤´ Ö ¢Ò· ¦ ¥É¸Ö Î¥·¥§
¸¨³¢μ²Ò Š·¨¸ÉμËË¥²Ö Γα

μν ± ±

DμVν = ∂μVν − Γα
μνVα, (B.3)

£¤¥

Γα
μν =

1
2

gαβ (gμβ,ν + gνβ,μ − gμν,β). (B.4)

’¥´§μ· ±·¨¢¨§´Ò Rμν , ´ §Ò¢ ¥³Ò° É ±¦¥ É¥´§μ·μ³ �¨ÎÎ¨, § ¶¨¸Ò¢ ¥É¸Ö
¢ ¢¨¤¥

Rμν = ∂αΓα
μν − ∂μΓα

να + Γα
μνΓβ

βα − Γα
μβΓβ

να, (B.5)

  ¸± ²Ö· ±·¨¢¨§´Ò R ¶μ²ÊÎ ¥É¸Ö ¨§ ¢Ò· ¦¥´¨Ö (B.5) ¢ ·¥§Ê²ÓÉ É¥ ¸¢¥·É±¨ ¶μ
¨´¤¥±¸ ³ μ ¨ ν:

R = gμνRμν , (B.6)

£¤¥ gμν ¥¸ÉÓ μ¡· É´Ò° ³¥É·¨Î¥¸±¨° É¥´§μ·, gμαgνα = δμ
ν , £¤¥ δμ

ν ¥¸ÉÓ ¸¨³¢μ²
Š·μ´¥±¥· .

Š ± ¢¨¤´μ ¨§ Ê· ¢´¥´¨° (B.5) ¨ (B.6), É¥´§μ· �¨ÎÎ¨ ¨ ¸± ²Ö· ±·¨¢¨§´Ò
Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ËÊ´±Í¨Ö³¨ ³¥É·¨±¨, gμν ,   É ±¦¥ ¥¥ ¶¥·¢μ° ¨ ¢Éμ·μ° ¶·μ¨§¢μ¤´ÒÌ.
�μÔÉμ³Ê ¥¸É¥¸É¢¥´´μ μ¦¨¤ ÉÓ, ÎÉμ Ê· ¢´¥´¨Ö ¤¢¨¦¥´¨Ö, ¶μ²ÊÎ¥´´Ò¥ ¨§ ¶·¨´-
Í¨¶  ´ ¨³¥´ÓÏ¥£μ ¤¥°¸É¢¨Ö, ¡Ê¤ÊÉ ¨³¥ÉÓ É·¥É¨° ¶μ·Ö¤μ±, ÎÉμ ³μ¦¥É ¶·¨¢¥¸É¨
± ¶ Éμ²μ£¨Î¥¸±μ° É¥μ·¨¨. Š ¸Î ¸ÉÓÕ, ÔÉμ ´¥ É ±, ¶μ¸±μ²Ó±Ê ¤¥°¸É¢¨¥ ²¨´¥°´μ
¶μ R, ¨ Î²¥´Ò ¸ ¢Ò¸Ï¨³¨ ¶·μ¨§¢μ¤´Ò³¨, ¶·μ¨´É¥£·¨·μ¢ ´´Ò¥ ¶μ Î ¸ÉÖ³, ´¥
¡Ê¤ÊÉ ¢²¨ÖÉÓ ´  Ê· ¢´¥´¨Ö ¤¢¨¦¥´¨Ö.

‚ÒÎ¨¸²ÖÖ ËÊ´±Í¨μ´ ²Ó´ÊÕ ¶·μ¨§¢μ¤´ÊÕ ¤¥°¸É¢¨Ö (B.1) ¨ ¨¸¶μ²Ó§ÊÖ
¶·¨´Í¨¶ ´ ¨³¥´ÓÏ¥£μ ¤¥°¸É¢¨Ö, ³Ò ¶·¨Ìμ¤¨³ ± Ê· ¢´¥´¨Ö³ �°´ÏÉ¥°´ :

Gμν ≡ Rμν − 1
2

gμνR =
8π

M2
Pl

Tμν . (B.7)

‡¤¥¸Ó Tμν Å É¥´§μ· Ô´¥·£¨¨-¨³¶Ê²Ó¸  ³ É¥·¨¨,   É¥´§μ· Gμν ´μ¸¨É ´ §¢ ´¨¥
É¥´§μ·  �°´ÏÉ¥°´ . ’¥´§μ· �°´ÏÉ¥°´  ±μ¢ ·¨ ´É´μ ¸μÌ· ´Ö¥É¸Ö:

DμGμ
ν ≡ 0. (B.8)

�ÉμÉ § ±μ´ ¸μÌ· ´¥´¨Ö Ö¢²Ö¥É¸Ö Éμ¦¤¥¸É¢μ³ (´ §Ò¢ ¥³Ò³ Éμ¦¤¥¸É¢μ³ 	ÓÖ´±¨)
¨  ¢Éμ³ É¨Î¥¸±¨ ¢Ò¶μ²´Ö¥É¸Ö ¢ ³¥É·¨Î¥¸±μ° É¥μ·¨¨. ‡ ±μ´ ¸μÌ· ´¥´¨Ö (B.8)
É·¥¡Ê¥É ±μ¢ ·¨ ´É´μ£μ ¸μÌ· ´¥´¨Ö É¥´§μ·  Ô´¥·£¨¨-¨³¶Ê²Ó¸  ³ É¥·¨¨:

DμT μ
ν = 0, (B.9)
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¨´ Î¥ É¥μ·¨Ö ´¥ ¡Ê¤¥É ¸ ³μ¸μ£² ¸μ¢ ´´μ°. …¸²¨ ¤¥°¸É¢¨¥ ³ É¥·¨¨ ¨´¢ ·¨-
 ´É´μ ¶μ μÉ´μÏ¥´¨Õ ± ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨Ö³ ±μμ·¤¨´ É, Éμ ¸μÌ· ´¥´¨¥ Tμν μ¡¥¸-
¶¥Î¨¢ ¥É¸Ö É¥μ·¥³μ° �ßÉ¥·.

‚ ³μ¤¨Ë¨Í¨·μ¢ ´´μ° £· ¢¨É Í¨¨ ²¨´¥°´μ¥ ¶μ R ¤¥°¸É¢¨¥ �’� § ³¥´Ö-
¥É¸Ö ´  ¡μ²¥¥ ¸²μ¦´μ¥: R → R + F (R). ‚ § ¢¨¸¨³μ¸É¨ μÉ Ëμ·³Ò ËÊ´±Í¨¨
F (R) ³μ¤¨Ë¨± Í¨Ö ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´μ° ¶·¨ ¡μ²ÓÏ¨Ì ¨²¨ ³ ²ÒÌ §´ -
Î¥´¨ÖÌ ±·¨¢¨§´Ò. ‚ ¶¥·¢μ³ ¸²ÊÎ ¥ ÔÉμ ¨§³¥´¨²μ ¡Ò ±μ¸³μ²μ£¨Õ · ´´¥°
‚¸¥²¥´´μ°, ¢ Éμ ¢·¥³Ö ± ± ¢μ ¢Éμ·μ³ ¸²ÊÎ ¥ ËÊ´±Í¨Ö F (R) ¢¢μ¤¨É¸Ö ¤²Ö
¸μ§¤ ´¨Ö ´ ¡²Õ¤ ¥³μ£μ Ê¸±μ·¥´´μ£μ ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±μ£μ · ¸Ï¨·¥´¨Ö ¢ ¸μ¢·¥-
³¥´´ÊÕ Ô¶μÌÊ. ‚³¥¸Éμ Ê· ¢´¥´¨° �°´ÏÉ¥°´  ¢ ³μ¤¨Ë¨Í¨·μ¢ ´´ÒÌ É¥μ·¨ÖÌ
£· ¢¨É Í¨¨ ¢μ§´¨± ÕÉ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´Ò¥ Ê· ¢´¥´¨Ö ¡μ²¥¥ ¢Ò¸μ±¨Ì ¶μ·Ö¤-
±μ¢. ’ ±¨¥ £· ¢¨É Í¨μ´´Ò¥ Ê· ¢´¥´¨Ö ³μ£ÊÉ ¶·¨¢μ¤¨ÉÓ ± · §²¨Î´Ò³ ¨´É¥·¥¸-
´Ò³ Ö¢²¥´¨Ö³, ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨Õ ±μÉμ·ÒÌ ¨ ¶μ¸¢ÖÐ¥´ ¤ ´´Ò° μ¡§μ·.

B.4. �¸´μ¢´Ò¥ Ê· ¢´¥´¨Ö ±μ¸³μ²μ£¨¨ ¨ ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±¨¥ ¶ · ³¥É·Ò.
Šμ¸³μ²μ£¨Î¥¸± Ö Ô¢μ²ÕÍ¨Ö ¶μ²´μ¸ÉÓÕ μ¶·¥¤¥²Ö¥É¸Ö ³ ¸ÏÉ ¡´Ò³ Ë ±Éμ·μ³
a(t), ¢ É¥·³¨´ Ì ±μÉμ·μ£μ ±¢ ¤· É Î¥ÉÒ·¥Ì³¥·´μ£μ ¨´É¥·¢ ²  ¢ μ¤´μ·μ¤´μ³
¨ ¨§μÉ·μ¶´μ³ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥ § ¶¨¸Ò¢ ¥É¸Ö ¢ ¢¨¤¥

ds2
FLRW = dt2 − a2(t)

(
dr2

1 − kr2
+ r2(dθ2 + sin2θ dφ2)

)
, (B.10)

£¤¥ · ¤¨ ²Ó´ Ö ±μμ·¤¨´ É  ´μ·³¨·Ê¥É¸Ö É ±, ÎÉμ ¶μ¸ÉμÖ´´ Ö k ¶·¨´¨³ ¥É §´ -
Î¥´¨Ö ±1 ¨²¨ 0. k = 0 ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É ¶²μ¸±μ° ‚¸¥²¥´´μ°, k = +1 μÉ¢¥Î ¥É
§ ³±´ÊÉμ° ‚¸¥²¥´´μ°, ¨, ´ ±μ´¥Í, μÉ±·ÒÉ Ö ‚¸¥²¥´´ Ö μ¶¨¸Ò¢ ¥É¸Ö μÉ·¨Í -
É¥²Ó´Ò³ k = −1. Œ¥É·¨± , ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ Ö ¨´É¥·¢ ²Ê (B.10), ´ §Ò¢ ¥É¸Ö
³¥É·¨±μ° ”·¨¤³ ´ Ä‹¥³¥É· Ä�μ¡¥·É¸μ´ Ä“μ±¥·  (FLRW) [75Ä80].

’¥³¶ · ¸Ï¨·¥´¨Ö ‚¸¥²¥´´μ° Ì · ±É¥·¨§Ê¥É¸Ö ¶ · ³¥É·μ³ • ¡¡²  H(t):

H(t) =
ȧ

a
. (B.11)

Šμ¸³μ²μ£¨Ö μ¤´μ·μ¤´μ° ¨ ¨§μÉ·μ¶´μ° ‚¸¥²¥´´μ° ¶μ²´μ¸ÉÓÕ μ¶·¥¤¥²Ö-
¥É¸Ö Ê· ¢´¥´¨Ö³¨ ”·¨¤³ ´  [75] ¨ Ê· ¢´¥´¨¥³ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö ¢¥Ð¥¸É¢ . �¥·¢μ¥
Ê· ¢´¥´¨¥ ”·¨¤³ ´  ¨³¥¥É ¢¨¤

H2 =
8πρGN

3
− k

a2
, (B.12)

£¤¥ ρ = ρ(t) Å ¶²μÉ´μ¸ÉÓ Ô´¥·£¨¨ ³ É¥·¨¨,   GN Å £· ¢¨É Í¨μ´´ Ö ¶μ-
¸ÉμÖ´´ Ö.

Šμ¸³μ²μ£¨Î¥¸±μ¥ Ê¸±μ·¥´¨¥ μ¶·¥¤¥²Ö¥É¸Ö ¢Éμ·Ò³ Ê· ¢´¥´¨¥³ ”·¨¤³ ´ :

ä

a
= −4πGN

3
(ρ + 3P ), (B.13)

£¤¥ P Å ¤ ¢²¥´¨¥ ¢¥Ð¥¸É¢ .
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ˆ§ Ê· ¢´¥´¨° (B.12) ¨ (B.13) ¸²¥¤Ê¥É § ±μ´ Ô¢μ²ÕÍ¨¨ ¶²μÉ´μ¸É¨ Ô´¥·£¨¨:

ρ̇ + 3H(ρ + P ) = 0. (B.14)

—Éμ¡Ò ¶μ²ÊÎ¨ÉÓ § ³±´ÊÉÊÕ ¸¨¸É¥³Ê Ê· ¢´¥´¨° ¤²Ö É·¥Ì ´¥¨§¢¥¸É´ÒÌ
ËÊ´±Í¨° a(t), ρ(t) ¨ P (t), Ê· ¢´¥´¨Ö ”·¨¤³ ´  ´Ê¦´μ ¤μ¶μ²´¨ÉÓ Ê· ¢´¥-
´¨¥³ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö ¢¥Ð¥¸É¢  P = P (ρ). ‚μ ³´μ£¨Ì ¶· ±É¨Î¥¸±¨ ¨´É¥·¥¸´ÒÌ
¸²ÊÎ ÖÌ ¶·¥¤¶μ² £ ¥É¸Ö ²¨´¥°´ Ö § ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ

P = wρ. (B.15)

� · ³¥É· w ¶·¨´¨³ ¥É · §²¨Î´Ò¥ §´ Î¥´¨Ö ¤²Ö · §´ÒÌ Ëμ·³ ³ É¥·¨¨. „²Ö
·¥²ÖÉ¨¢¨¸É¸±μ£μ ¢¥Ð¥¸É¢  w = 1/3, ¤²Ö ´¥·¥²ÖÉ¢¨¸É¸±μ£μ w = 0, ¤²Ö ¢ ±ÊÊ³-
μ¶μ¤μ¡´μ£μ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö ³ É¥·¨¨ w = −1. �¤´ ±μ ¤²Ö ¤·Ê£¨Ì Ëμ·³ ¢¥Ð¥¸É¢  w
³μ¦¥É ´¥ Ö¢²ÖÉÓ¸Ö ¶μ¸ÉμÖ´´μ° ¨, ¡μ²¥¥ Éμ£μ, § ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ ³¥¦¤Ê ¶²μÉ´μ¸ÉÓÕ
Ô´¥·£¨¨ ¨ ¤ ¢²¥´¨¥³ ³μ¦¥É ¸É ÉÓ ´¥²¨´¥°´μ°.

�μ² £ Ö, ÎÉμ Ê· ¢´¥´¨¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö ¨³¥¥É ¢¨¤ (B.15), § ±μ´ Ô¢μ²ÕÍ¨¨ ¶²μÉ-
´μ¸É¨ Ô´¥·£¨¨ (B.14) § ¶¨Ï¥³ ± ±

ρ̇

ρ
= −3(1 + w)

ȧ

a
, (B.16)

¨, ¸²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ,

ρ ∼ a−3(1+w). (B.17)

�²μÉ´μ¸ÉÓ Ô´¥·£¨¨, É ±¨³ μ¡· §μ³, ¶ ¤ ¥É ± ± 1/a3 ¤²Ö ´¥·¥²ÖÉ¨¢¨¸É¸±μ£μ
¢¥Ð¥¸É¢ , ± ± 1/a4 ¤²Ö ·¥²ÖÉ¨¢¨¸É¸±μ£μ ¨ μ¸É ¥É¸Ö ¶μ¸ÉμÖ´´μ° ¢ ¸²ÊÎ ¥ ¢ ±Ê-
Ê³´μ° Ô´¥·£¨¨. …¸²¨ ¶·¥´¥¡·¥ÎÓ Ë ±Éμ·μ³ k/a2 ¢ ¶¥·¢μ³ Ê· ¢´¥´¨¨ ”·¨¤-
³ ´ , Éμ ¶μ²ÊÎ¨³ (¶·¨ w �= −1):

a(t) ∼ tα, £¤¥ α =
2

3 (1 + w)
. (B.18)

�É¸Õ¤  ¸²¥¤ÊÕÉ § ±μ´Ò · ¸Ï¨·¥´¨Ö ‚¸¥²¥´´μ° ¤²Ö · §´ÒÌ Ëμ·³ ³ É¥·¨¨.
�  ´¥·¥²ÖÉ¨¢¨¸É¸±μ° ¸É ¤¨¨, ¨²¨ ´  ¸É ¤¨¨ ¤μ³¨´ ´É´μ¸É¨ ¢¥Ð¥¸É¢ :

anonrel(t) ∼ t2/3, (B.19)

´  ·¥²ÖÉ¨¢¨¸É¸±μ°, ¨²¨ ´  · ¤¨ Í¨μ´´μ-¤μ³¨´¨·μ¢ ´´μ° ¸É ¤¨¨:

arel(t) ∼ t1/2. (B.20)

’·¥É¨° É¨¶ ·¥¦¨³  · ¸Ï¨·¥´¨Ö, ±μÉμ·Ò°, ± ± ¶·¨´ÖÉμ ¸Î¨É ÉÓ, ¡Ò² ·¥ -
²¨§μ¢ ´ ¢ · ´´¥° ‚¸¥²¥´´μ°,   É ±¦¥ ´ ¡²Õ¤ ¥É¸Ö ¸¥°Î ¸, ´ §Ò¢ ¥É¸Ö ¢ -
±ÊÊ³μ¶μ¤μ¡´Ò³ ·¥¦¨³μ³, ¶·¨ ±μÉμ·μ³ P ≈ −ρ. ‚ ÔÉμ³ ¸²ÊÎ ¥ ¶²μÉ´μ¸ÉÓ
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Ô´¥·£¨¨ μ¸É ¥É¸Ö ¶μ¸ÉμÖ´´μ° ¨²¨ ³¥¤²¥´´μ ¨§³¥´Ö¥É¸Ö ¸μ ¢·¥³¥´¥³, ÎÉμ ¸μ-
μÉ¢¥É¸É¢Ê¥É ¶μÎÉ¨ ¶μ¸ÉμÖ´´μ³Ê ¶ · ³¥É·Ê • ¡¡² , ¨ Ô¢μ²ÕÍ¨Ö ³ ¸ÏÉ ¡´μ£μ
Ë ±Éμ·  ¶·μ¨¸Ìμ¤¨É Ô±¸¶μ´¥´Í¨ ²Ó´μ:

avac ∼ exp(Hvact). (B.21)

�¡ÒÎ´μ ¶·¨ μ¶¨¸ ´¨¨ ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±μ° ¨¸Éμ·¨¨ ¨¸¶μ²Ó§ÊÕÉ ´¥ ¢·¥³Ö,
  ±· ¸´μ¥ ¸³¥Ð¥´¨¥,   ¨³¥´´μ, μÉ´μÏ¥´¨¥ ¸μ¢·¥³¥´´μ£μ §´ Î¥´¨Ö ³ ¸ÏÉ ¡-
´μ£μ Ë ±Éμ·  ± ³ ¸ÏÉ ¡´μ³Ê Ë ±Éμ·Ê, ¢§ÖÉμ³Ê ¢ ¶·μ¨§¢μ²Ó´Ò° ³μ³¥´É ¢·¥-
³¥´¨, μ¡ÒÎ´μ ¢ ¶·μÏ²μ³:

z =
a(t0)
a(t)

− 1. (B.22)

�·¨ ÔÉμ³ z = 0 μÉ¢¥Î ¥É ´ ¸ÉμÖÐ¥³Ê ¢·¥³¥´¨,   ¡μ²¥¥ · ´´¨¥ ³μ³¥´ÉÒ
¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÉ ¢¸¥ ¡μ²ÓÏ¨³ §´ Î¥´¨Ö³ z.

�²μÉ´μ¸É¨ Ô´¥·£¨¨ ´¥·¥²ÖÉ¨¢¨¸É¸±μ£μ ¨ ·¥²ÖÉ¨¢¨¸É¸±μ£μ ¢¥Ð¥¸É¢ , ¢Ò-
· ¦¥´´Ò¥ Î¥·¥§ ±· ¸´μ¥ ¸³¥Ð¥´¨¥, ¡Ê¤ÊÉ, ¸μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ, ¶·μ¶μ·Í¨μ´ ²Ó´Ò

ρnonrel ∼ (z + 1)3, ρrel ∼ (z + 1)4. (B.23)

�²μÉ´μ¸ÉÓ ¢ ±ÊÊ³μ¶μ¤μ¡´μ° (É¥³´μ°) Ô´¥·£¨¨ μ¸É ¥É¸Ö ¶·¨¡²¨§¨É¥²Ó´μ ¶μ-
¸ÉμÖ´´μ°:

ρDE ≈ const. (B.24)

‚ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥´´μ-¶²μ¸±μ° ‚¸¥²¥´´μ°, É. ¥. ¶·¨ k = 0 ¢ Ê· ¢´¥´¨¨
(B.12), ¶²μÉ´μ¸ÉÓ Ô´¥·£¨¨ · ¢´  É ± ´ §Ò¢ ¥³μ° ±·¨É¨Î¥¸±μ° ¶²μÉ´μ¸É¨:

ρc =
3H2M2

Pl

8π
. (B.25)

�²μÉ´μ¸É¨ Ô´¥·£¨¨ · §²¨Î´ÒÌ Ëμ·³ ³ É¥·¨¨ ρj μ¡ÒÎ´μ μ¶¨¸Ò¢ ÕÉ¸Ö
¡¥§· §³¥·´Ò³ ¶ · ³¥É·μ³

Ωj = ρj/ρc. (B.26)

„²Ö ¶²μ¸±μ° ‚¸¥²¥´´μ° Ωtot =
∑
j

Ωj = 1.

‘μ¢·¥³¥´´μ¥ §´ Î¥´¨¥ ¶ · ³¥É·  • ¡¡²  ´ §Ò¢ ¥É¸Ö ¶μ¸ÉμÖ´´μ° • ¡¡² 
¨ μ¡ÒÎ´μ μ¡μ§´ Î ¥É¸Ö H0. „²Ö ¶μ¸ÉμÖ´´μ° • ¡¡²  ¶·¨´ÖÉμ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ
¢Ò· ¦¥´¨¥

H0 = 100h0 ±³/(c · M¶±), (B.27)

£¤¥ h0 Å ¡¥§· §³¥·´Ò° ¶ · ³¥É·. ‘μ£² ¸´μ ¸μ¢·¥³¥´´Ò³ ¤ ´´Ò³ h0 ≈ 0,7
(¸³., ´ ¶·¨³¥·, [13, 81Ä83]). �¤´ ±μ ¸ÊÐ¥¸É¢Ê¥É ´¥¡μ²ÓÏμ¥, ´μ ¸É É¨¸É¨-
Î¥¸±¨ §´ Î¨³μ¥ · §²¨Î¨¥ ³¥¦¤Ê ·¥§Ê²ÓÉ É ³¨ ¨§³¥·¥´¨Ö ¶ · ³¥É·  • ¡¡² 
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· §²¨Î´Ò³¨ ¸¶μ¸μ¡ ³¨. �´ ²¨§ Ë²Ê±ÉÊ Í¨° ³¨±·μ¢μ²´μ¢μ£μ Ëμ´ , ¶·μ¢¥-
¤¥´´Ò° ´   ¶¶ · É Ì WMAP [12] ¨ Planck [13], ¤ ¥É h0 = 0,674 ± 0,005.
‘ ¤·Ê£μ° ¸Éμ·μ´Ò, μ¶·¥¤¥²¥´¨¥ h0 É· ¤¨Í¨μ´´Ò³¨  ¸É·μ´μ³¨Î¥¸±¨³¨ ¸¶μ¸μ-
¡ ³¨ [82,84,85] ¶·¨¢μ¤¨É ± h0 = 0,73−0,74. ‚μ§³μ¦´Ò³ μ¡ÑÖ¸´¥´¨¥³ ÔÉμ£μ
· §´μ£² ¸¨Ö ¡Ò²μ ¡Ò ¸ÊÐ¥¸É¢μ¢ ´¨¥ ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢ÒÌ, ´μ ¤μ²£μ¦¨¢ÊÐ¨Ì Î ¸É¨Í
É¥³´μ° ³ É¥·¨¨ [86].

‘μ¢·¥³¥´´μ¥ §´ Î¥´¨¥ ±·¨É¨Î¥¸±μ° ¶²μÉ´μ¸É¨ Ô´¥·£¨¨ · ¢´μ

ρ0
c =

3H2
0M2

Pl

8π
= 1,878 · 10−29h2

0 £/¸³3 = 1,054 · 10−5h2
0 ƒÔ‚/¸³3. (B.28)

�É´μ¸¨É¥²Ó´ Ö ¶²μÉ´μ¸ÉÓ Ô´¥·£¨¨ μ¡ÒÎ´μ£μ ¡ ·¨μ´´μ£μ ¢¥Ð¥¸É¢  ΩB ≈
0,05. �²μÉ´μ¸ÉÓ Ô´¥·£¨¨ ´¥¢¨¤¨³μ° ³ É¥·¨¨ (É¥³´μ° ³ É¥·¨¨), ¶·μÖ¢²ÖÕ-
Ð¥°¸Ö ²¨ÏÓ ¸¢μ¨³ £· ¢¨É Í¨μ´´Ò³ ¶·¨ÉÖ¦¥´¨¥³, ¸μ¸É ¢²Ö¥É ΩDM ≈ 0,25.
’¥³´ Ö ³ É¥·¨Ö ¸μ¸Éμ¨É, ¶μ-¢¨¤¨³μ³Ê, ¨§ ¸² ¡μ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢ÊÕÐ¨Ì ³ ¸-
¸¨¢´ÒÌ Ô²¥³¥´É ·´ÒÌ Î ¸É¨Í, ²¨¡μ ¨§ Î¥·´ÒÌ ¤Ò· ¨²¨ ¸² ¡μ ¸¢¥ÉÖÐ¨Ì¸Ö
§¢¥§¤. �¸É ¢Ï¨°¸Ö ¢±² ¤ ¶·¨¶¨¸Ò¢ ÕÉ  ´É¨£· ¢¨É¨·ÊÕÐ¥° É¥³´μ° Ô´¥·£¨¨,
ΩDE ≈ 0,7, ¢Ò£²Ö¤ÖÐ¥° ± ± · ¢´μ³¥·´μ · ¸¶·¥¤¥²¥´´ Ö ¸Ê¡¸É ´Í¨Ö ¸ ´¥-
μ¡ÒÎ´Ò³ Ê· ¢´¥´¨¥³ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö P = wρ, £¤¥ w ≈ −1. �É  ±μ³¶μ´¥´É 
³μ¦¥É ¡ÒÉÓ μÉ¢¥É¸É¢¥´´  §  ¸μ¢·¥³¥´´μ¥ Ê¸±μ·¥´´μ¥ · ¸Ï¨·¥´¨¥ ‚¸¥²¥´´μ°,
μ¤´ ±μ ± Ô±¢¨¢ ²¥´É´Ò³ ÔËË¥±É ³ ¶·¨¢μ¤¨É ¨ ³μ¤¨Ë¨± Í¨Ö £· ¢¨É Í¨¨.

B.5. Œ¥Ì ´¨§³Ò ¢μ§´¨±´μ¢¥´¨Ö ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±μ£μ Ê¸±μ·¥´¨Ö.
B.5.1. ’¥³´ Ö Ô´¥·£¨Ö. �¤´¨³ ¨§ ´ ¨¡μ²¥¥ ¶μ¶Ê²Ö·´ÒÌ ³¥Ì ´¨§³μ¢,

μ¡ÑÖ¸´ÖÕÐ¨Ì ¢μ§´¨±´μ¢¥´¨¥ ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±μ£μ Ê¸±μ·¥´¨Ö, Ö¢²Ö¥É¸Ö £¨¶μÉ¥§ 
μ ¸ÊÐ¥¸É¢μ¢ ´¨¨  ´É¨£· ¢¨É¨·ÊÕÐ¥° ¸Ê¡¸É ´Í¨¨, ´ §Ò¢ ¥³μ° É¥³´μ° Ô´¥·-
£¨¥° ¨ ¨³¥ÕÐ¥° μÉ·¨Í É¥²Ó´μ¥ ¤ ¢²¥´¨¥.

�É³¥É¨³, ÎÉμ  ´É¨£· ¢¨É¨·ÊÕÐ¥¥ · ¸Ï¨·¥´¨¥ ´¥ ¶·μÉ¨¢μ·¥Î¨É μ¡Ð¥°
É¥μ·¨¨ μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ¸É¨. ˆ§ ¢Éμ·μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö ”·¨¤³ ´  (B.13)

ä

a
= −4πGN

3
(ρ + 3P )

¸²¥¤Ê¥É, ÎÉμ £· ¢¨É¨·Ê¥É ´¥ Éμ²Ó±μ ¶²μÉ´μ¸ÉÓ Ô´¥·£¨¨, ´μ ¨ ¤ ¢²¥´¨¥. ‚ ¸²Ê-
Î ¥ μÉ·¨Í É¥²Ó´μ£μ ¤ ¢²¥´¨Ö ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±μ¥ Ê¸±μ·¥´¨¥ ¸É ´¥É ¶μ²μ¦¨É¥²Ó-
´Ò³, ¥¸²¨ P < −ρ/3. �Î¥¢¨¤´μ, ÎÉμ ¶·¨ μÉ·¨Í É¥²Ó´μ° ¶²μÉ´μ¸É¨ Ô´¥·£¨¨
 ´É¨£· ¢¨É Í¨Ö, ¢Ò§Ò¢ ÕÐ Ö Ê¸±μ·¥´´μ¥ · ¸Ï¨·¥´¨¥, É ±¦¥ ¢μ§´¨±´¥É, ´μ
É¥μ·¨¨ ¸ ρ < 0 Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ¶ Éμ²μ£¨Î¥¸±¨³¨ ¨ μ¡ÒÎ´μ ´¥ · ¸¸³ É·¨¢ ÕÉ¸Ö.

‘²¥¤Ê¥É ¶μ¤Î¥·±´ÊÉÓ, ÎÉμ  ´É¨£· ¢¨É Í¨Ö ¢ �’� ¢μ§³μ¦´  Éμ²Ó±μ ¤²Ö
¡¥¸±μ´¥Î´μ ¡μ²ÓÏ¨Ì μ¡Ñ¥±Éμ¢. ‹Õ¡μ° μ¡Ñ¥±É ±μ´¥Î´μ£μ · §³¥·  ¸ ¶μ²μ¦¨-
É¥²Ó´μ° ¶²μÉ´μ¸ÉÓÕ Ô´¥·£¨¨ ³μ¦¥É ¸μ§¤ ¢ ÉÓ Éμ²Ó±μ £· ¢¨É Í¨μ´´μ¥ ¶·¨-
ÉÖ¦¥´¨¥, ÎÉμ, ¶μ ¸ÊÐ¥¸É¢Ê, Ö¢²Ö¥É¸Ö Ìμ·μÏμ ¨§¢¥¸É´μ° ¢ �’� É¥μ·¥³μ°
„¦¥¡¸¥´ Ä	¨·±£μË  [87Ä89]. �¤´ ±μ, ± ± ¡Ê¤¥É ¶μ± § ´μ ¢ · §¤. 3, ¢ ¨´-
Ë· ±· ¸´μ ³μ¤¨Ë¨Í¨·μ¢ ´´μ° £· ¢¨É Í¨¨ ÔÉ  É¥μ·¥³  ´¥¸¶· ¢¥¤²¨¢ , ¨ ±μ-
´¥Î´Ò¥ μ¡Ñ¥±ÉÒ ³μ£ÊÉ ¢Ò§Ò¢ ÉÓ £· ¢¨É Í¨μ´´μ¥ μÉÉ ²±¨¢ ´¨¥.
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Š ± ¡Ò²μ μÉ³¥Î¥´μ ¢ÒÏ¥, μ¤´μ° ¨§ Ëμ·³ É¥³´μ° Ô´¥·£¨¨ ³μ¦¥É Ö¢²ÖÉÓ¸Ö
¢ ±ÊÊ³´ Ö Ô´¥·£¨Ö (¨²¨, ÎÉμ Éμ ¦¥ ¸ ³μ¥, ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸± Ö ¶μ¸ÉμÖ´´ Ö ¨²¨
Λ-Î²¥´) ¸ P = −ρ. ƒ¨¶μÉ¥§  μ ¢ ±ÊÊ³´μ° Ô´¥·£¨¨ ´¥ ¨¸±²ÕÎ¥´ , ´μ ¢Ò£²Ö¤¨É
±· °´¥ ´¥¥¸É¥¸É¢¥´´μ°. „¥²μ ¢ Éμ³, ÎÉμ · §Ê³´Ò¥ μÍ¥´±¨ ¢ ±ÊÊ³´μ° Ô´¥·£¨¨
¶·¨¢μ¤ÖÉ ± ¥¥ ¢¥²¨Î¨´¥ ´  50Ä100 ¶μ·Ö¤±μ¢ ¢ÒÏ¥ ´ ¡²Õ¤ ¥³μ£μ §´ Î¥´¨Ö
ρvac ∼ 10−47 ƒÔ‚4. ‚ ±ÊÊ³´Ò¥ Ô´¥·£¨¨ ±¢ ´Éμ¢ÒÌ ¶μ²¥° ¨³¥ÕÉ ¡¥¸±μ´¥Î´μ
¡μ²ÓÏÊÕ ¢¥²¨Î¨´Ê, ¶·¨Î¥³ · §´μ£μ §´ ±  ¤²Ö ¡μ§μ´μ¢ ¨ Ë¥·³¨μ´μ¢. �Éμ μ¡-
¸ÉμÖÉ¥²Ó¸É¢μ, ¢¶¥·¢Ò¥ μÉ³¥Î¥´´μ¥ � Ê²¨ [90] (¸³. É ±¦¥ [91]) ¨ ´¥§ ¢¨¸¨³μ
‡¥²Ó¤μ¢¨Î¥³ [92], ¶μ§¢μ²Ö¥É ±μ³¶¥´¸¨·μ¢ ÉÓ ¡¥¸±μ´¥Î´Ò° ¢±² ¤ ¢ ±ÊÊ³´ÒÌ
Ë²Ê±ÉÊ Í¨° ¢ É¥μ·¨¨ ¸ · ¢´Ò³ Î¨¸²μ³ ¡μ§μ´´ÒÌ ¨ Ë¥·³¨μ´´ÒÌ ¶μ²¥° ¸ μ¤¨-
´ ±μ¢Ò³¨ ³ ¸¸ ³¨. Š·μ³¥ Éμ£μ, ¶·¨ · ¸Ï¨·¥´¨¨ ¨ μÌ² ¦¤¥´¨¨ ‚¸¥²¥´´μ°
¶·μ¨¸Ìμ¤¨² ·Ö¤ Ë §μ¢ÒÌ ¶¥·¥Ìμ¤μ¢, ¶·¨ ±μÉμ·ÒÌ ¸± Î±¨ ¢ ±ÊÊ³´μ° Ô´¥·£¨¨
¸μ¸É ¢²Ö²¨ μÉ 1060 ƒÔ‚4 (É¥μ·¨¨ ‚¥²¨±μ£μ μ¡Ñ¥¤¨´¥´¨Ö) ¤μ 0,1 ƒÔ‚4 (±¢ ´-
Éμ¢ Ö Ì·μ³μ¤¨´ ³¨± ). �¡§μ· ÔÉ¨Ì ¶·μ¡²¥³ ¸μ¤¥·¦¨É¸Ö ¢ [93]. � ¨¡μ²¥¥
¢¶¥Î É²ÖÕÐ¨³ Ö¢²Ö¥É¸Ö ÉμÉ Ë ±É, ÎÉμ ¢ ±ÊÊ³´ Ö Ô´¥·£¨Ö ±μ´¤¥´¸ Éμ¢ £²Õμ´-
´ÒÌ ¨ ±¢ ·±μ¢ÒÌ ¶μ²¥° μÉ²¨Î´  μÉ ´Ê²Ö ¨ ¶μÎÉ¨ ´  50 ¶μ·Ö¤±μ¢ ¶·¥¢ÒÏ ¥É
¤μ¶Ê¸É¨³μ¥ ¢ ±μ¸³μ²μ£¨¨ §´ Î¥´¨¥ [94].

„·Ê£ Ö Ëμ·³  É¥³´μ° Ô´¥·£¨¨ ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ ¶·¥¤¸É ¢²¥´  ¸± ²Ö·´Ò³ ¶μ²¥³
φ ¸ ± ´μ´¨Î¥¸±¨³ ±¨´¥É¨Î¥¸±¨³ Î²¥´μ³ ¨ μÎ¥´Ó ³ ²¥´Ó±μ° ³ ¸¸μ° ¨²¨, ¡μ-
²¥¥ ÉμÎ´μ, ¸ μÎ¥´Ó ³¥¤²¥´´μ ³¥´ÖÕÐ¨³¸Ö ¶μÉ¥´Í¨ ²μ³ U(φ) [95Ä98]. ‚ ¶·μ-
¸É¥°Ï¥³ ¸²ÊÎ ¥ ±¢ §¨Ô±¸¶μ´¥´Í¨ ²Ó´μ¥ ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±μ¥ · ¸Ï¨·¥´¨¥ ³μ¦¥É
¢Ò§Ò¢ ÉÓ¸Ö ¢¥Ð¥¸É¢¥´´Ò³ ¸± ²Ö·´Ò³ ¶μ²¥³ ¸ ¤¥°¸É¢¨¥³

S[φ] =
∫

d4x
√
−g

[
1
2
gμν∂μφ∂μφ − U(φ)

]
. (B.29)

‚ μ¤´μ·μ¤´μ³ ¶·¥¤¥²¥, ±μ£¤  ¶μ²¥ φ ´¥ § ¢¨¸¨É μÉ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥´´ÒÌ ±μμ·-
¤¨´ É, φ = φ(t), ¥£μ Ê· ¢´¥´¨¥ ¤¢¨¦¥´¨Ö ¢ Ëμ´μ¢μ° FLRW-³¥É·¨±¥ (B.10)
¸¢μ¤¨É¸Ö ± ¢¨¤Ê

φ̈ + 3Hφ̇ + U ′(φ) = 0. (B.30)

�Éμ Ê· ¢´¥´¨¥ Ô±¢¨¢ ²¥´É´μ Ê· ¢´¥´¨Õ ¤¢¨¦¥´¨Ö ÉμÎ¥Î´μ£μ É¥²  ¢ ´ÓÕÉμ-
´μ¢¸±μ° ³¥Ì ´¨±¥ ¸ ¶μÉ¥´Í¨ ²μ³ U(φ) ¨ ¸² £ ¥³Ò³ 3Hφ̇, μ¶¨¸Ò¢ ÕÐ¨³
¦¨¤±μ¥ É·¥´¨¥. …¸²¨ ¶ · ³¥É· • ¡¡²  ¢¥²¨±, Éμ ´ÓÕÉμ´μ¢¸±¨³ ®Ê¸±μ·¥´¨-
¥³¯ φ̈ ³μ¦´μ ¶·¥´¥¡·¥ÎÓ, ¨ Ê· ¢´¥´¨¥ (B.30) ¸¢μ¤¨É¸Ö ± Ê· ¢´¥´¨Õ ¶¥·¢μ£μ
¶μ·Ö¤± 

φ̇ = −U ′(φ)
3H

. (B.31)

�Éμ É ± ´ §Ò¢ ¥³Ò° ·¥¦¨³ ³¥¤²¥´´μ£μ ¸± ÉÒ¢ ´¨Ö. …¸²¨ ¢±² ¤ ³¥¤²¥´´μ
³¥´ÖÕÐ¥£μ¸Ö ¶μ²Ö φ ¤μ³¨´¨·Ê¥É ¢ ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±μ° ¶²μÉ´μ¸É¨ Ô´¥·£¨¨, Éμ
ρφ ≈ U(φ)/2 ¨, ¢ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¨ ¸ Ê· ¢´¥´¨¥³ (B.12), ¶ · ³¥É· • ¡¡²  H2 =
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4πU/3M2
Pl. �É³¥É¨³, ÎÉμ ¤²Ö ³¥¤²¥´´μ ³¥´ÖÕÐ¥£μ¸Ö φ ¢ ±ÊÊ³μ¶μ¤μ¡´μ¥

Ê¸²μ¢¨¥ P = −ρ ¶·¨¡²¨¦¥´´μ ¢Ò¶μ²´Ö¥É¸Ö, ÎÉμ ¢¥¤¥É ± Ê¸±μ·¥´´μ³Ê ±¢ §¨-
Ô±¸¶μ´¥´Í¨ ²Ó´μ³Ê · ¸Ï¨·¥´¨Õ.

B.5.2. Œμ¤¨Ë¨Í¨·μ¢ ´´ Ö £· ¢¨É Í¨Ö. �²ÓÉ¥·´ É¨¢´Ò³ ³¥Ì ´¨§³μ³
¤²Ö ¸μ§¤ ´¨Ö ¨ μ¶¨¸ ´¨Ö Ê¸±μ·¥´´μ£μ · ¸Ï¨·¥´¨Ö ‚¸¥²¥´´μ° ¸²Ê¦¨É ³μ¤¨Ë¨-
± Í¨Ö £· ¢¨É Í¨¨ ´  ¡μ²ÓÏ¨Ì ³ ¸ÏÉ ¡ Ì. ‚ μ¡ÒÎ´μ¥ ¤¥°¸É¢¨¥ μ¡Ð¥° É¥μ·¨¨
μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ¸É¨, ²¨´¥°´μ¥ ¶μ ¸± ²Ö·Ê ±·¨¢¨§´Ò R, ¢¢μ¤¨É¸Ö ¤μ¶μ²´¨É¥²Ó-
´Ò° ´¥²¨´¥°´Ò° Î²¥´, É ± ÎÉμ ² £· ´¦¨ ´ ¶·¨´¨³ ¥É ¢¨¤ L → R + F (R).
‚ ¶·¨´Í¨¶¥ ¢μ§³μ¦´μ · ¸¸³μÉ·¥´¨¥ ¸²μ¦´ÒÌ ¸± ²Ö·μ¢, É ±¨Ì ± ± ±¢ ¤· ÉÒ
É¥´§μ·μ¢ �¨ÎÎ¨ ¨²¨ �¨³ ´ , RμνRμν , RμναβRμναβ , ¨²¨ ¤ ¦¥ ¡μ²¥¥ ¸²μ¦-
´ÒÌ ¨´¢ ·¨ ´Éμ¢ [99Ä102]. �¤´ ±μ ¢μ§´¨± ÕÐ¨¥ ¢ É ±¨Ì É¥μ·¨ÖÌ Ê· ¢´¥´¨Ö
¤¢¨¦¥´¨Ö, ¢¸²¥¤¸É¢¨¥ ´¥²¨´¥°´μ¸É¨ ² £· ´¦¨ ´ , ¨³¥ÕÉ ¶μ·Ö¤μ± ¢ÒÏ¥ ¢Éμ-
·μ£μ, ÎÉμ ³μ¦¥É ¶·¨¢μ¤¨ÉÓ ± ·¥Ï¥´¨Ö³, ¸μ¤¥·¦ Ð¨³ É Ì¨μ´Ò ¨²¨ ¤ÊÌ¨, ¨²¨
± ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢Ò³ ¨ ¸¨´£Ê²Ö·´Ò³ ·¥Ï¥´¨Ö³. ’¥μ·¨¨, ¤¥°¸É¢¨¥ ±μÉμ·ÒÌ § ¢¨¸¨É
Éμ²Ó±μ μÉ ËÊ´±Í¨¨ ¸± ²Ö·  ±·¨¢¨§´Ò, F (R), ³μ£ÊÉ ¡ÒÉÓ ¸¢μ¡μ¤´Ò μÉ ¶μ¤μ¡-
´ÒÌ ¶ Éμ²μ£¨°, ¶μ¸±μ²Ó±Ê μ´¨ Ô±¢¨¢ ²¥´É´Ò ¤μ¡ ¢²¥´¨Õ ¸± ²Ö·´μ° ¸É¥¶¥´¨
¸¢μ¡μ¤Ò ¢ μ¡ÒÎ´ÊÕ �’� ¸μ ¸± ²Ö·´Ò³ ¶μ²¥³, Ê¤μ¢²¥É¢μ·ÖÕÐ¨³ Ê· ¢´¥´¨Õ
¢Éμ·μ£μ ¶μ·Ö¤± . �μ ÔÉμ° ¶·¨Î¨´¥ ³μ¤¨Ë¨± Í¨Ö £· ¢¨É Í¨¨ ´  ¡μ²ÓÏ¨Ì ³ ¸-
ÏÉ ¡ Ì, ¢ μ¸´μ¢´μ³, μ£· ´¨Î¨¢ ¥É¸Ö F (R)-¢¥·¸¨Ö³¨, ÌμÉÖ Ê¸²μ¢¨Ö ¸É ¡¨²Ó´μ-
¸É¨ ¨/¨²¨ μÉ¸ÊÉ¸É¢¨Ö ¸¨´£Ê²Ö·´μ¸É¥° ´ ±² ¤Ò¢ ÕÉ μ¶·¥¤¥²¥´´Ò¥ μ£· ´¨Î¥´¨Ö
´  ¢¨¤ ËÊ´±Í¨¨ F (R).

� ¤¨ Í¨μ´´Ò¥ ¶μ¶· ¢±¨ ± �’� ¶·¨¢μ¤ÖÉ ± ¶μÖ¢²¥´¨Õ ¢Ò¸μ±¨Ì ¸É¥¶¥´¥°
R ¢ ÔËË¥±É¨¢´μ³ ¤¥°¸É¢¨¨, Rn,   É ±¦¥ ¨´¢ ·¨ ´É´ÒÌ ±μ³¡¨´ Í¨° É¥´§μ·μ¢
±·¨¢¨§´Ò, ´ ¶·¨³¥·, ¸É¥¶¥´¥° RμνRμν . �Éμ ¸¶· ¢¥¤²¨¢μ ¢ ¶·¥¤¥²¥ ³ ²μ°
±·¨¢¨§´Ò R � m, £¤¥ m Å ³ ¸¸  ¢¨·ÉÊ ²Ó´ÒÌ Î ¸É¨Í ¢ ¶¥É²¥¢ÒÌ ¤¨ £· ³-
³ Ì. ‚ ¶·μÉ¨¢μ¶μ²μ¦´μ³ ¶·¥¤¥²¥ ÔËË¥±É¨¢´μ¥ ¤¥°¸É¢¨¥ ³μ¦´μ · §²μ¦¨ÉÓ
¶μ μ¡· É´Ò³ ¸É¥¶¥´Ö³ R, ¤¥É ²¨ ³μ¦´μ ´ °É¨ ¢ ±´¨£¥ [103]. ‚ · ¡μÉ¥ [104]
¡Ò²  · ¸¸³μÉ·¥´  ³μ¤¥²Ó ¸μ ¸É¥¶¥´´Ò³¨ ¶μ¶· ¢± ³¨ ± ¤¥°¸É¢¨Õ �°´ÏÉ¥°´ 
¢¨¤  F (R) = c1R

2 + R3/m2
3. …¸²¨ ¶ · ³¥É· m3 ¶μ·Ö¤±  ³ ¸¸Ò ´¥°É·¨´μ,

m3 ∼ mν , É ± Ö ³μ¤¥²Ó μ¶¨¸Ò¢ ¥É É¥³´ÊÕ Ô´¥·£¨Õ ¸ ¶²μÉ´μ¸ÉÓÕ Ô´¥·£¨¨
¶μ·Ö¤±  m4

ν , ÎÉμ ¤μ¢μ²Ó´μ ¡²¨§±μ ± ´ ¡²Õ¤ ¥³μ° ¢¥²¨Î¨´¥. � ¡²Õ¤ É¥²Ó´Ò¥
μ£· ´¨Î¥´¨Ö ´  Rn-É¥μ·¨¨ ¡Ò²¨ ¶·¥¤¸É ¢²¥´Ò ¢ · ¡μÉ¥ [105].

‚¸±μ·¥ ¶μ¸²¥ μÉ±·ÒÉ¨Ö Ê¸±μ·¥´´μ£μ · ¸Ï¨·¥´¨Ö ‚¸¥²¥´´μ° F (R)-É¥μ·¨¨
¶·¨μ¡·¥²¨ § ³¥É´ÊÕ ¶μ¶Ê²Ö·´μ¸ÉÓ. ‚ É ±¨Ì ³μ¤¥²ÖÌ ¢ μ¡ÒÎ´μ¥ ¤¥°¸É¢¨¥ �°´-
ÏÉ¥°´ Äƒ¨²Ó¡¥·É  ¤μ¡ ¢²ÖÕÉ ´¥²¨´¥°´ÊÕ ËÊ´±Í¨Õ ¸± ²Ö·  ±·¨¢¨§´Ò, F (R):

S =
M2

Pl

16π

∫
d4x

√
−g[R + F (R)] + Sm, (B.32)

£¤¥ Sm Å ¤¥°¸É¢¨¥ ³ É¥·¨¨. ”Ê´±Í¨Ö F (R) ¢Ò¡¨· ¥É¸Ö É ±¨³ μ¡· §μ³, ÎÉμ
³μ¤¨Ë¨Í¨·μ¢ ´´Ò¥ £· ¢¨É Í¨μ´´Ò¥ Ê· ¢´¥´¨Ö ¤¢¨¦¥´¨Ö, § ³¥´ÖÕÐ¨¥ μ¡ÒÎ-
´Ò¥ Ê· ¢´¥´¨Ö �°´ÏÉ¥°´ , ¨³¥ÕÉ Ê¸±μ·¥´´μ¥ ¤¥¸¨ÉÉ¥·μ¢¸±μ¥ ·¥Ï¥´¨¥ ¸ ¶μ-
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¸ÉμÖ´´μ° ±·¨¢¨§´μ° R ¤ ¦¥ ¢ μÉ¸ÊÉ¸É¢¨¥ ¢¥Ð¥¸É¢ . ‚Ò¡μ· F (R) ´¥¥¤¨´¸É¢¥´,
¨ ¢ ²¨É¥· ÉÊ·¥ · ¸¸³ É·¨¢ ÕÉ¸Ö · §²¨Î´Ò¥ ¢μ§³μ¦´μ¸É¨.

“· ¢´¥´¨Ö ¤¢¨¦¥´¨Ö ¢ É¥μ·¨¨ (B.32) ¨³¥ÕÉ ¢¨¤

(1 + F ′
R)Rμν − 1

2
(R + F ) gμν + (gμνDαDα − DμDν)F ′

R =
8πT

(m)
μν

M2
Pl

, (B.33)

£¤¥ F ′
R = dF/dR, Dμ Å ±μ¢ ·¨ ´É´ Ö ¶·μ¨§¢μ¤´ Ö ¨ T

(m)
μν Å É¥´§μ· Ô´¥·£¨¨-

¨³¶Ê²Ó¸  ¢¥Ð¥¸É¢ . ‚§ÖÉ¨¥ ¸²¥¤  ¶μ ¨´¤¥±¸ ³ μ ¨ ν ¢ (B.33) ¶·¨¢μ¤¨É ±
Ê· ¢´¥´¨Õ, ¸μ¤¥·¦ Ð¥³Ê Éμ²Ó±μ ¸± ²Ö· ±·¨¢¨§´Ò R ¨ ¸²¥¤ É¥´§μ·  Ô´¥·£¨¨-
¨³¶Ê²Ó¸  ¢¥Ð¥¸É¢ :

3D2F ′
R − R + RF ′

R − 2F =
8π

M2
Pl

T μ(m)
μ , (B.34)

£¤¥ D2 = DαDα Å ±μ¢ ·¨ ´É´Ò° μ¶¥· Éμ· „'�² ³¡¥· . �¥·¥¤±μ ¡Ò¢ ¥É
¤μ¸É ÉμÎ´Ò³ · ¸¸³μÉ·¥´¨¥ ²¨ÏÓ Ê· ¢´¥´¨Ö (B.34).

“· ¢´¥´¨Ö ¢Éμ·μ£μ ¶μ·Ö¤±  ¤²Ö ³¥É·¨±¨ ¢μ§´¨± ÕÉ Éμ²Ó±μ ¢ ±² ¸¸¨Î¥-
¸±μ° É¥μ·¨¨ �°´ÏÉ¥°´ , £¤¥ ¤¥°¸É¢¨¥ ²¨´¥°´μ ¶μ R. �¥²¨´¥°´ Ö ËÊ´±Í¨Ö
F (R) ¶·¨¢μ¤¨É ± Ê· ¢´¥´¨Ö³ ¤¢¨¦¥´¨Ö ¡μ²¥¥ ¢Ò¸μ±μ£μ ¶μ·Ö¤± . ’ ±¨¥ Ê· ¢-
´¥´¨Ö ³μ£ÊÉ ¢Ò§Ò¢ ÉÓ ¶μ¸²¥¤¸É¢¨Ö, ´¥¦¥² É¥²Ó´Ò¥ ¤²Ö É¥μ·¨¨: ¶μÖ¢²¥´¨¥
¤ÊÌμ¢, É Ì¨μ´μ¢, ¸¨´£Ê²Ö·´μ¥ ¶μ¢¥¤¥´¨¥ ·¥Ï¥´¨°, ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸ÉÓ ¨ É. ¤., ¶μ-
ÔÉμ³Ê ¶·¨ Ëμ·³Ê²¨·μ¢±¥ É¥μ·¨¨ ´Ê¦´μ ÊÎ¨ÉÒ¢ ÉÓ μ¶ ¸´μ¸ÉÓ ¢μ§´¨±´μ¢¥´¨Ö
É ±¨Ì ¶·μ¡²¥³.

‚ ¶¨μ´¥·¸±¨Ì · ¡μÉ Ì C.Š ¶μ§§¨¥²²μ ¨ ¤·. [106Ä108], ˜.ŠÔ··μ²  ¨
¤·. [109, 110], £¤¥ ³μ¤¨Ë¨± Í¨¨ £· ¢¨É Í¨¨ ¡Ò²¨ ¶·¥¤²μ¦¥´Ò ¤²Ö μ¶¨¸ ´¨Ö
Ê¸±μ·¥´´μ£μ · ¸Ï¨·¥´¨Ö ‚¸¥²¥´´μ°, ËÊ´±Í¨Ö F (R) ¡Ò²  ¢Ò¡· ´  ¢ ¸¨´£Ê-
²Ö·´μ³ ¶μ R ¢¨¤¥:

F (R) = −μ4

R
. (B.35)

�μ¸ÉμÖ´´Ò° ¶ · ³¥É· μ ¸ · §³¥·´μ¸ÉÓÕ ³ ¸¸Ò ¡Ò² ¢¢¥¤¥´ ¤²Ö μ¶¨¸ ´¨Ö ´ -
¡²Õ¤ ¥³μ£μ ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±μ£μ Ê¸±μ·¥´¨Ö: μ2 ∼ Rc ∼ 1/t2U , £¤¥ Rc Å ¸·¥¤´ÖÖ
±·¨¢¨§´  ‚¸¥²¥´´μ° ¢ ´ ¸ÉμÖÐ¥¥ ¢·¥³Ö, tU = 4 ·1017 ¸ Å ¢μ§· ¸É ‚¸¥²¥´´μ°.

�¤´ ±μ, ± ± ¡Ò²μ ¶μ± § ´μ �. „. „μ²£μ¢Ò³ ¨ Œ.Š ¢ ¸ ±¨ [111], É ±μ°
¢Ò¡μ· F (R) ¶·¨¢μ¤¨É ± Ô±¸¶μ´¥´Í¨ ²Ó´μ° ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¨ ¢ ¶·¨¸ÊÉ¸É¢¨¨
¢¥Ð¥¸É¢  ¨ μ¡ÒÎ´μ¥ £· ¢¨É Í¨μ´´μ¥ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨¥ μ± §Ò¢ ¥É¸Ö ¶·¨ ÔÉμ³
¸¨²Ó´μ ¨¸± ¦¥´´Ò³. Œμ¤¨Ë¨Í¨·μ¢ ´´Ò¥ Ê· ¢´¥´¨Ö ¤¢¨¦¥´¨Ö ¸μ¤¥·¦ É ³ -
²Ò° ±μÔËË¨Í¨¥´É μ4 ¶·¨ Î²¥´¥ ¸ ¢Ò¸Ï¥° ¶·μ¨§¢μ¤´μ°, ÎÉμ ¶·¨¢μ¤¨É ± Ô±¸-
¶μ´¥´Í¨ ²Ó´μ³Ê ·μ¸ÉÊ ³ ²ÒÌ Ë²Ê±ÉÊ Í¨° ¸ Ì · ±É¥·´Ò³ ¢·¥³¥´¥³ · §¢¨É¨Ö
´¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¨

τ =
√

6μ2

T 3/2
∼ 10−26 ¸

(
ρm/[£/¸³3]

)−3/2
, (B.36)
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£¤¥ T = 8πT μ
μ /M2

Pl ∼ (103 ¸)−2
(
ρm/[£/¸³3]

)
, ρm Å ¶²μÉ´μ¸ÉÓ ³ ¸¸Ò ´¥¡¥¸-

´μ£μ É¥² .
„²Ö ·¥Ï¥´¨Ö ¶·μ¡²¥³Ò ¶μ¤μ¡´μ° ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¨ ¡Ò²¨ ¶·¥¤²μ¦¥´Ò

¤ ²Ó´¥°Ï¨¥ ³μ¤¨Ë¨± Í¨¨ £· ¢¨É Í¨¨,  ´ ²¨§ ±μÉμ·ÒÌ ³μ¦´μ ´ °É¨ ¢ μ¡§μ-
·¥ [112], £¤¥ ¶·¨¢¥¤¥´Ò Ê¸²μ¢¨Ö, ±μÉμ·Ò³ ¤μ²¦´  Ê¤μ¢²¥É¢μ·ÖÉÓ ËÊ´±Í¨Ö
F (R), ÎÉμ¡Ò ¨§¡¥¦ ÉÓ ¶ Éμ²μ£¨° ¨ μ¡¥¸¶¥Î¨ÉÓ Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸ÉÓ ±μ¸³μ²μ£¨Î¥-
¸±¨Ì ·¥Ï¥´¨° ¢ ¡Ê¤ÊÐ¥³,   É ±¦¥ ±² ¸¸¨Î¥¸±ÊÕ ¨ ±¢ ´Éμ¢ÊÕ Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸ÉÓ
(£· ¢¨É Í¨μ´´μ¥ ¶·¨ÉÖ¦¥´¨¥ ¨ μÉ¸ÊÉ¸É¢¨¥ ¤ÊÌμ¢). �¶·¥¤¥²¥´´Ò° ±² ¸¸ ³μ¤¥-
²¥°, ¶·¨¢μ¤ÖÐ¨Ì ± Ê¸±μ·¥´´μ³Ê ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±μ³Ê · ¸Ï¨·¥´¨Õ ¨ ¸¢μ¡μ¤´ÒÌ
μÉ ¶¥·¥Î¨¸²¥´´ÒÌ ¢ÒÏ¥ ¶·μ¡²¥³, · ¸¸³μÉ·¥´ ¢ · ¡μÉ Ì [113Ä115], ´¥±μÉμ-
·Ò¥ ¤·Ê£¨¥ Ëμ·³Ò ³μ¤¨Ë¨± Í¨¨ £· ¢¨É Í¨¨ ³μ¦´μ ´ °É¨ ¢ μ¡§μ·¥ [116].
� §²¨Î´Ò¥ ËÊ´±Í¨¨, ¶·¥¤¸É ¢²¥´´Ò¥ ¢ · ¡μÉ Ì [113Ä115], ¨³¥ÕÉ ¢¨¤

FHS(R) = −Rvac

2

c

(
R

Rvac

)2n

1 + c

(
R

Rvac

)2n , (B.37)

FAB(R) =
ε

2
log

⎡⎢⎢⎣cosh
(

R

ε
− b

)
cosh b

⎤⎥⎥⎦− R

2
, (B.38)

FS(R) = λR0

[(
1 +

R2

R2
0

)−n

− 1

]
. (B.39)

�É¨ ËÊ´±Í¨¨, ÌμÉÖ ¨ § ¶¨¸ ´Ò ¢ · §´ÒÌ Ëμ·³ Ì, ¨³¥ÕÉ μ¡Ð¨¥ ¸¢μ°¸É¢ 
¨ ¶·¨¢μ¤ÖÉ ± ¸Ìμ¦¨³ ¶μ¸²¥¤¸É¢¨Ö³. �¤´ ±μ, ´¥¸³μÉ·Ö ´  §´ Î¨É¥²Ó´μ¥ Ê²ÊÎ-
Ï¥´¨¥, ¢¸¥ ¥Ð¥ μ¸É ÕÉ¸Ö ¸¥·Ó¥§´Ò¥ ¶·μ¡²¥³Ò. �·¥¦¤¥ ¢¸¥£μ, ¢¸¥ ÔÉ¨ ³μ¤¥²¨
μ¡² ¤ ÕÉ É ± ´ §Ò¢ ¥³μ° ¸¨´£Ê²Ö·´μ¸ÉÓÕ ¢ ¶·μÏ²μ³: ´  ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±μ³
Ëμ´¥ ¸ ¶ ¤ ÕÐ¥° ¶²μÉ´μ¸ÉÓÕ Ô´¥·£¨¨ ¸¨¸É¥³  Ô¢μ²ÕÍ¨μ´¨·Ê¥É ¨§ ¸¨´£Ê²Ö·-
´μ£μ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö ¸ ¡¥¸±μ´¥Î´Ò³ ¸± ²Ö·μ³ ±·¨¢¨§´Ò R [117]. ˆ´Ò³¨ ¸²μ¢ ³¨,
¥¸²¨ ³Ò ¤¢¨¦¥³¸Ö ¨§ ´μ·³ ²Ó´μ£μ ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±μ£μ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö ¢¸¶ÖÉÓ ¶μ ¢·¥-
³¥´¨, ³Ò ¶μ¶ ¤ ¥³ ¢ ¸¨´£Ê²Ö·´μ¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ ¸ ¡¥¸±μ´¥Î´μ° ±·¨¢¨§´μ°, ¢ Éμ
¢·¥³Ö ± ± ¶²μÉ´μ¸ÉÓ Ô´¥·£¨¨ μ¸É ¥É¸Ö ±μ´¥Î´μ°. 	μ²¥¥ Éμ£μ, ± ± ¶μ± § ´μ
¢ · ¡μÉ Ì [118Ä122], ¥¸²¨ ¶²μÉ´μ¸ÉÓ ³ ¸¸Ò/Ô´¥·£¨¨ · ¸É¥É, ¸¨¸É¥³  ¶·¨Ìμ¤¨É
¢ ¸¨´£Ê²Ö·´μ¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ ¢ ¡Ê¤ÊÐ¥³.

�É ÔÉ¨Ì ¸¨´£Ê²Ö·´μ¸É¥° ³μ¦´μ ¨§¡ ¢¨ÉÓ¸Ö, ¥¸²¨ ¤μ¡ ¢¨ÉÓ ¢ ¤¥°¸É¢¨¥ R2-
Î²¥´. ’ ±μ° ¢±² ¤ ¥¸É¥¸É¢¥´´Ò³ μ¡· §μ³ ¢μ§´¨± ¥É ± ± ·¥§Ê²ÓÉ É ±¢ ´Éμ¢ÒÌ
¶μ¶· ¢μ± μÉ ¶¥É¥²Ó ³ É¥·¨¨ ¢ ¨¸±·¨¢²¥´´μ³ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥-¢·¥³¥´¨ [31Ä33].
R2-Î²¥´ ³μ£ É ±¦¥ ¤μ³¨´¨·μ¢ ÉÓ ¢ · ´´¥° ‚¸¥²¥´´μ°, £¤¥ ¶·¨¢μ¤¨² ¡Ò
± ¸¨²Ó´μ³Ê ·μ¦¤¥´¨Õ Î ¸É¨Í. �ÉμÉ ¶·μÍ¥¸¸ ¨§ÊÎ ²¸Ö ³´μ£μ ²¥É ´ § ¤ ¢ · ¡μ-
É Ì [33, 123Ä125]. �  ÔÉÊ ¶·μ¡²¥³Ê ¡Ò²μ ¢´μ¢Ó μ¡· Ð¥´μ ´¥¤ ¢´μ [126Ä128]
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¢´¨³ ´¨¥, ¸É¨³Ê²¨·μ¢ ´´μ¥ ¨´É¥·¥¸μ³ ± ¢μ§³μ¦´Ò³ ÔËË¥±É ³ ¤μ¶μ²´¨É¥²Ó-
´ÒÌ Ê²ÓÉ· Ë¨μ²¥Éμ¢ÒÌ Î²¥´μ¢, ∼ R2, ¢ ¨´Ë· ±· ¸´μ ³μ¤¨Ë¨Í¨·μ¢ ´´ÒÌ
F (R)-É¥μ·¨ÖÌ £· ¢¨É Í¨¨. �¥¤ ¢´¨¥ μ¡§μ·Ò ¶μ F (R)-É¥μ·¨Ö³ ¶·¥¤¸É ¢²¥´Ò
¢ · ¡μÉ Ì [129,130].

‚ μ¡§μ·¥ ¨¸¸²¥¤Ê¥É¸Ö ³μ¤¥²Ó, ¶·¥¤²μ¦¥´´ Ö �.�. ‘É ·μ¡¨´¸±¨³ [115]:

F (R) = λR0

[(
1 +

R2

R2
0

)−n

− 1

]
− R2

6m2
, (B.40)

¢ ±μÉμ·μ° ¶μ¸²¥¤´¨° Î²¥´ ¤μ¡ ¢²¥´ ¤²Ö ¶·¥¤μÉ¢· Ð¥´¨Ö ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±μ°
¸¨´£Ê²Ö·´μ¸É¨ ¢ ¶·μÏ²μ³,   É ±¦¥ ¡Ê¤ÊÐ¥° ¸¨´£Ê²Ö·´μ¸É¨ ¢ ¸¨¸É¥³ Ì ¸ · -
¸ÉÊÐ¥° ¶²μÉ´μ¸ÉÓÕ ³ ¸¸Ò/Ô´¥·£¨¨. ‚ · ¡μÉ Ì [121,131Ä134] ¡Ò²μ ¶μ± § ´μ,
ÎÉμ ¢ ¸¨¸É¥³ Ì ¸ · ¸ÉÊÐ¥° ¶²μÉ´μ¸ÉÓÕ ³ ¸¸Ò/Ô´¥·£¨¨ ¢μ§´¨± ÕÉ ¢Ò¸μ±μ-
Î ¸ÉμÉ´Ò¥ μ¸Í¨²²ÖÍ¨¨ ±·¨¢¨§´Ò ¸ ¡μ²ÓÏμ°  ³¶²¨ÉÊ¤μ°. �É¨ μ¸Í¨²²ÖÍ¨¨
¶·¨¢μ¤ÖÉ ± ·μ¦¤¥´¨Õ Ô²¥³¥´É ·´ÒÌ Î ¸É¨Í, ±μÉμ·Ò¥ ³μ£ÊÉ ´ ¡²Õ¤ ÉÓ¸Ö ¢
¸¶¥±É·¥ ±μ¸³¨Î¥¸±¨Ì ²ÊÎ¥° ¢Ò¸μ±¨Ì Ô´¥·£¨°. �  Ëμ´¥ ÔÉ¨Ì μ¸Í¨²²¨·ÊÕ-
Ð¨Ì ·¥Ï¥´¨° ¸É ´μ¢¨É¸Ö ¢μ§³μ¦´Ò³ £· ¢¨É Í¨μ´´μ¥ μÉÉ ²±¨¢ ´¨¥ ³¥¦¤Ê
μ¡Ñ¥±É ³¨ ±μ´¥Î´μ£μ · §³¥·  [135]. ’ ±μ¥ μÉÉ ²±¨¢ ´¨¥ ³μ£²μ ¡Ò Ö¢²ÖÉÓ¸Ö
¨¸ÉμÎ´¨±μ³ ¢μ§´¨±´μ¢¥´¨Ö ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ ±μ¸³¨Î¥¸±¨Ì ¶Ê¸ÉμÉ.

‚ ³μ¤¨Ë¨Í¨·μ¢ ´´ÒÌ É¥μ·¨ÖÌ £· ¢¨É Í¨¨ Ëμ·³¨·μ¢ ´¨¥ ±·Ê¶´μ³ ¸ÏÉ ¡-
´μ° ¸É·Ê±ÉÊ·Ò ‚¸¥²¥´´μ° ³μ¦¥É § ³¥É´μ μÉ²¨Î ÉÓ¸Ö μÉ Éμ£μ, ÎÉμ ¶·μ¨¸Ìμ¤¨É
¢ · ³± Ì �’�. �É¨ ¢μ¶·μ¸Ò, ¢ Î ¸É´μ¸É¨, · ¸¸³ É·¨¢ ²¨¸Ó ¢ ´ Ï¨Ì · ¡μ-
É Ì [136Ä139].

B.6. � ·¨μ´´ Ö  ¸¨³³¥É·¨Ö ‚¸¥²¥´´μ°. �Î¥¢¨¤´μ, ÎÉμ ¢μ±·Ê£ ´ ¸ ¢μ
‚¸¥²¥´´μ° ¶·¥μ¡² ¤ ¥É ³ É¥·¨Ö. �¥¡μ²ÓÏμ¥ ±μ²¨Î¥¸É¢μ  ´É¨³ É¥·¨¨ ¢μ§´¨-
± ¥É ¢ ·¥§Ê²ÓÉ É¥ ·μ¦¤¥´¨Ö  ´É¨Î ¸É¨Í ±μ¸³¨Î¥¸±¨³¨ ²ÊÎ ³¨ ¢Ò¸μ±¨Ì Ô´¥·-
£¨°. � ²¨Î¨¥ ¡μ²ÓÏ¨Ì μ¡² ¸É¥° ¸μ §´ Î¨É¥²Ó´Ò³ ¸μ¤¥·¦ ´¨¥³  ´É¨³ É¥·¨¨
¢ ´ Ï¥° μ±·¥¸É´μ¸É¨ ‚¸¥²¥´´μ° ¶μ·μ¦¤ ²μ ¡Ò Ô²¥±É·μ³ £´¨É´μ¥ ¨§²ÊÎ¥´¨¥,
¢μ§´¨± ÕÐ¥¥ ¶·¨  ´´¨£¨²ÖÍ¨¨ ³ É¥·¨¨ ¨  ´É¨³ É¥·¨¨, ±μÉμ·μ¥ ´¥ ´ ¡²Õ-
¤ ¥É¸Ö. �μ¨¸± Ô²¥±É·μ³ £´¨É´μ£μ ¨§²ÊÎ¥´¨Ö ¸ Ô´¥·£¨¥° ¶μ·Ö¤±  100 ŒÔ‚
μÉ pp̄- ´´¨£¨²ÖÍ¨¨ ¨ ²¨´¨¨ 0,511 ŒÔ‚ μÉ e+e−- ´´¨£¨²ÖÍ¨¨ ¶μ§¢μ²Ö¥É § -
±²ÕÎ¨ÉÓ, ÎÉμ ¤μ²Ö  ´É¨³ É¥·¨¨ ¢ £ ² ±É¨± Ì ¸μ¸É ¢²Ö¥É ´¥ ¡μ²¥¥ Î¥³ 10−6

μÉ ¶μ²´μ£μ ±μ²¨Î¥¸É¢  ¢¥Ð¥¸É¢  ¢ ´¨Ì. �É¸ÊÉ¸É¢¨¥ ¨´É¥´¸¨¢´μ£μ £ ³³ -
¨§²ÊÎ¥´¨Ö ¶·¨¢μ¤¨É ± ¢Ò¢μ¤Ê, ÎÉμ ¡²¨¦ °Ï Ö  ´É¨£ ² ±É¨±  ´¥ ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ
¡²¨¦¥, Î¥³ ´  · ¸¸ÉμÖ´¨¨ ¢ 10 Œ¶± [140]. Œ ¸¸μ¢ Ö ¤μ²Ö  ´É¨¢¥Ð¥¸É¢ 
¢ ¤¢ÊÌ ¸É ²±¨¢ ÕÐ¨Ì¸Ö £ ² ±É¨± Ì ¢ ¸±μ¶²¥´¨¨ �Ê²Ö (Bullet cluster) ´¥ ³μ-
¦¥É ¡ÒÉÓ ¡μ²ÓÏ¥ Î¥³ 10−6 [141]. —Éμ ± ¸ ¥É¸Ö ´ Ï¥° ƒ ² ±É¨±¨, Éμ ¤μ²Ö
 ´É¨§¢¥§¤ ¢ · ¤¨Ê¸¥ 150 ¶± μÉ ‘μ²´Í  ´¥ ¶·¥¢ÒÏ ¥É 4 · 10−5 [142]. �¤-
´ ±μ, ± ± ¶μ± § ´μ ¢ · ¡μÉ Ì [143Ä145], ÔÉ¨ μ£· ´¨Î¥´¨Ö ¸¶· ¢¥¤²¨¢Ò, ¥¸²¨
 ´É¨§¢¥§¤Ò Éμ¦¤¥¸É¢¥´´Ò ¶μ ¸¢μ¨³ ¸¢μ°¸É¢ ³ μ¡ÒÎ´Ò³ §¢¥§¤ ³. „μ²Ö ±μ³-
¶ ±É´ÒÌ  ´É¨§¢¥§¤ ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´μ ¢ÒÏ¥, ´  Ê·μ¢´¥ ´¥¸±μ²Ó±¨Ì
¶·μÍ¥´Éμ¢.
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‘ ¤·Ê£μ° ¸Éμ·μ´Ò, ³ É¥·¨Ö ¨  ´É¨³ É¥·¨Ö ¨³¥ÕÉ ¸Ìμ¦¨¥ ¸¢μ°¸É¢ , ¨, É -
±¨³ μ¡· §μ³, ¡Ò²μ ¡Ò ¥¸É¥¸É¢¥´´μ μ¦¨¤ ÉÓ ‚¸¥²¥´´ÊÕ, ¸¨³³¥É·¨Î´ÊÕ μÉ-
´μ¸¨É¥²Ó´μ ¸μ¤¥·¦ Ð¨Ì¸Ö ¢ ´¥° ³ É¥·¨¨ ¨  ´É¨³ É¥·¨¨. …¸²¨ ³Ò ¢¥·¨³
¢ ¶·¥¤¶μ²μ¦¥´¨¥ μ¡ ¨´Ë²ÖÍ¨¨, ´ Î ²Ó´ Ö  ¸¨³³¥É·¨Ö ´¥ ³μ¦¥É ¶μ³μÎÓ, ¶μ-
¸±μ²Ó±Ê ¶·¨ ¸μÌ· ´¥´¨¨ ¡ ·¨μ´´μ£μ Î¨¸²  ¶²μÉ´μ¸ÉÓ Ô´¥·£¨¨,  ¸¸μÍ¨¨·μ-
¢ ´´ Ö ¸ ¡ ·¨μ´´Ò³ Î¨¸²μ³, ´¥ ¶μ§¢μ²¨²  ¡Ò ¨´Ë²ÖÍ¨¨ ¶·μ¤μ²¦ ÉÓ¸Ö ¡μ-
²¥¥ Î¥³ 5Ä6 Ì ¡¡²μ¢¸±¨Ì ¢·¥³¥´, tH = 1/HI , £¤¥ HI Å ¶ · ³¥É· • ¡¡² 
¢μ ¢·¥³Ö ¨´Ë²ÖÍ¨¨ [146], ¢ Éμ ¢·¥³Ö ± ± ¤²Ö Ê¸¶¥Ï´μ° ¨´Ë²ÖÍ¨¨ ´¥μ¡Ìμ-
¤¨³μ ´¥ ³¥´¥¥ 60Ä70 Ì ¡¡²μ¢¸±¨Ì ¢·¥³¥´. “¤μ¢²¥É¢μ·¨É¥²Ó´ Ö ³μ¤¥²Ó ´ Ï¥°
‚¸¥²¥´´μ° ¤μ²¦´  μ¡ÑÖ¸´ÖÉÓ ¶·μ¨¸Ìμ¦¤¥´¨¥  ¸¨³³¥É·¨¨ ³¥¦¤Ê ³ É¥·¨¥°
¨  ´É¨³ É¥·¨¥°.

’¥·³¨´ ®¡ ·¨μ¸¨´É¥§¯ ¨¸¶μ²Ó§Ê¥É¸Ö ¤²Ö μ¡μ§´ Î¥´¨Ö £¥´¥· Í¨¨  ¸¨³³¥-
É·¨¨ ³¥¦¤Ê ¡ ·¨μ´ ³¨ (¢ μ¸´μ¢´μ³, ¶·μÉμ´ ³¨ ¨ ´¥°É·μ´ ³¨) ¨  ´É¨¡ ·¨μ-
´ ³¨ ( ´É¨¶·μÉμ´ ³¨ ¨  ´É¨´¥°É·μ´ ³¨). ‚ 1967 £. �. „. ‘ Ì ·μ¢ Ê± § ² ´ 
É·¨ Ê¸²μ¢¨Ö, ¸¥£μ¤´Ö ¨§¢¥¸É´Ò¥ ± ± ¶·¨´Í¨¶Ò ‘ Ì ·μ¢  [147], ´Ê¦´Ò¥ ¤²Ö
¸μ§¤ ´¨Ö  ¸¨³³¥É·¨¨ ³¥¦¤Ê ³ É¥·¨¥° ¨  ´É¨³ É¥·¨¥° ¨§ ´ Î ²Ó´μ ¸¨³³¥-
É·¨Î´μ° ‚¸¥²¥´´μ°,   ¨³¥´´μ:

1) ´¥¸μÌ· ´¥´¨¥ ¡ ·¨μ´´μ£μ Î¨¸² ;
2) ´ ·ÊÏ¥´¨¥ C- ¨ CP-¨´¢ ·¨ ´É´μ¸É¨;
3) μÉ±²μ´¥´¨¥ μÉ É¥¶²μ¢μ£μ · ¢´μ¢¥¸¨Ö.
” ±É¨Î¥¸±¨ ´¨ μ¤´μ ¨§ ÔÉ¨Ì Ê¸²μ¢¨° ´¥ Ö¢²Ö¥É¸Ö ¸É·μ£μ ´¥μ¡Ìμ¤¨³Ò³, ´μ

³μ¤¥²¨ ¡ ·¨μ¸¨´É¥§  ¡¥§ ´¨Ì É·¥¡ÊÕÉ ´¥±μÉμ·ÒÌ £·μ³μ§¤±¨Ì ¨²¨ Ô±§μÉ¨Î¥-
¸±¨Ì ³¥Ì ´¨§³μ¢. Œ¨´¨³ ²Ó´ Ö cÉ ´¤ ·É´ Ö ³μ¤¥²Ó Ë¨§¨±¨ Î ¸É¨Í ¶μÉ¥´Í¨-
 ²Ó´μ ¸μ¤¥·¦¨É ¢¸¥ ÔÉ¨ ¨´£·¥¤¨¥´ÉÒ. �¤´ ±μ μ± §Ò¢ ¥É¸Ö, ÎÉμ ´¥¢μ§³μ¦´μ
¸μ§¤ ÉÓ ´ ¡²Õ¤ ¥³ÊÕ  ¸¨³³¥É·¨Õ ³¥¦¤Ê ³ É¥·¨¥° ¨  ´É¨³ É¥·¨¥° ¢ · ³-
± Ì ÔÉμ° ³μ¤¥²¨, É ± ± ± §´ Î¥´¨Ö ¶ · ³¥É·μ¢ ‘É ´¤ ·É´μ° ³μ¤¥²¨ ¶·¨¢μ¤ÖÉ
± ¸²¨Ï±μ³ ´¨§±μ° ¢¥²¨Î¨´¥ ¡ ·¨μ´´μ°  ¸¨³³¥É·¨¨ ‚¸¥²¥´´μ°. �Éμ Ö¢²Ö¥É¸Ö
Ö¢´Ò³ Ê± § ´¨¥³ ´  Ë¨§¨±Ê ¢´¥ Œ¨´¨³ ²Ó´μ° ¸É ´¤ ·É´μ° ³μ¤¥²¨. Š ¸μ-
¦ ²¥´¨Õ, ´¥É μ¤´μ§´ Î´ÒÌ Ê± § ´¨° ´  Ô´¥·£¥É¨Î¥¸±ÊÕ Ï± ²Ê ÔÉμ° ´μ¢μ°
Ë¨§¨±¨. �  ¸¥£μ¤´ÖÏ´¨° ¤¥´Ó ¶·¥¤²μ¦¥´Ò · §²¨Î´Ò¥ ¸Í¥´ ·¨¨, ¸¶μ¸μ¡´Ò¥
μ¡ÑÖ¸´¨ÉÓ  ¸¨³³¥É·¨Õ ³¥¦¤Ê ³ É¥·¨¥° ¨  ´É¨³ É¥·¨¥° ¢μ±·Ê£ ´ ¸. �¤´ ±μ
μ¡ÒÎ´μ ÔÉ¨ ¸Í¥´ ·¨¨ É·¥¡ÊÕÉ ¸²¨Ï±μ³ ¢Ò¸μ±¨Ì Ô´¥·£¨°, ´¥¤μ¸ÉÊ¶´ÒÌ ¸μ-
¢·¥³¥´´Ò³ Ê¸±μ·¨É¥²Ö³.

�¥·¥Î¨¸²¨³ μ¸´μ¢´Ò¥ ³μ¤¥²¨ ¡ ·¨μ¸¨´É¥§ .
1. 	 ·¨μ¸¨´É¥§ §  ¸Î¥É · ¸¶ ¤μ¢ ÉÖ¦¥²ÒÌ Î ¸É¨Í (‘ Ì ·μ¢ [147], 1967).
2. 	 ·¨μ¸¨´É¥§ ¶·¨ ¨¸¶ ·¥´¨¨ Î¥·´ÒÌ ¤Ò· (•μ±¨´£ [148], 1974; ‡¥²Ó¤μ-

¢¨Î [149], 1976; „μ²£μ¢ [150,151], 1980).
3. �²¥±É·μ¸² ¡Ò° ¡ ·¨μ¸¨´É¥§ (ŠÊ§Ó³¨´ ¨ ¤·. [152], 1985).
4. 	 ·¨μ¸¨´É¥§ ¶·¨ · ¸¶ ¤¥ ¸Ê¶¥·¸¨³³¥É·¨Î´μ£μ ±μ´¤¥´¸ É  ¸± ²Ö·´ÒÌ

¡ ·¨μ´μ¢ (�ËË²¥± ¨ „ °´ [153], 1985).
5. 	 ·¨μ£¥´¥§¨¸, ¨´¤ÊÍ¨·μ¢ ´´Ò° ²¥¶Éμ£¥´¥§¨¸μ³ (”Ê±Ê£¨É  ¨ Ÿ´ £¨-

¤  [154], 1986).
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6. ‘¶μ´É ´´Ò° ¡ ·¨μ¸¨´É¥§ (ŠμÔ´ ¨ Š ¶² ´ [155,156], 1987, 1988).
7. ƒ· ¢¨É Í¨μ´´Ò° ¡ ·¨μ¸¨´É¥§ („ ¢Ê¤¨ ¸² ¨ ¤·. [157], 2004).
8. 	 ·¨μ¸¨´É¥§ ¢¸²¥¤¸É¢¨¥ ´ ·ÊÏ¥´¨Ö CPT („μ²£μ¢ [158], 2010).
‚μ ¢¸¥Ì ÔÉ¨Ì ¸Í¥´ ·¨ÖÌ É·¥¡Ê¥É¸Ö ¢¢¥¤¥´¨¥ Ë¨§¨±¨ ¢´¥ · ³μ± ‘É ´¤ ·É-

´μ° ³μ¤¥²¨ Ë¨§¨±¨ Î ¸É¨Í. „¥É ²Ó´μ¥ · ¸¸³μÉ·¥´¨¥ ¶¥·¥Î¨¸²¥´´ÒÌ ³μ¤¥²¥°
³μ¦´μ ´ °É¨ ¢ μ¡§μ· Ì [146,159Ä161].

‚ μ¡§μ·¥ ¨¸¸²¥¤ÊÕÉ¸Ö ´¥±μÉμ·Ò¥ Ì · ±É¥·´Ò¥ Î¥·ÉÒ ¨ ±¨´¥É¨±  ¸¶μ´É ´-
´μ£μ ¡ ·¨μ¸¨´É¥§  [162], ¢ Î ¸É´μ¸É¨, ¸¢Ö§Ó ³¥¦¤Ê ¶·μ¨§¢μ¤´μ° ¶μ ¢·¥³¥´¨
(¶¸¥¢¤μ)£μ²¤¸ÉμÊ´μ¢¸±μ£μ ¶μ²Ö ¨ Ì¨³¨Î¥¸±¨³ ¶μÉ¥´Í¨ ²μ³. � ³¨ ¶μ± § ´μ,
ÎÉμ ÔÉμ ¸μμÉ´μÏ¥´¨¥ ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´μ § ¢¨¸¨É μÉ ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨Ö, ¢Ò¡· ´´μ£μ ¤²Ö
Ë¥·³¨μ´´ÒÌ ¶μ²¥° ¸ ´¥´Ê²¥¢Ò³ ¡ ·¨μ´´Ò³ Î¨¸²μ³ (±¢ ·±μ¢). ‚ÒÎ¨¸²¥´¨¥
±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±μ° ¡ ·¨μ´´μ°  ¸¨³³¥É·¨¨ ¶·μ¢¥¤¥´μ ´  μ¸´μ¢¥ ±¨´¥É¨Î¥¸±μ£μ
Ê· ¢´¥´¨Ö, μ¡μ¡Ð¥´´μ£μ ´  ¸²ÊÎ ° ´¥¸É Í¨μ´ ·´μ£μ Ëμ´ , ¸ ÊÎ¥Éμ³ ±μ´¥Î-
´μ£μ ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨Ö ¶μ ¢·¥³¥´¨. �μ± § ´μ, ÎÉμ ¢¸¥ ÔÉ¨ ÔËË¥±ÉÒ ¢¥¤ÊÉ ± § -
³¥É´μ³Ê μÉ±²μ´¥´¨Õ ¢¥²¨Î¨´Ò ¡ ·¨μ´´μ°  ¸¨³³¥É·¨¨ μÉ ± ´μ´¨Î¥¸±¨Ì ·¥-
§Ê²ÓÉ Éμ¢.

‚ ³μ¤¥²ÖÌ £· ¢¨É Í¨μ´´μ£μ ¡ ·¨μ£¥´¥§¨¸  [157] ¸Í¥´ ·¨° ¸¶μ´É ´´μ£μ
¡ ·¨μ¸¨´É¥§  ³μ¤¨Ë¨Í¨·Ê¥É¸Ö ¶ÊÉ¥³ ¤μ¡ ¢²¥´¨Ö ¢ ¤¥°¸É¢¨¥ ¸¢Ö§¨ ¡ ·¨μ´-
´μ£μ Éμ±  ¸ ¶·μ¨§¢μ¤´μ° ¸± ²Ö·  ±·¨¢¨§´Ò. ’¥μ·¨¨ £· ¢¨É Í¨μ´´μ£μ ¡ -
·¨μ¸¨´É¥§  μ¡² ¤ ÕÉ É¥³¨ ¦¥ ¨´É¥·¥¸´Ò³¨ ¨ ¶·¨¢²¥± É¥²Ó´Ò³¨ ¸¢μ°¸É¢ ³¨,
ÎÉμ ¨ É¥μ·¨Ö ¸¶μ´É ´´μ£μ ¡ ·¨μ¸¨´É¥§ , ¢ Î ¸É´μ¸É¨, £¥´¥· Í¨Ö ¡ ·¨μ´´μ°
 ¸¨³³¥É·¨¨ ¢ ÔÉ¨Ì É¥μ·¨ÖÌ ³μ¦¥É ¶·μÉ¥± ÉÓ ¢ É¥¶²μ¢μ³ · ¢´μ¢¥¸¨¨ ¡¥§ ´¥μ¡-
Ìμ¤¨³μ¸É¨ Ö¢´μ£μ ´ ·ÊÏ¥´¨Ö C ¨ CP ¢ Ë¨§¨±¥ Î ¸É¨Í. �¤´ ±μ ¢¢¥¤¥´¨¥ ¶·μ-
¨§¢μ¤´μ° ¸± ²Ö·  ±·¨¢¨§´Ò ¢ ² £· ´¦¨ ´ É¥μ·¨¨ ¶·¨¢μ¤¨É ± £· ¢¨É Í¨μ´´Ò³
Ê· ¢´¥´¨Ö³ ¢Ò¸μ±μ£μ ¶μ·Ö¤± , Ö¢²ÖÕÐ¨³¸Ö ¸¨²Ó´μ ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢Ò³¨. �ËË¥±ÉÒ
ÔÉμ° ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¨ ³μ£ÊÉ ±μ·¥´´Ò³ μ¡· §μ³ ¨§³¥´¨ÉÓ ´¥ Éμ²Ó±μ μ¡ÒÎ´ÊÕ
±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±ÊÕ ¨¸Éμ·¨Õ, ´μ É ±¦¥ ¨ ¸É ´¤ ·É´ÊÕ ´ÓÕÉμ´μ¢¸±ÊÕ £· ¢¨É -
Í¨μ´´ÊÕ ¤¨´ ³¨±Ê. � ³¨ μ¡´ ·Ê¦¥´  É ± Ö ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸ÉÓ ¤²Ö ¸± ²Ö·´ÒÌ
¡ ·¨μ´μ¢ [163],   É ±¦¥ ´ °¤¥´ ¶μ¤μ¡´Ò° ÔËË¥±É ¤²Ö ¡μ²¥¥ ·¥ ²¨¸É¨Î´ÒÌ
¡ ·¨μ´μ¢ ¸μ ¸¶¨´μ³ 1/2 (±¢ ·±μ¢) [164].

B.7. ‘É·Ê±ÉÊ·  μ¡§μ· . “¸É ´μ¢²¥´¨¥ ³¥Ì ´¨§³ , ¢Ò§Ò¢ ÕÐ¥£μ ±μ¸³μ-
²μ£¨Î¥¸±μ¥ Ê¸±μ·¥´¨¥, Ö¢²Ö¥É¸Ö ¢ ´ ¸ÉμÖÐ¥¥ ¢·¥³Ö μ¤´μ° ¨§ Í¥´É· ²Ó´ÒÌ
¶·μ¡²¥³ ¸μ¢·¥³¥´´μ° ±μ¸³μ²μ£¨¨ ¨ ËÊ´¤ ³¥´É ²Ó´μ° Ë¨§¨±¨. ˆ¸¸²¥¤μ¢ -
´¨Ö ¢ ÔÉμ° μ¡² ¸É¨ ¢¥¤ÊÉ¸Ö ¶μ ¤¢Ê³ μ¸´μ¢´Ò³ ´ ¶· ¢²¥´¨Ö³. �¤´¨³ ¨§ ´¨Ì
Ö¢²Ö¥É¸Ö ¶μ¸É·μ¥´¨¥ ³μ¤¥²¨ É ± ´ §Ò¢ ¥³μ° É¥³´μ° Ô´¥·£¨¨, ¢Ò§Ò¢ ÕÐ¥°
£· ¢¨É Í¨μ´´μ¥ μÉÉ ²±¨¢ ´¨¥. �²ÓÉ¥·´ É¨¢μ° £¨¶μÉ¥§¥ μ ¸ÊÐ¥¸É¢μ¢ ´¨¨ É¥³-
´μ° Ô´¥·£¨¨ Ö¢²Ö¥É¸Ö ³μ¤¨Ë¨± Í¨Ö £· ¢¨É Í¨¨ ´  ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±¨ ¡μ²ÓÏ¨Ì
³ ¸ÏÉ ¡ Ì, ¶·¨¢μ¤ÖÐ Ö ± Ê¸±μ·¥´´μ³Ê · ¸Ï¨·¥´¨Õ ‚¸¥²¥´´μ°. ‚ μ¡§μ·¥ ¨§Ê-
Î ÕÉ¸Ö ¢μ§³μ¦´Ò¥ ´ ¡²Õ¤ ¥³Ò¥ ¸²¥¤¸É¢¨Ö ·Ö¤  É¥μ·¨° ³μ¤¨Ë¨Í¨·μ¢ ´´μ°
£· ¢¨É Í¨¨. �·¥¤¸É ¢²¥´´Ò¥ ¢ μ¡§μ·¥ ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ ¶μ§¢μ²ÖÕÉ ´ °É¨ μ£· ´¨Î¥-
´¨Ö ´  ¶ · ³¥É·Ò ³μ¤¥²¥° ¨, ¸μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ, ¶μ¤É¢¥·¤¨ÉÓ ¨²¨ μ¶·μ¢¥·£´ÊÉÓ
¸¶· ¢¥¤²¨¢μ¸ÉÓ ¶μ¤Ìμ¤ .
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„·Ê£¨³  ±ÉÊ ²Ó´Ò³ ´ ¶· ¢²¥´¨¥³ ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨° ¢ ¸μ¢·¥³¥´´μ° ±μ¸³μ²μ-
£¨¨ Ö¢²Ö¥É¸Ö ·¥Ï¥´¨¥ ¶·μ¡²¥³Ò ¶·¥μ¡² ¤ ´¨Ö ¢¥Ð¥¸É¢  ´ ¤  ´É¨¢¥Ð¥¸É¢μ³
¢μ ‚¸¥²¥´´μ°. ‚ ²¨É¥· ÉÊ·¥ μ¶¨¸ ´μ ¡μ²ÓÏμ¥ ±μ²¨Î¥¸É¢μ ³¥Ì ´¨§³μ¢ £¥´¥-
· Í¨¨ ¡ ·¨μ´´μ°  ¸¨³³¥É·¨¨, μ¤´ ±μ μ¸É ¥É¸Ö ´¥¨§¢¥¸É´Ò³, ± ±μ° ¨§ ´¨Ì
¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ ·¥ ²¨§Ê¥É¸Ö ¢μ ‚¸¥²¥´´μ°. ‚ μ¡§μ·¥ ¨¸¸²¥¤μ¢ ´  ³μ¤¨Ë¨± -
Í¨Ö £· ¢¨É Í¨¨ ¶·¨ £· ¢¨É Í¨μ´´μ³ ¡ ·¨μ£¥´¥§¨¸¥ ¨ ¶μ± § ´μ, ÎÉμ ¢μ§´¨± -
ÕÐ¨¥ ¶μ¶· ¢±¨ ± £· ¢¨É Í¨μ´´μ³Ê ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Õ ¶·¨¢μ¤ÖÉ ± ´¥·¥ ²¨¸É¨Î-
´μ° ±μ¸³μ²μ£¨¨, ÎÉμ ¨¸±²ÕÎ ¥É ÔÉμÉ ¸Í¥´ ·¨°.

� ¸¸³μÉ·¥´´Ò¥ ¢ μ¡§μ·¥ ¶·μ¡²¥³Ò ¶·¨´ ¤²¥¦ É ± Í¥´É· ²Ó´Ò³ ¶·μ¡²¥-
³ ³ ³¨·μ¢ÒÌ ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨° ¶μ ËÊ´¤ ³¥´É ²Ó´μ° Ë¨§¨±¥. �¸μ¡Ò° ¨´É¥·¥¸
± ´¨³ ¸¢Ö§ ´ ¸ É¥³, ÎÉμ ¨Ì ·¥Ï¥´¨¥ ´ ¢¥·´Ö±  É·¥¡Ê¥É ¢ÒÌμ¤  §  · ³±¨ ¨§¢¥¸É-
´ÒÌ Ë¨§¨Î¥¸±¨Ì ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨° ¨ ¶μÉμ³Ê ³μ¦¥É ¶·¨¢¥¸É¨ ± ´μ¢Ò³ ´ ÊÎ´Ò³
μÉ±·ÒÉ¨Ö³, ¢ ¦´μ¸ÉÓ ±μÉμ·ÒÌ ´  ¸μ¢·¥³¥´´μ³ ÔÉ ¶¥ · §¢¨É¨Ö É·Ê¤´μ ¶¥·¥-
μÍ¥´¨ÉÓ. � ¡μÉ  ¢ ÔÉ¨Ì ´ ¶· ¢²¥´¨ÖÌ,  ±É¨¢´μ ¢¥¤ÊÐ Ö¸Ö ¢μ ¢¸¥Ì ³¨·μ¢ÒÌ ´ -
ÊÎ´ÒÌ Í¥´É· Ì, ¶μ§¢μ²Ö¥É ´ ¤¥ÖÉÓ¸Ö ´  § ³¥É´Ò° ¶·μ£·¥¸¸ ¢ μ¡μ§·¨³μ¥ ¢·¥³Ö.

�¸´μ¢´μ° Í¥²ÓÕ μ¡§μ·  Ö¢²Ö¥É¸Ö · §¢¨É¨¥ ¨ ¶μ¸²¥¤ÊÕÐ¥¥ ¶·¨³¥´¥´¨¥
³¥Éμ¤μ¢ ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨Ö Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¨ ·¥Ï¥´¨° ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨°
¢Ò¸Ï¨Ì ¶μ·Ö¤±μ¢, ¢μ§´¨± ÕÐ¨Ì ¢ · §²¨Î´ÒÌ ³μ¤¥²ÖÌ ³μ¤¨Ë¨Í¨·μ¢ ´´μ°
£· ¢¨É Í¨¨ ¨ ¡ ·¨μ¸¨´É¥§ . �¸´μ¢´μ¥ ¢´¨³ ´¨¥ Ê¤¥²Ö¥É¸Ö F (R)-³μ¤¨Ë¨Í¨-
·μ¢ ´´Ò³ É¥μ·¨Ö³, ¶·¥¤²μ¦¥´´Ò³ ¤²Ö μ¶¨¸ ´¨Ö Ê¸±μ·¥´´μ£μ · ¸Ï¨·¥´¨Ö
‚¸¥²¥´´μ°,   É ±¦¥ £¥´¥· Í¨¨ ¡ ·¨μ´´μ°  ¸¨³³¥É·¨¨ ¢ · ³± Ì ¸¶μ´É ´´μ£μ
¨ £· ¢¨É Í¨μ´´μ£μ ¡ ·¨μ£¥´¥§¨¸ .

Œ¥Éμ¤μ²μ£¨Î¥¸±μ° μ¸´μ¢μ° ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨Ö Ö¢²Ö¥É¸Ö ¸¨¸É¥³´Ò° ¶μ¤Ìμ¤
± ¨§ÊÎ¥´¨Õ ¶·μ¡²¥³ Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¨, ¢μ§´¨± ÕÐ¨Ì ¶·¨ ³μ¤¨Ë¨± Í¨ÖÌ £· ¢¨É -
Í¨¨ ¢ É¥μ·¨ÖÌ, ¶·¥¤²μ¦¥´´ÒÌ ¤²Ö μ¡ÑÖ¸´¥´¨Ö ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±μ£μ Ê¸±μ·¥´¨Ö,
  É ±¦¥ £¥´¥· Í¨¨ ¡ ·¨μ´´μ°  ¸¨³³¥É·¨¨ ‚¸¥²¥´´μ°.

�¸´μ¢´Ò³¨ ³¥Éμ¤ ³¨, ¶·¨³¥´Ö¥³Ò³¨ ¢ μ¡§μ·¥, Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ³¥Éμ¤Ò ¨¸¸²¥-
¤μ¢ ´¨Ö Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¨ ·¥Ï¥´¨° ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° ¢Ò¸Ï¨Ì ¶μ·Ö¤-
±μ¢ ¸ ³ ²Ò³¨ ±μÔËË¨Í¨¥´É ³¨ ¶·¨ ¸É ·Ï¨Ì ¶·μ¨§¢μ¤´ÒÌ. �μ³¨³μ ÔÉμ£μ,
¶·¨ ¶·μ¢¥¤¥´¨¨ É¥μ·¥É¨Î¥¸±¨Ì ¶μ¸É·μ¥´¨° ¨ ¶μ¸²¥¤ÊÕÐ¥³ ¨Ì ¶·¨³¥´¥´¨¨
±  ´ ²¨§Ê ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±¨Ì ¶·μÍ¥¸¸μ¢ ¨ Ë¥´μ³¥´μ²μ£¨¨ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨° Î -
¸É¨Í ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ²¨¸Ó ¸É ´¤ ·É´Ò¥ Ìμ·μÏμ ¨§¢¥¸É´Ò¥ ³¥Éμ¤Ò ±² ¸¸¨Î¥¸±μ°
¨ ±¢ ´Éμ¢μ° É¥μ·¨¨ ¶μ²Ö. „²Ö ¶·μ¢¥¤¥´¨Ö Î¨¸²¥´´ÒÌ · ¸Î¥Éμ¢ ¶·¨³¥´Ö²¸Ö
¸É ´¤ ·É´Ò° ¶ ±¥É ®Mathematica¯.

�¡§μ· ¸μ¸Éμ¨É ¨§ ¢¢¥¤¥´¨Ö, Î¥ÉÒ·¥Ì · §¤¥²μ¢, § ±²ÕÎ¥´¨Ö ¨ ¸¶¨¸±  ²¨-
É¥· ÉÊ·Ò.

‚μ ¢¢¥¤¥´¨¨ ¤ ´  ±· É± Ö ¨¸Éμ·¨Ö μÉ±·ÒÉ¨Ö ¨ ´ ¡²Õ¤ ¥³Ò¥ ¶·μÖ¢²¥-
´¨Ö Ê¸±μ·¥´´μ£μ · ¸Ï¨·¥´¨Ö ‚¸¥²¥´´μ°, ¨§² £ ÕÉ¸Ö μ¸´μ¢´Ò¥ ¶μ²μ¦¥´¨Ö
‘É ´¤ ·É´μ° ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±μ° ³μ¤¥²¨ ¨ μ¡Ð¥° É¥μ·¨¨ μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ¸É¨, · ¸-
¸³ É·¨¢ ÕÉ¸Ö ¢μ§³μ¦´Ò¥ ³¥Ì ´¨§³Ò ¢μ§´¨±´μ¢¥´¨Ö ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±μ£μ Ê¸±μ-
·¥´¨Ö ¨ ¡ ·¨μ´´μ°  ¸¨³³¥É·¨¨ ‚¸¥²¥´´μ°. �·¥¤¸É ¢²¥´Ò ¨¸Éμ·¨Ö ¢μ¶·μ¸μ¢
¨ μ¡§μ· ²¨É¥· ÉÊ·Ò ¢ ¤ ´´μ° μ¡² ¸É¨ ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨°.
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‚ · §¤. 1 · ¸¸³ É·¨¢ ÕÉ¸Ö ¢μ§³μ¦´Ò¥ ´ ¡²Õ¤ ¥³Ò¥ ¶·μÖ¢²¥´¨Ö ´¥±μÉμ-
·ÒÌ ³μ¤¥²¥° ³μ¤¨Ë¨Í¨·μ¢ ´´μ° £· ¢¨É Í¨¨, ¶·¥¤²μ¦¥´´ÒÌ ¤²Ö μ¡ÑÖ¸´¥´¨Ö
Ê¸±μ·¥´´μ£μ · ¸Ï¨·¥´¨Ö ‚¸¥²¥´´μ°, ¢ ¸¨¸É¥³ Ì ¸ § ¢¨¸ÖÐ¥° μÉ ¢·¥³¥´¨ ¶²μÉ-
´μ¸ÉÓÕ ³ ¸¸Ò/Ô´¥·£¨¨. ‚ F (R)-³μ¤¨Ë¨Í¨·μ¢ ´´ÒÌ ³μ¤¥²ÖÌ ¸ R2-Î²¥´μ³,
¤μ¡ ¢²¥´´Ò³ ¤²Ö ¶·¥¤μÉ¢· Ð¥´¨Ö ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±μ° ¸¨´£Ê²Ö·´μ¸É¨, ¢ÒÎ¨¸²Ö-
¥É¸Ö ¢¥·μÖÉ´μ¸ÉÓ ·μ¦¤¥´¨Ö Ô²¥³¥´É ·´ÒÌ Î ¸É¨Í §  ¸Î¥É ¢Ò¸μ±μÎ ¸ÉμÉ´ÒÌ
μ¸Í¨²²ÖÍ¨° ±·¨¢¨§´Ò ¸ ¡μ²ÓÏμ°  ³¶²¨ÉÊ¤μ°, ¢μ§´¨± ÕÐ¨Ì ¢ ¸¦¨³ ÕÐ¨Ì¸Ö
¸¨¸É¥³ Ì.

‚ · §¤. 2 ¨¸¸²¥¤Ê¥É¸Ö μÉ±²μ´¥´¨¥ ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±μ° Ô¢μ²ÕÍ¨¨ ‚¸¥²¥´´μ°
¢ (R + R2)-É¥μ·¨¨ μÉ ¸É ´¤ ·É´μ° ±μ¸³μ²μ£¨¨, ´ Î¨´ Ö μÉ Ô¶μÌ¨ ¨´Ë²ÖÍ¨¨
¤μ ´ ¸ÉμÖÐ¥£μ ¢·¥³¥´¨, ¸ ÊÎ¥Éμ³ £· ¢¨É Í¨μ´´μ£μ ·μ¦¤¥´¨Ö Î ¸É¨Í μ¸Í¨²²¨-
·ÊÕÐ¥° ±·¨¢¨§´μ°. ‚Ò¢μ¤¨É¸Ö ¨´É¥£·μ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥, μ¶¨¸Ò-
¢ ÕÐ¥¥ ÔËË¥±ÉÒ ·μ¦¤¥´¨Ö Î ¸É¨Í ¤²Ö ¸²ÊÎ Ö ¶·μ¨§¢μ²Ó´μ° ËÊ´±Í¨¨ R(t).

� §¤. 3 μ¡§μ·  ¶μ¸¢ÖÐ¥´ ¶μ²ÊÎ¥´¨Õ ¨  ´ ²¨§Ê ¸Ë¥·¨Î¥¸±¨-¸¨³³¥É·¨Î´ÒÌ
·¥Ï¥´¨° ¢ F (R)-É¥μ·¨ÖÌ ¢  ¸É·μ´μ³¨Î¥¸±¨Ì ¸¨¸É¥³ Ì ¸ · ¸ÉÊÐ¥° ¶²μÉ-
´μ¸ÉÓÕ Ô´¥·£¨¨. „²Ö É ±¨Ì ¸¨¸É¥³ ¶·μ¢μ¤¨É¸Ö · ¸Î¥É £· ¢¨É Í¨μ´´μ° ´¥-
Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¨ ¢ ±² ¸¸¨Î¥¸±μ° É¥μ·¨¨ „¦¨´¸  ¨ μ¡Ð¥° É¥μ·¨¨ μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ-
¸É¨,   É ±¦¥ ¨§ÊÎ ¥É¸Ö Ô¢μ²ÕÍ¨Ö ¢μ§³ÊÐ¥´¨° ³¥É·¨±¨ ¨ ¶²μÉ´μ¸É¨ ¢ F (R)-
³μ¤¨Ë¨Í¨·μ¢ ´´μ° £· ¢¨É Í¨¨. �¶¨¸Ò¢ ÕÉ¸Ö ´μ¢Ò¥ É¨¶Ò £· ¢¨É Í¨μ´´μ°
´¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¨ ´  Ëμ´¥ ¡Ò¸É·μ μ¸Í¨²²¨·ÊÕÐ¥° ±·¨¢¨§´Ò, ¸¢Ö§ ´´Ò¥ ¸ ¢Ò¸μ-
±¨³ ¶μ·Ö¤±μ³ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨°, μ¶·¥¤¥²ÖÕÐ¨Ì Ô¢μ²ÕÍ¨Õ ¢μ§-
³ÊÐ¥´¨° [135Ä139].

‚ · §¤. 4 μ¡§μ·  ¶·μ¢μ¤¨É¸Ö  ´ ²¨§ ±¨´¥É¨±¨ ¸¶μ´É ´´μ£μ ¡ ·¨μ¸¨´É¥§ 
¨ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨¥ ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±μ° ¡ ·¨μ´´μ°  ¸¨³³¥É·¨¨ ´  μ¸´μ¢¥ ±¨´¥É¨Î¥-
¸±μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö, μ¡μ¡Ð¥´´μ£μ ´  ¸²ÊÎ ° ´¥¸É Í¨μ´ ·´μ£μ Ëμ´ , ¸ ÊÎ¥Éμ³
±μ´¥Î´ÒÌ ¶·¥¤¥²μ¢ ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨Ö ¶μ ¢·¥³¥´¨. ˆ¸¸²¥¤Ê¥É¸Ö Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸ÉÓ
³μ¤¨Ë¨Í¨·μ¢ ´´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° ¤¢¨¦¥´¨Ö ¢ ³μ¤¥²ÖÌ £· ¢¨É Í¨μ´´μ£μ ¡ ·¨μ-
¸¨´É¥§ , ¢ ±μÉμ·ÒÌ £¥´¥· Í¨Ö ¡ ·¨μ´´μ°  ¸¨³³¥É·¨¨ ¶·μ¨¸Ìμ¤¨É §  ¸Î¥É ¢§ -
¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö ¡ ·¨μ´´μ£μ Éμ±  ¸ ¶·μ¨§¢μ¤´μ° ¸± ²Ö·  ±·¨¢¨§´Ò.

‚ § ±²ÕÎ¥´¨¨ ¨§²μ¦¥´Ò μ¸´μ¢´Ò¥ ¨Éμ£¨ ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨Ö, ¶·¨¢¥¤¥´Ò ·¥±μ-
³¥´¤ Í¨¨ ¨ ¶¥·¸¶¥±É¨¢Ò ¤ ²Ó´¥°Ï¥° · §· ¡μÉ±¨ É¥³Ò.

1. �…“‘’�‰—ˆ‚�‘’œ ˆ �‘–ˆ‹‹Ÿ–ˆˆ Š�ˆ‚ˆ‡�›
‚ F (R)-Œ�„…‹Ÿ•

1.1. �¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸ÉÓ ±·¨¢¨§´Ò ¢ ¸¨¸É¥³ Ì ¸ · ¸ÉÊÐ¥° ¶²μÉ´μ¸ÉÓÕ Ô´¥·-
£¨¨. ‚ ¤ ´´μ³ ¶μ¤· §¤¥²¥ · ¸¸³ É·¨¢ ÕÉ¸Ö ¢μ§³μ¦´Ò¥ ´ ¡²Õ¤ ¥³Ò¥ ¶·μÖ¢²¥-
´¨Ö ´¥±μÉμ·ÒÌ ³μ¤¥²¥° ³μ¤¨Ë¨Í¨·μ¢ ´´μ° £· ¢¨É Í¨¨, ¶·¥¤²μ¦¥´´ÒÌ ¤²Ö
μ¡ÑÖ¸´¥´¨Ö Ê¸±μ·¥´´μ£μ · ¸Ï¨·¥´¨Ö ‚¸¥²¥´´μ°, ¢ ¸¨¸É¥³ Ì ¸ § ¢¨¸ÖÐ¥° μÉ
¢·¥³¥´¨ ¶²μÉ´μ¸ÉÓÕ ³ ¸¸Ò/Ô´¥·£¨¨. � ³¨ ¶μ± § ´μ [121], ÎÉμ ¶·¨ ¢μ§· ¸É -
´¨¨ ¶²μÉ´μ¸É¨ ³ ¸¸Ò/Ô´¥·£¨¨ ¸μ ¢·¥³¥´¥³ ¸¨¸É¥³  Ô¢μ²ÕÍ¨μ´¨·Ê¥É ¢ ¸¨´-
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£Ê²Ö·´μ¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ ¸ ¡¥¸±μ´¥Î´μ° ±·¨¢¨§´μ°. �·¨ ÔÉμ³ Ì · ±É¥·´μ¥ ¢·¥³Ö
· §¢¨É¨Ö ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¨ μ± §Ò¢ ¥É¸Ö §´ Î¨É¥²Ó´μ ³¥´ÓÏ¥ ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±μ£μ
¢·¥³¥´¨.

� ¸¸³μÉ·¨³ ³μ¤¥²Ó ¸ ¤¥°¸É¢¨¥³ ¨§ ¶. B.5.2:

S =
M2

Pl

16π

∫
d4x

√
−g[R + F (R)] + Sm, (1.1)

¢ ±μÉμ·μ³ ´¥²¨´¥°´ Ö ËÊ´±Í¨Ö F (R) ¢Ò¡· ´  ¢ ¢¨¤¥, ¶·¥¤²μ¦¥´´μ³
�.�. ‘É ·μ¡¨´¸±¨³ [115]:

F (R) = λRc

[(
1 +

R2

R2
c

)−n

− 1

]
. (1.2)

‡¤¥¸Ó n Å Í¥²μ¥ ¶μ²μ¦¨É¥²Ó´μ¥ Î¨¸²μ; Rc Å ¶μ¸ÉμÖ´´ Ö ¸ · §³¥·´μ¸ÉÓÕ
¸± ²Ö·  ±·¨¢¨§´Ò. „²Ö ¸μ§¤ ´¨Ö Ê¸±μ·¥´´μ£μ · ¸Ï¨·¥´¨Ö ‚¸¥²¥´´μ° ¶μ-
¸ÉμÖ´´ Ö λ ¤μ²¦´  ¡ÒÉÓ ¶μ²μ¦¨É¥²Ó´μ°. �·¥¤¶μ² £ ¥É¸Ö, ÎÉμ |Rc| Ö¢²Ö¥É¸Ö
¢¥²¨Î¨´μ° ¶μ·Ö¤±  8πρc/M

2
Pl, £¤¥ ρc Å §´ Î¥´¨¥ ¶μ²´μ° ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±μ°

¶²μÉ´μ¸É¨ Ô´¥·£¨¨ ¢ ´ ¸ÉμÖÐ¥¥ ¢·¥³Ö, É. ¥. Rc 	 1/t2U ,   tU ≈ 4 · 1017 ¸ Å
¢μ§· ¸É ‚¸¥²¥´´μ°.

Šμ¸³μ²μ£¨Ö ¸ £· ¢¨É Í¨μ´´Ò³ ¤¥°¸É¢¨¥³ (1.2),   É ±¦¥ ´¥±μÉμ·Ò¥ ¤·Ê-
£¨¥ ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±¨¥ ¸Í¥´ ·¨¨ ¸ ³μ¤¨Ë¨Í¨·μ¢ ´´μ° £· ¢¨É Í¨¥° ±·¨É¨Î¥¸±¨
¶·μ ´ ²¨§¨·μ¢ ´Ò ¢ · ¡μÉ¥ [112]. ’ ³ ¡Ò²μ ¶μ± § ´μ, ÎÉμ ¢§ÖÉÒ¥ ¡Ê±¢ ²Ó´μ
ÔÉ¨ ³μ¤¥²¨ ¸É ²±¨¢ ÕÉ¸Ö ¸ ´¥±μÉμ·Ò³¨ ¸¥·Ó¥§´Ò³¨ ¶·μ¡²¥³ ³¨. •μÉÖ ´¥-
Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸ÉÓ „μ²£μ¢ ÄŠ ¢ ¸ ±¨ [111] ¡Ò²  ²¨±¢¨¤¨·μ¢ ´ , ¢¸¥ ¥Ð¥ μ¸É ²¨¸Ó
¤·Ê£¨¥ É¨¶Ò ¸¨´£Ê²Ö·´μ£μ ¶μ¢¥¤¥´¨Ö. ‚ Î ¸É´μ¸É¨, ¸ÊÐ¥¸É¢Ê¥É ¸¨´£Ê²Ö·´μ¸ÉÓ
¢ ¶·μÏ²μ³, ¶·¨ ±μÉμ·μ° ¸± ²Ö· ±·¨¢¨§´Ò R μ¡· Ð ¥É¸Ö ¢ ¡¥¸±μ´¥Î´μ¸ÉÓ
¢ ´¥±μÉμ·Ò° ±μ´¥Î´Ò° ³μ³¥´É ¢·¥³¥´¨ ¢ ¶·μÏ²μ³. �É  ¶·μ¡²¥³  ³μ¦¥É
¡ÒÉÓ Ê¸É· ´¥´  ¤μ¡ ¢²¥´¨¥³ ± ¤¥°¸É¢¨Õ R2-Î²¥´  ¸ ¤μ¸É ÉμÎ´μ ³ ²Ò³ ±μÔË-
Ë¨Í¨¥´Éμ³, · §·¥Ï¥´´Ò³ ¸μ¢·¥³¥´´Ò³¨ ´ ¡²Õ¤ É¥²Ó´Ò³¨ ¤ ´´Ò³¨.

�¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸ÉÓ,  ´ ²μ£¨Î´ Ö Éμ°, ±μÉμ· Ö · ¸¸³μÉ·¥´  ¢ ´ Ï¥° · ¡μ-
É¥ [121], ¡Ò²  ¢¶¥·¢Ò¥ μÉ³¥Î¥´  ¢ ¸É ÉÓ¥ [117] ¢ ¸²ÊÎ ¥ ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±μ°
Ô¢μ²ÕÍ¨¨ ´ § ¤ ¢ ¶·μÏ²μ¥. ‚ ´¥±μÉμ·μ³ ¸³Ò¸²¥ ¸¨´£Ê²Ö·´μ¸ÉÓ ¢ ¡Ê¤ÊÐ¥³
³μ¦¥É ¡ÒÉÓ ¶μ²ÊÎ¥´  ¨§ ¸¨´£Ê²Ö·´μ¸É¨ ¢ ¶·μÏ²μ³ μ¡· Ð¥´¨¥³ ¢·¥³¥´¨.
Œ É¥³ É¨Î¥¸±¨ μ¡¥ ÔÉ¨ μ¸μ¡¥´´μ¸É¨ μÎ¥´Ó ¶μÌμ¦¨, ´¥¸³μÉ·Ö ´  ´¥±μÉμ·ÊÕ
· §´¨ÍÊ, μ¡Ê¸²μ¢²¥´´ÊÕ ÔËË¥±É ³¨ ¸¦ É¨Ö ‚¸¥²¥´´μ° ¶·¨ ¤¢¨¦¥´¨¨ ´ § ¤ ¢μ
¢·¥³¥´¨. • ¡¡²μ¢¸±μ¥  ´É¨É·¥´¨¥ ¡² £μ¶·¨ÖÉ¸É¢Ê¥É · §¢¨É¨Õ ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¨
¢ ¸¦¨³ ÕÐ¥°¸Ö ‚¸¥²¥´´μ°. �¤´ ±μ, ´¥¸³μÉ·Ö ´  ³ É¥³ É¨Î¥¸±ÊÕ ¸Ìμ¦¥¸ÉÓ,
³¥¦¤Ê ÔÉ¨³¨ ¤¢Ê³Ö ¸¨¸É¥³ ³¨ ¨³¥¥É¸Ö ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´μ¥ · §²¨Î¨¥. ‘μ£² ¸´μ · -
¡μÉ¥ [117], ¸¨´£Ê²Ö·´μ¸É¨ ³μ¦´μ ¨§¡¥¦ ÉÓ, ¢Ò¡¨· Ö μ¶·¥¤¥²¥´´Ò° ¤¨ ¶ §μ´
´ Î ²Ó´ÒÌ Ê¸²μ¢¨°. ‚ · ¸¸³μÉ·¥´´ÒÌ ´ ³¨ ¸¨¸É¥³ Ì ¸ · ¸ÉÊÐ¥° ¶²μÉ´μ¸ÉÓÕ
Ô´¥·£¨¨ ¸¨´£Ê²Ö·´μ¸ÉÓ ¢μ§´¨± ¥É ¢ ¡Ê¤ÊÐ¥³ ¶·¨ ²Õ¡ÒÌ ´ Î ²Ó´ÒÌ Ê¸²μ¢¨ÖÌ.
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‚ · ¡μÉ Ì [118Ä120] ÊÉ¢¥·¦¤ ²μ¸Ó, ÎÉμ ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸ÉÓ ¸ ¡¥¸±μ´¥Î´Ò³
¸± ²Ö·μ³ ±·¨¢¨§´Ò, R, ³μ¦¥É ¢μ§´¨± ÉÓ ¢ ¡Ê¤ÊÐ¥³, ¥¸²¨ ´ Î ²Ó´Ò¥ Ê¸²μ¢¨Ö
¤²Ö R ´¥ ¡Ê¤ÊÉ ¶μ¤μ¡· ´Ò ¸¶¥Í¨ ²Ó´Ò³ μ¡· §μ³. �Éμ ¶μÌμ¦¥ ´  ±μ¸³μ²μ£¨Î¥-
¸±ÊÕ ¸¨ÉÊ Í¨Õ, μ¶¨¸ ´´ÊÕ ¢ [117]. ‘¨¸É¥³Ò, · ¸¸³μÉ·¥´´Ò¥ ¢ Í¨É¨·Ê¥³ÒÌ
· ¡μÉ Ì, μÉ²¨Î ÕÉ¸Ö μÉ Éμ°, ÎÉμ μ¡¸Ê¦¤ ¥É¸Ö ¢ μ¡§μ·¥, ¨ ¸¨´£Ê²Ö·´μ¸É¨ ¢
´¨Ì ³μ¦´μ ¨§¡¥¦ ÉÓ μ¶·¥¤¥²¥´´Ò³ ¢Ò¡μ·μ³ ´ Î ²Ó´ÒÌ Ê¸²μ¢¨°, ¢ Éμ ¢·¥³Ö
± ± ¢ ´ Ï¥³ ¸²ÊÎ ¥ ¸¨´£Ê²Ö·´μ¸ÉÓ ¢μ§´¨± ¥É ¤²Ö ²Õ¡μ£μ ´ Î ²Ó´μ£μ ¸μ¸ÉμÖ-
´¨Ö. ‚¸¥ μÉ³¥Î¥´´Ò¥ ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¨ ³μ¦´μ ¨¸±²ÕÎ¨ÉÓ, ¤μ¡ ¢²ÖÖ ¢ ¤¥°¸É¢¨¥
¸² £ ¥³μ¥, ¶·μ¶μ·Í¨μ´ ²Ó´μ¥ R2, ¨ ¤ ²¥¥ ³Ò · ¸¸³μÉ·¨³ ÔËË¥±ÉÒ ¢²¨Ö´¨Ö
É ±μ£μ ¤μ¶μ²´¨É¥²Ó´μ£μ Î²¥´ .

‚ ¤ ´´μ³ ¶μ¤· §¤¥²¥ · ¸¸³μÉ·¥´  Ë¨§¨Î¥¸± Ö ¸¨ÉÊ Í¨Ö, μÉ²¨Î ÕÐ Ö¸Ö μÉ
É¥Ì, ÎÉμ ¨¸¸²¥¤μ¢ ²¨¸Ó ¢ μÉ³¥Î¥´´ÒÌ ¢ÒÏ¥ · ¡μÉ Ì. � ¨³¥´´μ, ³Ò ¨§ÊÎ¨²¨
¶μ¢¥¤¥´¨¥  ¸É·μ´μ³¨Î¥¸±¨Ì μ¡Ñ¥±Éμ¢ ¸ · ¸ÉÊÐ¥° ¸μ ¢·¥³¥´¥³ ¶²μÉ´μ¸ÉÓÕ
³ ¸¸Ò ¨ ¶μ± § ²¨, ÎÉμ ¸± ²Ö· ±·¨¢¨§´Ò, R, ¤μ¸É¨£ ¥É ¡¥¸±μ´¥Î´μ ¡μ²ÓÏ¨Ì
§´ Î¥´¨° ¢ É¥Î¥´¨¥ ¢·¥³¥´¨, Ö¢²ÖÕÐ¥£μ¸Ö ³ ²Ò³ ¶μ ¸· ¢´¥´¨Õ ¸ ±μ¸³μ-
²μ£¨Î¥¸±¨³ ³ ¸ÏÉ ¡μ³ ¢·¥³¥´¨. �ÉÊ ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸ÉÓ ´¥ Ê¤ ¥É¸Ö ¨¸±²ÕÎ¨ÉÓ
¸¶¥Í¨ ²Ó´Ò³ ¶μ¤¡μ·μ³ ´ Î ²Ó´ÒÌ Ê¸²μ¢¨°.

ŒÒ ¨§ÊÎ ¥³ μ¡Ñ¥±ÉÒ ¸ ¶²μÉ´μ¸ÉÓÕ ³ ¸¸Ò, §´ Î¨É¥²Ó´μ ¶·¥¢μ¸Ìμ¤ÖÐ¥°
±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±ÊÕ, ρm 
 ρc. ‘μ¢·¥³¥´´ Ö ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸± Ö ¶²μÉ´μ¸ÉÓ Ô´¥·-
£¨¨ ρc ≈ 10−29 £/¸³3, ¢ Éμ ¢·¥³Ö ± ± ¶²μÉ´μ¸ÉÓ ³ ¸¸Ò, ¸± ¦¥³, ¶Ò²¥¢μ£μ
μ¡² ±  ¢ £ ² ±É¨±¥ ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ ¶μ·Ö¤±  ρm ∼ 10−24 £/¸³3. ’ ± ± ± ¤²Ö ´¥-
·¥²ÖÉ¨¢¨¸É¸±μ° ¸¨¸É¥³Ò ¢¥²¨Î¨´  ¸± ²Ö·  ±·¨¢¨§´Ò ¶·μ¶μ·Í¨μ´ ²Ó´  ¶²μÉ-
´μ¸É¨ ³ ¸¸Ò, ¶μ²ÊÎ ¥³ R 
 Rc. ‚ ÔÉμ³ ¶·¥¤¥²¥ ¸¶· ¢¥¤²¨¢μ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¥

F (R) ≈ −λRc

[
1 −

(
Rc

R

)2n
]

. (1.3)

“· ¢´¥´¨¥ ¤¢¨¦¥´¨Ö ¤²Ö ¸± ²Ö·  ±·¨¢¨§´Ò ¨³¥¥É ¢¨¤ (B.34)

3D2F ′
R − R + RF ′

R − 2F = T̃ , (1.4)

£¤¥ T̃ = 8πT
μ(m)
μ /M2

Pl,   T
μ(m)
μ Å ¸²¥¤ É¥´§μ·  Ô´¥·£¨¨-¨³¶Ê²Ó¸  ³ É¥·¨¨.

‚ ± Î¥¸É¢¥ ´ Î ²Ó´μ£μ · ¸¸³μÉ·¨³ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥, ¢ ±μÉμ·μ³ ³μ¤¨Ë¨Í¨·μ¢ ´-
´ Ö £· ¢¨É Í¨Ö ¢μ±·Ê£ ¨²¨ ¢´ÊÉ·¨ ´¥±μÉμ·ÒÌ ³ ¸¸¨¢´ÒÌ μ¡Ñ¥±Éμ¢ ´¥ ¸¨²Ó´μ
μÉ²¨Î ¥É¸Ö μÉ μ¡ÒÎ´μ° Ô°´ÏÉ¥°´μ¢¸±μ° (´ÓÕÉμ´μ¢¸±μ°) £· ¢¨É Í¨¨ ¨, ¸μμÉ-
¢¥É¸É¢¥´´μ, R ≈ −T̃ , ± ± ¸²¥¤Ê¥É ¨§ μ¡ÒÎ´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° �°´ÏÉ¥°´ .

�·μ ´ ²¨§¨·Ê¥³ ¢·¥³¥´´ÊÕ Ô¢μ²ÕÍ¨Õ ·¥Ï¥´¨° Ê· ¢´¥´¨Ö (1.4) ¤²Ö £· -
¢¨É Í¨μ´´μ£μ ¶μ²Ö ³ ¸¸¨¢´μ£μ μ¡Ñ¥±É , ¶²μÉ´μ¸ÉÓ ±μÉμ·μ£μ ³¥´Ö¥É¸Ö ¸μ ¢·¥-
³¥´¥³. �·¥¤¶μ²μ¦¨³, ÎÉμ £· ¢¨É Í¨μ´´μ¥ ¶μ²¥ É ±μ£μ μ¡Ñ¥±É  ³ ²μ, ± ± ÔÉμ
μ¡ÒÎ´μ ¡Ò¢ ¥É. ‘μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ, Ëμ´μ¢ÊÕ ³¥É·¨±Ê ³μ¦´μ ¸Î¨É ÉÓ ¶·¨¡²¨-
¦¥´´μ ¶²μ¸±μ°, ¨ ±μ¢ ·¨ ´É´Ò¥ ¶·μ¨§¢μ¤´Ò¥ ³μ¦´μ § ³¥´¨ÉÓ ´  μ¡ÒÎ´Ò¥
¶·μ¨§¢μ¤´Ò¥ ¢ ¶²μ¸±μ³ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥. ‘²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ:

D2F ′ = (∂2
t − Δ)F ′ = F ′′(∂2

t − Δ)R + F ′′′[(Ṙ)2 − (∇R)2], (1.5)
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£¤¥ ÏÉ·¨Ì ¶μ¤· §Ê³¥¢ ¥É ¶·μ¨§¢μ¤´ÊÕ ¶μ R, Δ Å μ¡ÒÎ´Ò° ² ¶² ¸¨ ´,   ∇ Å
£· ¤¨¥´É.

�μ¤¸É ¢²ÖÖ ¢Ò· ¦¥´¨¥ (1.3) ¤²Ö F (R) ¶·¨ ¡μ²ÓÏ¨Ì R ¢ Ê· ¢´¥´¨¥ (1.4),
¶μ²ÊÎ¨³

(∂2
t − Δ)R − (2n + 2)

Ṙ2 − (∇R)2

R
+

R2

3n(2n + 1)

(
R2n

R2n
c

− (n + 1)
)
−

− R2n+2

6n(2n + 1)λR2n+1
c

(R + T̃ ) = 0. (1.6)

ˆ§-§  ´ ²¨Î¨Ö ´¥²¨´¥°´ÒÌ Î²¥´μ¢, ¸μ¤¥·¦ Ð¨Ì ¶·μ¨§¢μ¤´Ò¥, ¤ ´´μ¥ Ê· ¢-
´¥´¨¥ É·Ê¤´μ  ´ ²¨§¨·μ¢ ÉÓ, ¶μÔÉμ³Ê ¢³¥¸Éμ ´¥£μ · ¸¸³μÉ·¨³ Ê· ¢´¥´¨¥ ¤²Ö
F ′(R) ¨ ¢Ò· §¨³ R Î¥·¥§ F ′, ¨¸¶μ²Ó§ÊÖ ¸μμÉ´μÏ¥´¨¥

F ′ = −2nλ

(
Rc

R

)2n+1

. (1.7)

�É³¥É¨³, ÎÉμ ¡¥¸±μ´¥Î´μ³Ê R ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É F ′ = 0, ¨ ¥¸²¨ ¶·μ¨§¢μ¤´ Ö F ′

μ¡· Ð ¥É¸Ö ¢ ´Ê²Ó, ÔÉμ μ§´ Î ¥É, ÎÉμ ¸± ²Ö· ±·¨¢¨§´Ò R ¸É ´μ¢¨É¸Ö ¡¥¸±μ-
´¥Î´μ ¡μ²ÓÏ¨³.

‚¢¥¤¥³ ´μ¢ÊÕ ËÊ´±Í¨Õ w = −F ′. “· ¢´¥´¨¥ (1.6) ¢ É¥·³¨´ Ì w ¨³¥¥É
¶·μ¸Éμ° ¢¨¤ ¨ μ¶¨¸Ò¢ ¥É ´¥£ ·³μ´¨Î¥¸±¨° μ¸Í¨²²ÖÉμ·:

(∂2
t − Δ)w + U ′(w) = 0. (1.8)

�μÉ¥´Í¨ ² U(w) · ¢¥´:

U(w) =
1
3

(
T̃ − 2λRc

)
w +

Rc

3

[
qν

2nν
w2nν +

(
qν +

2λ

q2nν

)
w1+2nν

1 + 2nν

]
, (1.9)

£¤¥ ν = 1/(2n+1), q = 2nλ, ¨ ¢ Ê· ¢´¥´¨¨ (1.8) U ′(w) = dU/dw. � ¶μ³´¨³,
ÎÉμ T̃ 
 Rc. ˆÌ μÉ´μÏ¥´¨¥ ¶μ·Ö¤±  T̃ /Rc ∼ ρm/ρc 
 1 ¨, ¸²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ,
w � 1. ’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¢ ±¢ ¤· É´ÒÌ ¸±μ¡± Ì ¢ Ê· ¢´¥´¨¨ (1.9) ¤μ³¨´¨·Ê¥É
¶¥·¢μ¥ ¸² £ ¥³μ¥. �μÉ¥´Í¨ ² U ¡Ê¤¥É § ¢¨¸¥ÉÓ μÉ ¢·¥³¥´¨, ¥¸²¨ ¶²μÉ´μ¸ÉÓ
³ ¸¸Ò · ¸¸³ É·¨¢ ¥³μ£μ μ¡Ñ¥±É  ³¥´Ö¥É¸Ö ¸μ ¢·¥³¥´¥³, T̃ = T̃ (t).

…¸²¨ ¢ Ê· ¢´¥´¨ÖÌ (1.8), (1.9) μ¸É ¢¨ÉÓ Éμ²Ó±μ ¤μ³¨´¨·ÊÕÐ¨¥ ¸² £ ¥-
³Ò¥ ¨ ¶·¥´¥¡·¥ÎÓ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥´´Ò³¨ ¶·μ¨§¢μ¤´Ò³¨, Ê· ¢´¥´¨¥ (1.8) ¸¢¥-
¤¥É¸Ö ± ¶·μ¸Éμ³Ê ¢¨¤Ê

ẅ +
T̃

3
− qν(−Rc)

3wν
= 0. (1.10)

“¤μ¡´μ ¢¢¥¸É¨ ¡¥§· §³¥·´Ò¥ ¢¥²¨Î¨´Ò

t = γτ, w = βζ, (1.11)
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£¤¥ β ¨ γ ¢Ò¡· ´Ò É ±¨³ μ¡· §μ³ (¸³. ´¨¦¥), ÎÉμ Ê· ¢´¥´¨¥ ¤²Ö ζ ¸É ´μ¢¨É¸Ö
μ¸μ¡¥´´μ ¶·μ¸ÉÒ³:

ζ′′ − ζ−ν + (1 + κτ) = 0. (1.12)

‡¤¥¸Ó ÏÉ·¨Ì μ¡μ§´ Î ¥É ¤¨ËË¥·¥´Í¨·μ¢ ´¨¥ ¶μ τ ¨ ¸²¥¤ É¥´§μ·  Ô´¥·£¨¨-
¨³¶Ê²Ó¸  ¶ · ³¥É·¨§μ¢ ´ ¸²¥¤ÊÕÐ¨³ μ¡· §μ³:

T̃ (τ) = T̃0(1 + κτ). (1.13)

�μ¸ÉμÖ´´Ò¥ γ ¨ β ¤ ÕÉ¸Ö ¢Ò· ¦¥´¨Ö³¨

γ2 =
3q

(−Rc)

(
−Rc

T̃0

)2(n+1)

, (1.14)

β =
γ2T̃0

3
= q

(
−Rc

T̃0

)2n+1

. (1.15)

’ ±¨³ μ¡· §μ³, β Ö¢²Ö¥É¸Ö ³ ²Ò³ ¡¥§· §³¥·´Ò³ ¶ · ³¥É·μ³,   γ ¨³¥¥É · §-
³¥·´μ¸ÉÓ ¢·¥³¥´¨. ‘ÊÐ¥¸É¢¥´´μ, ÎÉμ γ, μ¶·¥¤¥²ÖÕÐ¥¥ Ì · ±É¥·´Ò° ³ ¸ÏÉ ¡
¢·¥³¥´¨, ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ §´ Î¨É¥²Ó´μ ³¥´ÓÏ¥, Î¥³ ¢μ§· ¸É ‚¸¥²¥´´μ°, tU , ¡² £μ-
¤ ·Ö ´ ²¨Î¨Õ ³ ²μ£μ Ë ±Éμ·  (Rc/T̃0)n+1. �μ² £ Ö, ÎÉμ 3q ∼ 1 ¨ Rc ∼ 1/t2U ,
´ °¤¥³ ¤²Ö n = 2 ¨ ρm = 10−24 £/¸³3: γ ≈ 400 ¸. —¥³ ¡μ²ÓÏ¥ ¡Ê¤¥É n ¨²¨
ρm, É¥³ ³¥´ÓÏ¥ §´ Î¥´¨¥ γ. � ¶·¨³¥·, ¥¸²¨ n = 3, ¤²Ö Éμ° ¦¥ ¶²μÉ´μ¸É¨
ρm ´ Ìμ¤¨³ γ = 0,004 ¸.

‚ ¸²ÊÎ ¥ ¶μ¸ÉμÖ´´μ£μ T̃ (κ = 0) ¨²¨ ³¥¤²¥´´μ ³¥´ÖÕÐ¥£μ¸Ö T̃ (κ � 1)
·¥Ï¥´¨¥ Ê· ¢´¥´¨Ö (1.12) μÎ¥¢¨¤´μ. …¸²¨ ´ Î ²Ó´Ò¥ §´ Î¥´¨Ö ζ(0) ¨ ζ′(0)
¤μ¸É ÉμÎ´μ ³ ²Ò, ζ(τ) μ¸Í¨²²¨·Ê¥É ¢μ±·Ê£ ³¨´¨³Ê³  ¶μÉ¥´Í¨ ² , · ¸¶μ²μ-
¦¥´´μ£μ ¢ ÉμÎ±¥

ζmin = (1 + κτ)−1/ν . (1.16)

…¸²¨ ¶μ ± ±μ°-Éμ ¶·¨Î¨´¥ ¢¥²¨Î¨´  ζ(0) ¶·¨³¥É ¤μ¸É ÉμÎ´μ ¡μ²ÓÏμ¥
§´ Î¥´¨¥, ζ > (1 − ν)1/ν , É ±μ¥, ÎÉμ ¶μÉ¥´Í¨ ²

U(ζ) = ζ − ζ1−ν/(1 − ν) (1.17)

¸É ´¥É ¶μ²μ¦¨É¥²Ó´Ò³, Éμ, μÎ¥¢¨¤´μ, ¢ ± ±μ°-Éμ ³μ³¥´É ζ(τ) ®¶¥·¥¶·Ò£´¥É¯
¶μÉ¥´Í¨ ², · ¢´Ò° ´Ê²Õ ¶·¨ ζ = 0 (®¢μ²´Ò ¸ ¶¥·¥Ì²¥¸Éμ³¯). „·Ê£¨³¨ ¸²μ-
¢ ³¨, ζ(τ) ¤μ¸É¨£´¥É ´Ê²Ö, ÎÉμ ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É ¡¥¸±μ´¥Î´μ³Ê ¸± ²Ö·Ê ±·¨¢¨§´Ò
R, ¨ ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸ÉÓ ³μ¦¥É · §¢¨ÉÓ¸Ö §  ±μ´¥Î´μ¥ ¢·¥³Ö. �´ ²μ£¨Î´ Ö ¸¨ÉÊ -
Í¨Ö ³μ¦¥É ·¥ ²¨§μ¢ ÉÓ¸Ö, ¥¸²¨ ´ Î ²Ó´ Ö ¸±μ·μ¸ÉÓ ζ′(0) μ± ¦¥É¸Ö ¤μ¸É ÉμÎ´μ
¡μ²ÓÏμ°.

‘¨´£Ê²Ö·´μ¸ÉÓ É ±¦¥ ¤μ¸É¨¦¨³  §  ±μ´¥Î´μ¥ ¢·¥³Ö, ¤ ¦¥ ¥¸²¨ ¶¥·¢μ-
´ Î ²Ó´μ ζ ´ Ìμ¤¨² ¸Ó ¢ ³¨´¨³Ê³¥ ¶μÉ¥´Í¨ ²  ¨ ´ Î ²Ó´ Ö ¸±μ·μ¸ÉÓ ¡Ò² 
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· ¢´  ´Ê²Õ. �Éμ ¡Ê¤¥É ¨³¥ÉÓ ³¥¸Éμ ¶·¨ ¶μ²μ¦¨É¥²Ó´ÒÌ κ, É. ¥. ¥¸²¨ ¶²μÉ-
´μ¸ÉÓ Ô´¥·£¨¨ · ¸É¥É ¸μ ¢·¥³¥´¥³. „¢¨¦¥´¨¥ ³¨´¨³Ê³  ¶μÉ¥´Í¨ ² , ζmin,
± ´Ê²Õ ¨ μ¤´μ¢·¥³¥´´μ¥ Ê³¥´ÓÏ¥´¨¥ £²Ê¡¨´Ò ¶μÉ¥´Í¨ ²Ó´μ° Ö³Ò μ¡²¥£Î ÕÉ
¶·¨¡²¨¦¥´¨¥ ± ´Ê²Õ ËÊ´±Í¨¨ ζ(τ).

ŒÒ ·¥Ï¨²¨ Ê· ¢´¥´¨¥ (1.12) Î¨¸²¥´´μ ¨ μ¡´ ·Ê¦¨²¨, ÎÉμ, ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ,
¤²Ö · ¸ÉÊÐ¥£μ T̃ (τ) ¸¨´£Ê²Ö·´μ¸ÉÓ R → ∞ ¤μ¸É¨£ ¥É¸Ö §  ±μ´¥Î´μ¥ ¢·¥³Ö ¶·¨
¤μ¸É ÉμÎ´μ μ¡Ð¨Ì Ê¸²μ¢¨ÖÌ. �¥Ï¥´¨¥ ¤²Ö n = 3, κ = 0,01, ¨ ρm/ρc = 105

¶·¥¤¸É ¢²¥´μ ´  ·¨¸. 1, £¤¥ ´  ·¨¸.   ¶·¨¢¥¤¥´μ μÉ´μÏ¥´¨¥ ζ/ζmin,   ´  ·¨¸. ¡
¶μ± § ´Ò ËÊ´±Í¨¨ ζ ¨ ζmin ¶μ μÉ¤¥²Ó´μ¸É¨.

�  ·¨¸. 2 ¨§μ¡· ¦¥´ £· Ë¨± ¤²Ö ¡¥§· §³¥·´μ£μ ¸± ²Ö·  ±·¨¢¨§´Ò R/Rin,
μÉ¢¥Î ÕÐ¥£μ ËÊ´±Í¨¨ ζ(τ), ¶·¨ É¥Ì ¦¥ Ê¸²μ¢¨ÖÌ, ÎÉμ ¨ ´  ·¨¸. 1. ’μÎ± ,
¢ ±μÉμ·μ° ËÊ´±Í¨Ö ζ(τ) μ¡· Ð ¥É¸Ö ¢ ´Ê²Ó, ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É ¸¨´£Ê²Ö·´μ¸É¨
¸ ¡¥¸±μ´¥Î´Ò³ R. ƒ· Ë¨±¨, ¶·¨¢¥¤¥´´Ò¥ ´  ·¨¸. 1 ¨ 2, ¶μ²ÊÎ¥´Ò ¶·¨ ´ -
Î ²Ó´ÒÌ Ê¸²μ¢¨ÖÌ ζ0 = ζ(0) = 1 (É. ¥. R = RGR, £¤¥ RGR Å §´ Î¥´¨¥ ¸± ²Ö· 
±·¨¢¨§´Ò ¢ �’�) ¨ ζ′0 = ζ′(0) = 0. �¤´ ±μ · §¢¨É¨¥ ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¨ ¶·μ¨¸-
Ìμ¤¨É ´¥§ ¢¨¸¨³μ μÉ ´ Î ²Ó´ÒÌ Ê¸²μ¢¨°. ‘É·μ£¨° ¢Ò¡μ· ´ Î ²Ó´ÒÌ Ê¸²μ¢¨°
μ¡¸Ê¦¤ ¥É¸Ö ¢ ´ Ï¥° · ¡μÉ¥ [134].

‚ É¥·³¨´ Ì Ë¨§¨Î¥¸±μ£μ ¢·¥³¥´¨, t, Ô¢μ²ÕÍ¨Õ ¶²μÉ´μ¸É¨ Ô´¥·£¨¨ ³μ¦´μ
¶·¥¤¸É ¢¨ÉÓ ± ± T (t) = T0(1 + t/tch), £¤¥ tch ¥¸ÉÓ Ì · ±É¥·´μ¥ ¢·¥³Ö ¸¦ É¨Ö.

�¨¸. 1.  ) �É´μÏ¥´¨¥ ζ/ζmin; ¡) ËÊ´±Í¨¨ ζ (μ¸Í¨²²¨·ÊÕÐ Ö) ¨ ζmin (£² ¤± Ö) ¢
§ ¢¨¸¨³μ¸É¨ μÉ ¢·¥³¥´¨ τ ¶·¨ n = 3, κ = 0,01, ρm/ρc = 105

�¨¸. 2. 	¥§· §³¥·´Ò° ¸± ²Ö· ±·¨¢¨§´Ò R/Rin ¶·¨ n = 3, κ = 0,01, ρm/ρc = 105
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ŠμÔËË¨Í¨¥´É κ ¢ Ê· ¢´¥´¨¨ (1.13) ¢Ò· ¦ ¥É¸Ö Î¥·¥§ tch ± ±

κ =
γ

tch
. (1.18)

„²Ö κ = 0,01, n = 2, ρm/ρc = 105 ´ Ìμ¤¨³ tch = 4 · 104 ¸, ¢ Éμ ¢·¥³Ö ± ±
¶·¥¤¸É ¢²¥´´μ³Ê ´  ·¨¸. 1 ¨ 2 ¸²ÊÎ Õ ¸ n = 3 ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É tch = 0,4 ¸.

• · ±É¥·´μ¥ ¢·¥³Ö ¢ ·¨ Í¨¨ ¶²μÉ´μ¸É¨ ³μ¦´μ μÍ¥´¨ÉÓ ± ± tch ∼ d/v,
£¤¥ d Å ÔÉμ · §³¥· ¸¨¸É¥³Ò,   v Å ¸±μ·μ¸ÉÓ ¸μ¸É ¢²ÖÕÐ¨Ì Î ¸É¨Í ¢ ¶·μÍ¥¸¸¥
±μ²² ¶¸  μ¡² ±  ¨²¨ ¶·¨ ¸Éμ²±´μ¢¥´¨¨ μ¡² ±μ¢. ‚ ¶¥·¢μ³ ¸²ÊÎ ¥ ¸±μ·μ¸ÉÓ
¡Ê¤¥É ¤μ¢μ²Ó´μ ´¨§±μ° ¨ μ¦¨¤ ¥³μ¥ Ì · ±É¥·´μ¥ ¢·¥³Ö μ± ¦¥É¸Ö ¡²¨§±¨³
± ´ÓÕÉμ´μ¢¸±μ³Ê ¢·¥³¥´¨ ¸¢μ¡μ¤´μ£μ ¶ ¤¥´¨Ö, ´μ ¢ ¸²ÊÎ ¥ ¸É ²±¨¢ ÕÐ¨Ì¸Ö
μ¡² ±μ¢ ¸±μ·μ¸É¨ μ¡ÒÎ´μ £ ² ±É¨Î¥¸±¨¥, μ±μ²μ 300 ±³/¸. ‘±μ·μ¸ÉÓ ³μ¦¥É
¡ÒÉÓ ¥Ð¥ ¡μ²ÓÏ¥ ¶·¨ ¸Éμ²±´μ¢¥´¨¨ ¢Ò¡·μ¸  ¸¢¥·Ì´μ¢μ° ¸ £ ² ±É¨Î¥¸±¨³¨
¨²¨ ³¥¦£ ² ±É¨Î¥¸±¨³¨ μ¡² ± ³¨.

Œμ¦´μ ¤¥°¸É¢μ¢ ÉÓ ¨ ¶μ-¤·Ê£μ³Ê,   ¨³¥´´μ, μÍ¥´¨ÉÓ κ, §´ Ö · §³¥· d
μ¡Ñ¥±É  ¸ ¨§³¥´ÖÕÐ¥°¸Ö ³ ¸¸μ° ¨²¨ · §³¥·Ò ¸É ²±¨¢ ÕÐ¨Ì¸Ö μ¡Ñ¥±Éμ¢:

κ =
γv

d
. (1.19)

�·¨ n > 2 ¨  ¸É·μ´μ³¨Î¥¸±¨ ¡μ²ÓÏ¨Ì μ¡² ± Ì ¸²¥¤Ê¥É μ¦¨¤ ÉÓ κ � 1. „²Ö
μÎ¥´Ó ³ ²ÒÌ κ ´ Ï¨ Î¨¸²¥´´Ò¥ · ¸Î¥ÉÒ ¸ ¡Ò¸É·μ μ¸Í¨²²¨·ÊÕÐ¨³¨ ËÊ´±-
Í¨Ö³¨ ´¥´ ¤¥¦´Ò, ´μ ¥¸É¥¸É¢¥´´μ μ¦¨¤ ÉÓ, ÎÉμ ¸¨¸É¥³  ¤μ¸É¨£´¥É ¸¨´£Ê²Ö·-
´μ¸É¨ §  ±μ´¥Î´μ¥ ¢·¥³Ö ¸μ£² ¸´μ ¶·¥¤¸É ¢²¥´´μ³Ê ¢ÒÏ¥  ´ ²¨§Ê.

Š ± ¸²¥¤Ê¥É ¨§ Î¨¸²¥´´ÒÌ · ¸Î¥Éμ¢, ¸¨´£Ê²Ö·´μ¸ÉÓ ¤μ¸É¨£ ¥É¸Ö ¶·¨
t ∼ tch. �Éμ ¢·¥³Ö ´ ³´μ£μ ³¥´ÓÏ¥ ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±μ£μ ¢·¥³¥´¨ ¤²Ö μ¡² ±μ¢
¶²μÉ´μ° ³ É¥·¨¨ ¢ £ ² ±É¨± Ì ¨²¨ ±μ²² ¶¸¨·ÊÕÐ¨Ì μ¡² ±μ¢, μ¡· §ÊÕÐ¨Ì
§¢¥§¤Ê ¨²¨ ¨´μ¥ ±μ¸³¨Î¥¸±μ¥ É¥²μ.

�·¨  ´ ²¨§¥ Ê· ¢´¥´¨Ö (1.8) ³Ò ¶·¥´¥¡·¥£²¨ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥´´Ò³¨ ¶·μ¨§-
¢μ¤´Ò³¨. �  ¶¥·¢Ò° ¢§£²Ö¤ ÊÎ¥É ÔÉ¨Ì ¸² £ ¥³ÒÌ ³μ¦¥É ¶·¥¶ÖÉ¸É¢μ¢ ÉÓ μ¡· -
§μ¢ ´¨Õ ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¨, ÎÉμ, ´ ¶·¨³¥·, ¶·μ¨¸Ìμ¤¨É ¢ ¶·μÍ¥¸¸¥ Ëμ·³¨·μ-
¢ ´¨Ö ¸É·Ê±ÉÊ·Ò ¢¸²¥¤¸É¢¨¥ £· ¢¨É Í¨μ´´μ° (¤¦¨´¸μ¢¸±μ°) ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¨.
�¤´ ±μ · ¸¸³ É·¨¢ ¥³ Ö ´ ³¨ ¸¨ÉÊ Í¨Ö Ö¢²Ö¥É¸Ö ¶·μÉ¨¢μ¶μ²μ¦´μ°, ¨ ´¥μ¤-
´μ·μ¤´μ¸É¨ ¸É¨³Ê²¨·ÊÕÉ ¢μ§´¨±´μ¢¥´¨¥ ¸¨´£Ê²Ö·´μ¸É¨. „¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ, ¢²¨-
Ö´¨¥ ´¥μ¤´μ·μ¤´μ¸É¥° ³μ¦´μ μ¶¨¸ ÉÓ ¤μ¡ ¢²¥´¨¥³ ¸² £ ¥³μ£μ w/d2 ¢ Ê· ¢-
´¥´¨¥ (1.8) ¸ ¶μ²μ¦¨É¥²Ó´Ò³ ±μÔËË¨Í¨¥´Éμ³. ’ ±μ¥ ¸² £ ¥³μ¥ Ô±¢¨¢ ²¥´É´μ
¶μÖ¢²¥´¨Õ ¤μ¶μ²´¨É¥²Ó´μ° ¸¨²Ò ¶·¨ÉÖ¦¥´¨Ö, Éμ²± ÕÐ¥° w ¨²¨ ζ ± ´Ê²Õ,
É. ¥. ± R → ∞.

‘ÊÐ¥¸É¢ÊÕÉ · §²¨Î´Ò¥ ¸¨ÉÊ Í¨¨, ¶·¨ ±μÉμ·ÒÌ Ê¸²μ¢¨Ö, ¶·¨¢μ¤ÖÐ¨¥
± ¸¨´£Ê²Ö·´μ¸É¨, ³μ£ÊÉ ¡ÒÉÓ ·¥ ²¨§μ¢ ´Ò: ±μ²² ¶¸ £ §μ¢μ£μ μ¡² ± , ¶·¨¢μ¤Ö-
Ð¨° ± μ¡· §μ¢ ´¨Õ §¢¥§¤Ò; ¸Éμ²±´μ¢¥´¨¥ ¤¢ÊÌ £ §μ¢ÒÌ μ¡² ±μ¢ ¢ £ ² ±É¨±¥;
§¢¥§¤´Ò¥ ¢Ò¡·μ¸Ò, ¸É ²±¨¢ ÕÐ¨¥¸Ö ¸ ³¥¦§¢¥§¤´Ò³ ¨²¨ ³¥¦£ ² ±É¨Î¥¸±¨³
¢¥Ð¥¸É¢μ³, ¨ ³´μ£¨¥ ¤·Ê£¨¥ Ö¢²¥´¨Ö. ‘ ¢ÒÎ¨¸²¨É¥²Ó´μ° ÉμÎ±¨ §·¥´¨Ö É ±¨¥
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¶·μÍ¥¸¸Ò ³μ£ÊÉ ¡ÒÉÓ ²¨¡μ  ¤¨ ¡ É¨Î¥¸±¨³¨, ±μ£¤  ¶²μÉ´μ¸ÉÓ ³ ¸¸Ò ³¥´Ö¥É¸Ö
³¥¤²¥´´μ (ÔÉμ ¨ ¥¸ÉÓ ¸²ÊÎ °, ¶·μ ´ ²¨§¨·μ¢ ´´Ò° ¢ÒÏ¥), ²¨¡μ ¡Ò¸É·Ò³¨,
±μ£¤  ¶²μÉ´μ¸ÉÓ ³ ¸¸Ò ¨§³¥´Ö¥É¸Ö ³£´μ¢¥´´μ ¢ ¢¨¤¥ ¢§·Ò¢ . �μ¸²¥¤´¥¥, ¶μ-
¢¨¤¨³μ³Ê, ¶·¨¢¥¤¥É ± ¥Ð¥ ¡μ²¥¥ ¡Ò¸É·μ³Ê ¶·¨¡²¨¦¥´¨Õ ± ¸¨´£Ê²Ö·´μ¸É¨.

1.2. �¸Í¨²²ÖÍ¨¨ ±·¨¢¨§´Ò ¢ F (R)-³μ¤¥²ÖÌ ³μ¤¨Ë¨Í¨·μ¢ ´´μ° £· ¢¨-
É Í¨¨. ‘¨´£Ê²Ö·´μ¸É¥° ¢ ¶·μÏ²μ³ ¨ ¡Ê¤ÊÐ¥³, · ¸¸³μÉ·¥´´ÒÌ ¢μ ¢¢¥¤¥´¨¨ ¨
¶. 1.1, ³μ¦´μ ¨§¡¥¦ ÉÓ, ¥¸²¨ ³μ¤¨Ë¨Í¨·μ¢ ÉÓ ËÊ´±Í¨Õ F (R), ¤μ¡ ¢²ÖÖ ± ´¥°
±¢ ¤· É¨Î´μ¥ ¶μ ±·¨¢¨§´¥ ¸² £ ¥³μ¥ ¢¨¤  R2/(6m2) [31,32]. ‚ ¶μ¸²¥¤ÊÕÐ¥³
³Ò ¡Ê¤¥³ · ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ ³μ¤¥²Ó (1.2) ¸ ¢±²ÕÎ¥´´Ò³ ¢ ´¥¥ R2-Î²¥´μ³:

F (R) = −λRc

[
1 −

(
1 +

R2

R2
c

)−n
]
− R2

6m2
, (1.20)

±μÉμ·Ò° Ê¸É· ´Ö¥É ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±ÊÕ ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸ÉÓ ¢ ¶·μÏ²μ³ [117],   É ±-
¦¥ ¶·¥¤μÌ· ´Ö¥É μÉ ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¨ ±·¨¢¨§´Ò ¢ ¡Ê¤ÊÐ¥³ ¢ ¸¦¨³ ÕÐ¨Ì¸Ö
¸¨¸É¥³ Ì [118Ä122]. R2-Î²¥´, μÉ¸ÊÉ¸É¢ÊÕÐ¨° ¢ ¶¥·¢μ´ Î ²Ó´μ° Ëμ·³Ê²¨·μ¢-
±¥ [115], ¸ÊÐ¥¸É¢¥´ Éμ²Ó±μ ¶·¨ μÎ¥´Ó ¡μ²ÓÏ¨Ì §´ Î¥´¨ÖÌ ±·¨¢¨§´Ò, ¶μ-
¸±μ²Ó±Ê ¶ · ³¥É· m ¤μ²¦¥´ ¡ÒÉÓ ¡μ²ÓÏ¥ ¨²¨ ¶μ·Ö¤±  105 ƒÔ‚ [126] ¤²Ö
¸μÌ· ´¥´¨Ö Ê¸¶¥Ï´ÒÌ ¶·¥¤¸± § ´¨° ¸É ´¤ ·É´μ£μ ¶¥·¢¨Î´μ£μ ´Ê±²¥μ¸¨´É¥§ .

‚ ´ Ï¨Ì · ¡μÉ Ì [131Ä134] ³Ò ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ²¨ ³μ¤¥²Ó, μ¸´μ¢ ´´ÊÕ ´ 
Ê· ¢´¥´¨¨ (1.20). 	μ²ÓÏ Ö ¢¥²¨Î¨´  m ¶μ¤· §Ê³¥¢ ¥É, ÎÉμ ¸É ¡¨²¨§ Í¨Ö
¡Ê¤¥É ´ ¸ÉÊ¶ ÉÓ ¶·¨ μÎ¥´Ó ¢Ò¸μ±¨Ì R. •μÉÖ ¸± ²Ö· ±·¨¢¨§´Ò R ´¥ ¸É ´μ¢¨É¸Ö
¡¥¸±μ´¥Î´Ò³, μ´ ³μ¦¥É ¤μ¸É¨£ ÉÓ μ£·μ³´ÒÌ §´ Î¥´¨° ¢ ¸¨¸É¥³ Ì ¸ · ¸ÉÊÐ¥°
¶²μÉ´μ¸ÉÓÕ ³ ¸¸Ò. �ÉμÉ ·μ¸É μ¡ÒÎ´μ ¢μ§´¨± ¥É ¶μ¸²¥ ´ Î ²  Ëμ·³¨·μ¢ ´¨Ö
¸É·Ê±ÉÊ· ¶·¨ ±· ¸´μ³ ¸³¥Ð¥´¨¨ z ∼ 104 ¨²¨ ¢ ¡μ²¥¥ ¶μ§¤´¨¥ ³μ³¥´ÉÒ
¢·¥³¥´¨.

�¸μ¡Ò° ¨´É¥·¥¸ ¶·¥¤¸É ¢²Ö¥É ·¥¦¨³ |Rc| � |R| � m2, ¢ ±μÉμ·μ³ ËÊ´±-
Í¨Õ F (R) ³μ¦´μ  ¶¶·μ±¸¨³¨·μ¢ ÉÓ ± ±

F (R) 	 −Rc

[
1 −

(
Rc

R

)2n
]
− R2

6m2
. (1.21)

ŒÒ · ¸¸³ É·¨¢ ¥³ ¶μÎÉ¨ μ¤´μ·μ¤´μ¥ · ¸¶·¥¤¥²¥´¨¥ ¢¥Ð¥¸É¢  ¡¥§ ¤ ¢²¥´¨Ö, ¸
¶²μÉ´μ¸ÉÓÕ Ô´¥·£¨¨/³ ¸¸Ò, · ¸ÉÊÐ¥° ¸μ ¢·¥³¥´¥³, ´μ ¢¸¥ ¥Ð¥ μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ
´¨§±μ° (´ ¶·¨³¥·, £ §μ¢μ¥ μ¡² ±μ ¢ ¶·μÍ¥¸¸¥ Ëμ·³¨·μ¢ ´¨Ö £ ² ±É¨±¨ ¨²¨
§¢¥§¤Ò). ‚ ÔÉμ³ ¸²ÊÎ ¥ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥´´Ò³¨ ¶·μ¨§¢μ¤´Ò³¨ ³μ¦´μ ¶·¥´¥-
¡·¥ÎÓ ¨, ¥¸²¨ μ¡Ñ¥±É ¤ ²¥± μÉ Ëμ·³¨·μ¢ ´¨Ö Î¥·´μ° ¤Ò·Ò, ¶·μ¸É· ´¸É¢¥´´μ-
¢·¥³¥´´ Ö ³¥É·¨±  ¶·¨¡²¨¦¥´´μ Ö¢²Ö¥É¸Ö ³¥É·¨±μ° Œ¨´±μ¢¸±μ£μ. ’μ£¤ 
Ê· ¢´¥´¨¥ (1.4) ¶·¨´¨³ ¥É ¢¨¤

3∂2
t F ′

R − R − T̃ = 0. (1.22)
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‚¢¥¤¥³ ¡¥§· §³¥·´Ò¥ ¢¥²¨Î¨´Ò ∗

z ≡ T (t)
T (tin)

≡ T (t)
T0

=
ρm(t)
ρm0

, y ≡ − R

T̃0

,

g ≡ T̃ 2n+2
0

6n(−Rc)2n+1m2
=

1
6n(mtU )2

(
ρm0

ρc

)2n+2

, τ ≡ m
√

g t,

(1.23)

£¤¥ ρc ≈ 10−29 £/¸³3 Å ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸± Ö ¶²μÉ´μ¸ÉÓ Ô´¥·£¨¨ ¢ ´ ¸ÉμÖÐ¥¥
¢·¥³Ö, ρm0 Å ´ Î ²Ó´μ¥ §´ Î¥´¨¥ ¶²μÉ´μ¸É¨ ³ ¸¸Ò/Ô´¥·£¨¨ · ¸¸³ É·¨¢ -
¥³μ° ¸¨¸É¥³Ò, T̃0 = 8πρm0/M

2
Pl. „ ²¥¥ ¢¢¥¤¥³ ´μ¢μ¥ ¸± ²Ö·´μ¥ ¶μ²¥:

ξ ≡ 1
2n

(
T̃0

Rc

)2n+1

F ′
R =

1
y2n+1

− gy. (1.24)

‚ É¥·³¨´ Ì ÔÉμ£μ ¶μ²Ö Ê· ¢´¥´¨¥ (1.22) ³μ¦´μ § ¶¨¸ ÉÓ ¢ ¶·μ¸Éμ° μ¸Í¨²²Ö-
Éμ·´μ° Ëμ·³¥:

ξ′′ + z − y = 0, (1.25)

£¤¥ ÏÉ·¨Ì μ§´ Î ¥É ¶·μ¨§¢μ¤´ÊÕ ¶μ τ . �μÉ¥´Í¨ ² μ¸Í¨²²ÖÉμ·  μ¶·¥¤¥²Ö¥É¸Ö
± ±

∂U

∂ξ
= z − y(ξ). (1.26)

‡ ³¥´  (1.24)  ´ ²μ£¨Î´  Éμ°, ÎÉμ ¡Ò²  ¸¤¥² ´  ¢ [121], ´μ É¥¶¥·Ó y ´¥
³μ¦¥É ¡ÒÉÓ ¢Ò· ¦¥´μ  ´ ²¨É¨Î¥¸±¨ Î¥·¥§ ξ, ¨ ´Ê¦´μ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ · §´Ò¥
¶·¨¡²¨¦¥´´Ò¥ ¢Ò· ¦¥´¨Ö ¤²Ö ¶μ²μ¦¨É¥²Ó´ÒÌ ¨ μÉ·¨Í É¥²Ó´ÒÌ ξ. ‚ ¶·¥¤¥²¥
³ ²ÒÌ g ¨³¥¥³: y = ξ−1/(2n+1), ¥¸²¨ ξ > 0, ¨ ξ = −gy, ¥¸²¨ ξ < 0, ¶μÔÉμ³Ê
¢ ¤¢ÊÌ μ¡² ¸ÉÖÌ ¨³¥¥³ ¸²¥¤ÊÕÐ¨¥ ¤¢  Ê· ¢´¥´¨Ö:

ξ′′ +
ρm

ρ0
− ξ−1/(2n+1) = 0, ξ > 0, (1.27 )

ξ′′ +
ρm

ρ0
+

ξ

g
= 0, ξ < 0. (1.27¡)

�Î¥¢¨¤´μ, ÎÉμ (1.25) μ¶¨¸Ò¢ ¥É μ¸Í¨²²ÖÍ¨¨ ¢μ±·Ê£ y = z (®¤´ ¯ ¶μÉ¥´-
Í¨ ² ), ÎÉμ ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É μ¡ÒÎ´μ³Ê ·¥Ï¥´¨Õ R + T̃ = 0 ¢ �’�. ’ ±¨³
μ¡· §μ³, ³μ¦´μ ¶·¥¤¸É ¢¨ÉÓ ·¥Ï¥´¨¥ ¢ ¢¨¤¥ ¸Ê³³Ò ³¥¤²¥´´μ ³¥´ÖÕÐ¥°¸Ö

∗� · ³¥É· g §¤¥¸Ó ´¥ ¸²¥¤Ê¥É ¶ÊÉ ÉÓ ¸ det gμν .
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(Ê¸·¥¤´¥´´μ°) ¨ μ¸Í¨²²¨·ÊÕÐ¥° Î ¸É¥°. „²Ö ³ ²ÒÌ μÉ±²μ´¥´¨° μÉ ³¨´¨³Ê³ 
¶μÉ¥´Í¨ ²  ·¥Ï¥´¨¥ ¨³¥¥É ¢¨¤

ξ(τ) =
[

1
z(τ)2n+1

− gz(τ)
]

+ α(τ) sin F (τ) ≡ ξmin(τ) + ξ1(τ), (1.28)

£¤¥ ¸² £ ¥³μ¥ ¢ ±¢ ¤· É´ÒÌ ¸±μ¡± Ì, μ¡μ§´ Î¥´´μ¥ ξmin(τ), μÉ¢¥Î ¥É ³¨´¨-
³Ê³Ê ¶μÉ¥´Í¨ ² ,   ξ1(τ) μ¶¨¸Ò¢ ¥É μ¸Í¨²²ÖÍ¨¨ ¢μ±·Ê£ ÔÉμ£μ ³¨´¨³Ê³ . — -
¸ÉμÉ  μ¸Í¨²²ÖÍ¨° · ¢´ 

F (τ) ≡
τ∫

τ0

dτ ′ Ω(τ ′), (1.29)

  ¡¥§· §³¥·´ Ö Î ¸ÉμÉ  Ω μ¶·¥¤¥²Ö¥É¸Ö ± ±

Ω2 =
∂2U

∂ξ2
, (1.30)

¢§ÖÉ Ö ¶·¨ y = z. ˆ§ (1.25) ¸²¥¤Ê¥É

Ω2 = − ∂y

∂ξ

∣∣∣∣
y=z

= − 1
∂ξ/∂y

∣∣∣∣
y=z

=
(

2n + 1
z2n+2

+ g

)−1

. (1.31)

�¥·¥Ìμ¤ ± Ë¨§¨Î¥¸±μ° Î ¸ÉμÉ¥ ω ¤ ¥É¸Ö ¢Ò· ¦¥´¨¥³

ω = Ω m
√

g. (1.32)

�·¥¤¶μ² £ ¥É¸Ö, ÎÉμ ¢ ´ Î ²Ó´Ò° ³μ³¥´É τ = τ0 ËÊ´±Í¨Ö ξ(τ) ´ Ìμ¤¨É¸Ö ¢
³¨´¨³Ê³¥ ¶μÉ¥´Í¨ ² .

“· ¢´¥´¨¥ (1.24) ´¥¢μ§³μ¦´μ μ¡· É¨ÉÓ  ´ ²¨É¨Î¥¸±¨ ¤²Ö Éμ£μ, ÎÉμ¡Ò
´ °É¨ ÉμÎ´μ¥ ¢Ò· ¦¥´¨¥ ¤²Ö ¶μÉ¥´Í¨ ²  U(ξ). �¤´ ±μ ³μ¦´μ ´ ¶¨¸ ÉÓ ¶·¨-
¡²¨¦¥´´Ò¥ ¢Ò· ¦¥´¨Ö ¤²Ö gy2n+2 � 1 (ξ > 0) ¨ gy2n+2 
 1 (ξ < 0). ‡´ -
Î¥´¨¥ ξ = 0 · §¤¥²Ö¥É ¤¢  · §²¨Î´ÒÌ ·¥¦¨³ , ¢ ± ¦¤μ³ ¨§ ±μÉμ·ÒÌ Ω ¨³¥¥É
μÎ¥´Ó ¶·μ¸Éμ¥ ¢Ò· ¦¥´¨¥ (¸³. (1.31)),   ¢ ¶· ¢μ° Î ¸É¨ Ê· ¢´¥´¨Ö (1.24) ¤²Ö
ξ ¤μ³¨´¨·Ê¥É ²¨¡μ ¶¥·¢μ¥, ²¨¡μ ¢Éμ·μ¥ ¸² £ ¥³μ¥. „²Ö ± ¦¤μ°  ¶¶·μ±¸¨³ -
Í¨¨ ¸μμÉ´μÏ¥´¨¥ ξ = ξ(y) Ê¤ ¥É¸Ö μ¡· É¨ÉÓ ¨ ´ °É¨ Ö¢´μ¥ ¢Ò· ¦¥´¨¥ ¤²Ö
y = y(ξ) ¨, ¸μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ, ¶·¥¤¸É ¢¨ÉÓ ¶μÉ¥´Í¨ ² ¢ ¢¨¤¥

U(ξ) = U+(ξ)Θ(ξ) + U−(ξ)Θ(−ξ), (1.33 )

£¤¥

U+(ξ) = zξ − 2n + 1
2n

[(
ξ + g(2n+1)/(2n+2)

)2n/(2n+1)

− g2n/(2n+2)

]
,

(1.33¡)

U−(ξ) =
(
z − g−1/(2n+2)

)
ξ +

ξ2

2
.
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�¨¸. 3. �·¨³¥·Ò ¨§³¥´¥´¨Ö ¶μÉ¥´Í¨ ²  (1.33) ± ± ËÊ´±Í¨¨ ξ ¤²Ö · §´ÒÌ §´ Î¥-
´¨° ¶ · ³¥É·μ¢.  ) n = 2, z = 1,5: g = 0,02 Å ¸¶²μÏ´ Ö ²¨´¨Ö, g = 0,01 Å
ÏÉ·¨Ìμ¢ Ö, g = 0,002 Å ¶Ê´±É¨·´ Ö; Î ¸ÉÓ ¶μÉ¥´Í¨ ²  ¶·¨ ξ < ξmin (ξmin μ¶·¥¤¥-
²¥´μ ¢ (1.28)) ¸É ´μ¢¨É¸Ö ¡μ²¥¥ ±·ÊÉμ° ¸ Ê³¥´ÓÏ¥´¨¥³ g; ¤´μ ¶μÉ¥´Í¨ ²  ¸³¥Ð ¥É¸Ö
± ´Ê²Õ. ¡) n = 2, g = 0,01: z = 1,3 Å ¸¶²μÏ´ Ö ²¨´¨Ö, z = 1,4 Å ÏÉ·¨Ìμ¢ Ö,
z = 1,5 Å ¶Ê´±É¨·´ Ö ²¨´¨Ö; ¶·¨ ¢μ§· ¸É ´¨¨ z ¤´μ ¶μÉ¥´Í¨ ²  ¤¢¨¦¥É¸Ö ± ¡μ²ÓÏ¨³
§´ Î¥´¨Ö³ U ¨ ³¥´ÓÏ¨³ §´ Î¥´¨Ö³ ξ

�μ ¶μ¸É·μ¥´¨Õ U ¨ ∂U/∂ξ ´¥¶·¥·Ò¢´Ò ¶·¨ ξ = 0. ”μ·³  É ±μ£μ ¶μÉ¥´-
Í¨ ²  ¶μ± § ´  ´  ·¨¸. 3.

Œ¨´¨³Ê³ ¶μÉ¥´Í¨ ²  y(ξ) = z (¸³. (1.26)) ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É ·¥Ï¥´¨Õ
R = −T̃ ¢ �’�,   ¥£μ £²Ê¡¨´  ¤²Ö gz2n+2 < 1 · ¢´ 

U0(τ) 	 − 1
2n z(τ)2n

. (1.34)

ŒÒ ¡Ê¤¥³ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ ¶·μ¸ÉÊÕ ²¨´¥°´ÊÕ Ëμ·³Ê § ¢¨¸¨³μ¸É¨ ¶²μÉ´μ¸É¨
Ô´¥·£¨¨ ³ É¥·¨¨ μÉ ¢·¥³¥´¨,   ¨³¥´´μ

z(τ) = 1 + κ(τ − τ0), ρ(t) = ρ0

(
1 +

t − t

tcontr

)
, κ−1 ≡ m

√
g tcontr. (1.35)

‡¤¥¸Ó κ−1 ¨ tcontr Ö¢²ÖÕÉ¸Ö, ¸μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ, ¡¥§· §³¥·´Ò³ ¨ Ë¨§¨Î¥¸±¨³
³ ¸ÏÉ ¡ ³¨ ¢·¥³¥´¨ ¸¦ É¨Ö ¸¨¸É¥³Ò;  ´ ²μ£¨Î´μ τ0 ¨ t0 Å ¡¥§· §³¥·´μ¥ ¨
Ë¨§¨Î¥¸±μ¥ ´ Î ²Ó´Ò¥ ¢·¥³¥´ , ±μÉμ·Ò¥ ¤²Ö ¶·μ¸ÉμÉÒ ¨ ¡¥§ ¶μÉ¥·¨ μ¡Ð´μ¸É¨
¡Ê¤ÊÉ ¶·¨´ÖÉÒ · ¢´Ò³¨ 0.

’ ±¦¥ ¶μ²¥§´μ § ¶¨¸ ÉÓ Ë¨§¨Î¥¸±¨¥ ¶ · ³¥É·Ò, É ±¨¥ ± ± m, ´ Î ²Ó´ Ö
¶²μÉ´μ¸ÉÓ Ô´¥·£¨¨ ρm0 ¨ É. ¤., ¢ É¥·³¨´ Ì ¨Ì ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨Ì ®É¨¶¨Î´ÒÌ¯
¢¥²¨Î¨´. �¶·¥¤¥²¨³

ρ29 ≡ ρm0

ρc
, m5 ≡ m

105 ƒÔ‚
, t10 ≡ tcontr

1010 ²¥É
. (1.36)

�·¨ ÔÉμ³ ¶ · ³¥É·Ò g ¨ κ ¶·¨³ÊÉ ¢¨¤

g 	 1,2 · 10−94 ρ2n+2
29

n m2
5

, κ 	 1,9
√

n

ρn+1
29 t10

. (1.37)
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“· ¢´¥´¨¥ ¤¢¨¦¥´¨Ö (1.25) ¤²Ö ³ ²ÒÌ μ¸Í¨²²ÖÍ¨° ξ1, μ¶·¥¤¥²¥´´ÒÌ
¢ (1.28), ³μ¦´μ ¶¥·¥¶¨¸ ÉÓ ± ±

ξ′′1 + Ω2ξ1 = −ξ′′min. (1.38)

‘² £ ¥³μ¥ ξ′′min ¶·μ¶μ·Í¨μ´ ²Ó´μ κ2, ±μÉμ·μ¥ μ¡ÒÎ´μ ¸Î¨É ¥É¸Ö ³ ²Ò³, É ±
ÎÉμ ¢ ¶¥·¢μ³ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¨ ¨³ ³μ¦´μ ¶·¥´¥¡·¥ÎÓ, ÌμÉÖ  ´ ²¨É¨Î¥¸±μ¥ ·¥Ï¥-
´¨¥ ¶·¨ ¶μ¸ÉμÖ´´μ° Ω ¨²¨ ¢ ¶·¥¤¥²¥ ¡μ²ÓÏμ° Ω É ±¦¥ ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ ¶μ²Ê-
Î¥´μ ¨ ¸ ÊÎ¥Éμ³ ÔÉμ£μ Î²¥´ . ˆ¸¶μ²Ó§ÊÖ · §²μ¦¥´¨¥ (1.28) ¨ ¶·¥´¥¡·¥£ Ö α′′,
´ °¤¥³

α 	 α0

√
Ω0

Ω
= α0

(
1

z2n+2
+

g

2n + 1

)1/4 (
1 +

g

2n + 1

)−1/4

. (1.39)

‡¤¥¸Ó ¨ ¤ ²¥¥ ´¨¦´¨° ¨´¤¥±¸ 0 μ§´ Î ¥É, ÎÉμ ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨¥ ¢¥²¨Î¨´Ò
¡¥·ÊÉ¸Ö ¢ ´ Î ²Ó´Ò° ³μ³¥´É τ = τ0. ŒÒ ´ ±² ¤Ò¢ ¥³ ¸²¥¤ÊÕÐ¨¥ ´ Î ²Ó´Ò¥
Ê¸²μ¢¨Ö: {

y(τ = τ0) = z(τ = τ0) = 1,

y′(τ = τ0) = y′
0,

(1.40)

¶¥·¢μ¥ ¨§ ±μÉμ·ÒÌ ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É ·¥Ï¥´¨Õ �’� ¢ ´ Î ²Ó´Ò° ³μ³¥´É. � -
Î ²Ó´μ¥ §´ Î¥´¨¥  ³¶²¨ÉÊ¤Ò ±μ²¥¡ ´¨° ¸± ²Ö·  ±·¨¢¨§´Ò α0 ³μ¦´μ ¢Ò· §¨ÉÓ
Î¥·¥§ ¶·μ¨§¢μ¤´ÊÕ y′

0, ±μÉμ·ÊÕ ³Ò ¸Î¨É ¥³ ¸¢μ¡μ¤´Ò³ ¶ · ³¥É·μ³:

α0 = (κ − y′
0)(g + 2n + 1)3/2. (1.41)

‚ ´ Ï¨Ì · ¡μÉ Ì [131,132] ¡Ò²¨ ¢Ò¡· ´Ò ´ Î ²Ó´Ò¥ Ê¸²μ¢¨Ö |y′
0| � κ ¨

|κ− y′
0| ∼ κ. �μ¸±μ²Ó±Ê, ± ± ³Ò §´ ¥³, · §¢¨¢Ï¥¥¸Ö ±μ²² ¶¸¨·ÊÕÐ¥¥ μ¡² ±μ

³ É¥·¨¨ ¶μ¸É¥¶¥´´μ μÉ±²μ´Ö¥É¸Ö μÉ �’�, ¡²¨§μ¸ÉÓ ¶·μ¨§¢μ¤´μ° y′
0 ± �’�

¢ ³μ³¥´É, ±μ£¤  μ¸Í¨²²¨·ÊÕÐ Ö y(τ) ¶¥·¥¸¥± ¥É §´ Î¥´¨¥ �’�, ¸μ¢¥·Ï¥´´μ
´¥¥¸É¥¸É¢¥´´ . �μÔÉμ³Ê ³Ò ´¥ · ¸¸³ É·¨¢ ²¨ ¸²ÊÎ ° |κ−y′

0| � κ. �·¨ É ±¨Ì
¶·¥¤¶μ²μ¦¥´¨ÖÌ ξ1 μ¸É ¥É¸Ö ³ ²Ò³, ξ1 � 1, ´μ ´¥ Ö¢²Ö¥É¸Ö ¶·¥´¥¡·¥¦¨-
³Ò³. ‚ ÔÉμ³ ¸²ÊÎ ¥ ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ Î¨¸²¥´´ÒÌ · ¸Î¥Éμ¢, ¶·¨¢¥¤¥´´Ò¥ ´  ·¨¸. 4,
´ Ìμ¤ÖÉ¸Ö ¢ § ³¥Î É¥²Ó´μ³ ¸μ£² ¸¨¨ ¸ Ê· ¢´¥´¨¥³ (1.28).

�  ¶¥·¢Ò° ¢§£²Ö¤, ¨§ Ê· ¢´¥´¨Ö (1.41) ¸²¥¤Ê¥É, ÎÉμ ¶·¨ y′
0 = κ ±μ²¥¡ ´¨Ö

´¥ ¡Ê¤ÊÉ ¢μ§¡Ê¦¤ ÉÓ¸Ö ¢μμ¡Ð¥. �¤´ ±μ ÔÉμ ¢¥·´μ Éμ²Ó±μ ¢ ¶¥·¢μ³ ¶μ·Ö¤±¥ ¶μ
|y′

0 − κ|, ¨ ¶μÔÉμ³Ê  ³¶²¨ÉÊ¤  ±μ²¥¡ ´¨° ¡Ê¤¥É ¶μ·Ö¤±  κ2.
� Ï¥° μ¸´μ¢´μ° Í¥²ÓÕ Ö¢²Ö¥É¸Ö ´ Ìμ¦¤¥´¨¥  ³¶²¨ÉÊ¤Ò ¨ Ëμ·³Ò μ¸Í¨²-

²ÖÍ¨° y. � ¸±² ¤Ò¢ Ö y ± ±

y(τ) = z(τ) + β(τ) sin

⎛⎝ τ∫
τ0

dτ ′ Ω(τ ′)

⎞⎠ , (1.42)
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�¨¸. 4. �¸Í¨²²ÖÍ¨¨ ξ1(τ ) ¢ ¸²ÊÎ ¥ n = 2, κ = 0,01, g = 0,01 ¶·¨ ´ Î ²Ó´ÒÌ Ê¸²μ¢¨ÖÌ
y0 = 1, y′

0 = κ/2. �³¶²¨ÉÊ¤  μ¸Í¨²²ÖÍ¨° ´ Ìμ¤¨É¸Ö ¢ μÎ¥´Ó Ìμ·μÏ¥³ ¸μ£² ¸¨¨ ¸
 ´ ²¨É¨Î¥¸±μ° μÍ¥´±μ° (1.28)

�¨¸. 5. ®�¨±¨¯ ¢ ·¥Ï¥´¨ÖÌ. �¥§Ê²ÓÉ ÉÒ ¶·¥¤¸É ¢²¥´Ò ¤²Ö n = 2, g = 0,001, κ = 0,04
¨ y′

0 = κ/2. �É³¥É¨³  ¸¨³³¥É·¨Õ μ¸Í¨²²ÖÍ¨° y ¢μ±·Ê£ y = z ¨ ¨Ì ´¥£ ·³μ´¨Î´μ¸ÉÓ

²¥£±μ ´ °É¨ (¸³. [132]), ÎÉμ ¢μ ¢·¥³Ö ´ Î ²Ó´μ° Ë §Ò ±μ²¥¡ ´¨°, ±μ£¤ 
|β| < z, ¡Ê¤¥É ¸¶· ¢¥¤²¨¢μ

|β(τ)| 	 |α(τ)|Ω2(τ) 	 |y′
0 − κ| (2n + 1 + g)5/4

(
2n + 1
z2n+2

+ g

)−3/4

. (1.43)

�μ¤Î¥·±´¥³, ÎÉμ, ¢ μÉ²¨Î¨¥ μÉ ξ, μ¸Í¨²²ÖÍ¨¨ y ¡Ò¸É·μ ¸É ´μ¢ÖÉ¸Ö ¸¨²Ó´μ
´¥£ ·³μ´¨Î¥¸±¨³¨ ¨ ¤ ¦¥ ¶·¨ ³ ²μ³ μÉ·¨Í É¥²Ó´μ³ ξ  ³¶²¨ÉÊ¤  y ³μ¦¥É
¡ÒÉÓ μÎ¥´Ó ¡μ²ÓÏμ°, ¶μ¸±μ²Ó±Ê y ≈ −ξ/g, ¸μ£² ¸´μ Ê· ¢´¥´¨Õ (1.24). �É 
μ¸μ¡¥´´μ¸ÉÓ Ìμ·μÏμ ¨²²Õ¸É·¨·Ê¥É¸Ö ·¥§Ê²ÓÉ É ³¨ Î¨¸²¥´´ÒÌ · ¸Î¥Éμ¢, ¶·¨-
¢¥¤¥´´ÒÌ ´  ·¨¸. 5.

Œμ¦´μ μÍ¥´¨ÉÓ  ³¶²¨ÉÊ¤Ê ¶¨±μ¢  ´ ²¨É¨Î¥¸±¨, ¨¸¶μ²Ó§ÊÖ § ±μ´ Ô¢μ²Õ-
Í¨¨ Ô´¥·£¨¨

1
2

ξ′2 + U(ξ) −
τ∫

τ1

dτ ′ ∂z

∂τ ′ ξ(τ ′) = const, (1.44)
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£¤¥ τ1 Å ¶·μ¨§¢μ²Ó´Ò° Ë¨±¸¨·μ¢ ´´Ò° ³μ³¥´É ¢·¥³¥´¨. �μ¸²¥¤´¨° Î²¥´
¢μ§´¨± ¨§-§  Éμ£μ, ÎÉμ ¶μÉ¥´Í¨ ² U Ö¢´μ § ¢¨¸¨É μÉ ¢·¥³¥´¨ Î¥·¥§ z. …¸²¨
¶·μ¨§¢μ¤´ Ö ∂z/∂τ ¶μ²μ¦¨É¥²Ó´ , ÎÉμ ¨³¥¥É ³¥¸Éμ ¤²Ö ¸¦¨³ ÕÐ¥£μ¸Ö É¥² ,
Éμ §´ Î¥´¨¥ U(ξ) ¡Ê¤¥É ¢ Í¥²μ³ · ¸É¨ ¸μ ¢·¥³¥´¥³. ‘μ£² ¸´μ ¶·¥¤¶μ²μ¦¥´¨Õ,
¸¤¥² ´´μ³Ê ¢ÒÏ¥, z ²¨´¥°´μ · ¸É¥É ¸μ ¢·¥³¥´¥³ ± ± z(τ) = 1 + κτ , £¤¥ κ
§ ¤ ¥É¸Ö Ê· ¢´¥´¨¥³ (1.35). �ÉμÉ ¶·μ¸Éμ° § ±μ´ ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ ´¥ÉμÎ´Ò³ ¶·¨
t/tcontr > 1, ´μ ¶μ²ÊÎ¥´´Ò¥ ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ ´¥ ¡Ê¤ÊÉ ¸²¨Ï±μ³ μÉ²¨Î ÉÓ¸Ö μÉ
·¥ ²¨¸É¨Î¥¸±μ£μ ¸²ÊÎ Ö.

�·¨³¥´¨³ ÔÉμÉ § ±μ´, ±μ£¤  ³¨´¨³ ²Ó´μ¥ §´ Î¥´¨¥ ξ ¤μ¸É¨£ ¥É ´Ê²Ö.
�Î¥¢¨¤´μ, ¢ ³¨´¨³Ê³¥ ξ′ = 0. ’ ± ± ± U(0) = 0, ¶μ¸ÉμÖ´´ Ö ¢ ¶· ¢μ°
Î ¸É¨ (1.44) μ¡· Ð ¥É¸Ö ¢ ´Ê²Ó. ’¥¶¥·Ó ¶·μ¸²¥¤Ê¥³ ¤ ²ÓÏ¥ ¶μ ¢·¥³¥´¨ ¨
¶·¥´¥¡·¥¦¥³ μ¸Í¨²²¨·ÊÕÐ¥° Î ¸ÉÓÕ ξ ¶μ¤ ¨´É¥£· ²μ³. Œ¨´¨³ ²Ó´μ¥ §´ Î¥-
´¨¥ ξ (³ ±¸¨³Ê³  ¡¸μ²ÕÉ´μ° ¢¥²¨Î¨´Ò), ξmin, μÉ·¨Í É¥²Ó´μ£μ ξ μ¶·¥¤¥²Ö¥É¸Ö
Ê· ¢´¥´¨¥³

U−(ξmin) = κ

τ∫
τ1

dτ ′
[
z−(2n+1) − gz

]
=

=
1
2n

[(
1

z(τ1)

)2n

−
(

1
z(τ)

)2n
]

+
1
2
g
[
z2(τ1) − z2(τ)

]
. (1.45)

‡´ Î¥´¨¥ z(τ1) ≡ z1 ´ Ìμ¤¨É¸Ö ¨§ Ê¸²μ¢¨Ö α = ξmax, É. ¥.

z
−(2n+1)
1 − gz1 = |κ − y′

0| (g + 2n + 1)5/4

(
2n + 1
z2n+2
1

+ g

)1/4

. (1.46)

‚ ¶·¥¤¥²¥ ³ ²ÒÌ g, g < 1/z2n+2
1 ,  ¸¨³¶ÉμÉ¨Î¥¸±¨ |ξmax| = (g/n)1/2 z(τ1)−n.

‚ Éμ³ ¦¥ ¸ ³μ³ ¶·¥¤¥²¥ Ê· ¢´¥´¨¥ (1.46) ¤ ¥É

z1 =
[
(κ − y′

0)
2 (2n + 1)3

]−1/(3n+1)

. (1.47)

�Éμ, ´ ±μ´¥Í, μ¶·¥¤¥²Ö¥É

ymax = (ng)−1/2z−n
1 . (1.48)

’ ±¨³ μ¡· §μ³, ´ ³¨ ´ °¤¥´Ò ¶·μ¸ÉÒ¥  ´ ²¨É¨Î¥¸±¨¥ ·¥Ï¥´¨Ö ¤²Ö ξ ¨
y ¢ ¤¢ÊÌ · §²¨Î´ÒÌ ¶·¥¤¥² Ì: gz2n+2 � 1 ¨ gz2n+2 
 1. �¤´ ±μ ¢ ¶·μ³¥¦Ê-
ÉμÎ´μ³ ¸²ÊÎ ¥ Î¨¸²¥´´Ò¥ · ¸Î¥ÉÒ ¤¥³μ´¸É·¨·ÊÕÉ ¨´É¥·¥¸´Ò¥ μ¸μ¡¥´´μ¸É¨,
±μÉμ·Ò¥ ¸Éμ¨É μ¡¸Ê¤¨ÉÓ. Š ± ¶μ± § ´μ ´  ·¨¸. 5, ¥¸²¨ ξ ¶·¨¡²¨¦ ¥É¸Ö ± ´Ê²Õ
(¨²¨ ¤ ¦¥ ¶¥·¥¸¥± ¥É ¥£μ),   ξmin ´¥É, É. ¥. ±μ£¤  gy2n+2 	 1, ´μ gz2n+2 < 1,
¨³¥ÕÉ¸Ö ´ ¨¡μ²ÓÏ¨¥ μÉ±²μ´¥´¨Ö μÉ £ ·³μ´¨Î¥¸±¨Ì, ¸¨³³¥É·¨Î´ÒÌ ±μ²¥¡ -
´¨° ¢μ±·Ê£ y = z. �Éμ μ¸μ¡¥´´μ § ³¥É´μ, ¥¸²¨ g μÎ¥´Ó ³ ²μ,   κ Ö¢²Ö¥É¸Ö ´¥
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¸²¨Ï±μ³ ³ ²Ò³. �·¨Î¨´  É ±μ£μ ¶μ¢¥¤¥´¨Ö ± Î¥¸É¢¥´´μ μ¡ÑÖ¸´Ö¥É¸Ö ¸²¥¤Ê-
ÕÐ¨³. ˆ§ Ê· ¢´¥´¨Ö (1.33) ¨/¨²¨ ·¨¸. 3 ¢¨¤´μ, ÎÉμ ¶·¨ ξ < ξmin ¶μÉ¥´Í¨ ²
¸É ´μ¢¨É¸Ö ¢¸¥ ¡μ²¥¥ ±·ÊÉÒ³ ¶·¨ ¸μ±· Ð¥´¨¨¨ ¢·¥³¥´¨ ´ Ìμ¦¤¥´¨Ö ¢ ÔÉμ°
μ¡² ¸É¨. 	μ²¥¥ Éμ£μ, ³ ²μ° ¢ ·¨ Í¨¨ δξ ¢ É ±μ° μ¡² ¸É¨ ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É ¡μ²Ó-
Ïμ¥ ¨§³¥´¥´¨¥ y. ’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¢μ§´¨± ÕÉ ¢Ò¸μ±¨¥ Ê§±¨¥ ®¶¨±¨¯ ¢ μ¸Í¨²-
²ÖÍ¨ÖÌ y. ‘ ¤·Ê£μ° ¸Éμ·μ´Ò, ¶·¨ ξ > ξmin ¶μÉ¥´Í¨ ² Ö¢²Ö¥É¸Ö ¡μ²¥¥ ¶μ²μ£¨³
¨ μ¸Í¨²²ÖÍ¨¨ ¢ ÔÉμ° μ¡² ¸É¨ ¤²ÖÉ¸Ö ¤μ²ÓÏ¥, ÎÉμ ¶·¨¢μ¤¨É ± ¡μ²ÓÏ¨³ ¶·μ-
³¥¦ÊÉ± ³ ³¥¦¤Ê ¶¨± ³¨ y.

1.3. �μ¦¤¥´¨¥ Î ¸É¨Í μ¸Í¨²²¨·ÊÕÐ¥° ±·¨¢¨§´μ°. ‚ ¤ ´´μ³ ¶μ¤· §¤¥²¥
¡Ê¤¥É · ¸¸³μÉ·¥´μ £· ¢¨É Í¨μ´´μ¥ ·μ¦¤¥´¨¥ Î ¸É¨Í μ¸Í¨²²¨·ÊÕÐ¥° ±·¨¢¨§-
´μ° ¢ ¸μ¢·¥³¥´´μ° ‚¸¥²¥´´μ°. Š ± ¡Ò²μ ¶μ± § ´μ ¢ÒÏ¥, ¢  ¸É·μ´μ³¨Î¥¸±¨Ì
¸¨¸É¥³ Ì ¸ · ¸ÉÊÐ¥° ¶²μÉ´μ¸ÉÓÕ ³ ¸¸Ò/Ô´¥·£¨¨ ¸± ²Ö· ±·¨¢¨§´Ò ³μ¦¥É μ¸-
Í¨²²¨·μ¢ ÉÓ ¸ μÎ¥´Ó ¢Ò¸μ±μ° Î ¸ÉμÉμ° ¨ ¡μ²ÓÏμ°  ³¶²¨ÉÊ¤μ°. ’ ±¨¥ μ¸-
Í¨²²ÖÍ¨¨ ¢¥¤ÊÉ ± § ³¥É´μ³Ê ·μ¦¤¥´¨Õ Î ¸É¨Í ¨ ³μ£ÊÉ ¡ÒÉÓ ¨¸ÉμÎ´¨± ³¨
¢Ò¸μ±μÔ´¥·£¥É¨Î¥¸±¨Ì ±μ¸³¨Î¥¸±¨Ì ²ÊÎ¥° ¢ Ë¥´μ³¥´μ²μ£¨Î¥¸±¨ ¨´É¥·¥¸´μ³
¤¨ ¶ §μ´¥ ¶ · ³¥É·μ¢ ³μ¤¥²¨.

Š ± ¡Ò²μ ¶μ± § ´μ ¢ · ¡μÉ Ì [123,125,126], £ ·³μ´¨Î¥¸±¨¥ μ¸Í¨²²ÖÍ¨¨
±·¨¢¨§´Ò ¸ (Ë¨§¨Î¥¸±μ°) Î ¸ÉμÉμ° ω ¨  ³¶²¨ÉÊ¤μ° Rmax ¶¥·¥¤ ÕÉ Ô´¥·£¨Õ
¡¥§³ ¸¸μ¢Ò³ Î ¸É¨Í ³ ¸μ ¸±μ·μ¸ÉÓÕ (¢ ¥¤¨´¨ÍÊ ¢·¥³¥´¨ ¨ μ¡Ñ¥³ ):

ρ̇PP 	 R2
max ω

1152π
. (1.49)

‚ ´ Ï¥³ ¸²ÊÎ ¥ Rmax ≡ β T0, £¤¥ β ¤ ¥É¸Ö (1.43). ‚·¥³Ö ¦¨§´¨ É ±¨Ì
μ¸Í¨²²ÖÍ¨° ¥¸ÉÓ

τR =
48 M2

Pl

ω3
. (1.50)

‘É·μ£μ £μ¢μ·Ö, ÔÉμÉ ·¥§Ê²ÓÉ É ¸¶· ¢¥¤²¨¢, ¥¸²¨ ±μ²¥¡ ´¨Ö R Ö¢²ÖÕÉ¸Ö Î¨-
¸Éμ £ ·³μ´¨Î¥¸±¨³¨ ¨²¨, ¶μ ³¥´ÓÏ¥° ³¥·¥, ³μ£ÊÉ ¡ÒÉÓ · §¤¥²¥´Ò ´  ¤¢¥
Î ¸É¨: ³¥¤²¥´´μ ³¥´ÖÕÐÊÕ¸Ö ¨ μ¸Í¨²²¨·ÊÕÐÊÕ ¸ ¶μ¸ÉμÖ´´μ° (¨²¨ ¶μÎÉ¨
¶μ¸ÉμÖ´´μ°) Î ¸ÉμÉμ°. ‚ ¶. 1.2 ¡Ò²μ ¶μ²ÊÎ¥´μ, ÎÉμ ·¥Ï¥´¨Ö Ê· ¢´¥´¨Ö (1.25)
¸μ¤¥·¦ É ¶¨±¨, ±μÉμ·Ò¥ ¤ ²¥±¨ μÉ £ ·³μ´¨Î¥¸±¨Ì. ’ ±¨³ μ¡· §μ³, ´ Ï¥°
§ ¤ Î¥° Ö¢²Ö¥É¸Ö μ¡μ¡Ð¥´¨¥ ·¥§Ê²ÓÉ É  (1.49).

� ¸¸³μÉ·¨³ £· ¢¨É Í¨μ´´μ¥ ·μ¦¤¥´¨¥ ¶ ·Ò ¡¥§³ ¸¸μ¢ÒÌ ¸± ²Ö·´ÒÌ Î -
¸É¨Í ϕ, ±¢ ´Éμ¢ ´´ÒÌ μ¡ÒÎ´Ò³ μ¡· §μ³:

ϕ̂(x) =
∫

d3k

(2π)32Ek

[
âk e−ik·x + â†

k eik·x
]

(x · k ≡ ωt − k · x),[
âk, â†

k′

]
= (2π)3 2Ek δ(3)(k − k′).

(1.51)
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‚ ¶¥·¢μ³ ¶μ·Ö¤±¥ É¥μ·¨¨ ¢μ§³ÊÐ¥´¨Ö  ³¶²¨ÉÊ¤  ·μ¦¤¥´¨Ö ¤¢ÊÌ Î ¸É¨Í
¸ 4-¨³¶Ê²Ó¸ ³¨ p1 ¨ p2 · ¢´  [126]

A(p1, p2) 	
1
6

∫
dt d3xR(t)〈p1, p2|ϕ̂2|0〉 =

=
(2π)3

3
√

2
δ(3) (p1 + p2)

∫
dt R(t) ei(E1+E2)t. (1.52)

�·μ¢μ¤Ö ËÊ·Ó¥-¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨¥ R, μ¶·¥¤¥²¥´´μ¥ ± ±

R(t) ≡ 1
2π

∫
dω R̃(ω) e−iωt, (1.53)

¶·¥¤¸É ¢¨³  ³¶²¨ÉÊ¤Ê (1.52) ¢ ¢¨¤¥

A(p1, p2) 	
(2π)3

3
√

2
δ(3)(p1 + p2) R̃(E1 + E2). (1.54)

„²Ö ¢ÒÎ¨¸²¥´¨Ö Î¨¸²  Î ¸É¨Í, ·μ¤¨¢Ï¨Ì¸Ö §  ¥¤¨´¨ÍÊ ¢·¥³¥´¨ ¢ ¥¤¨´¨Í¥
μ¡Ñ¥³ , ´Ê¦´μ ¶·μ¨´É¥£·¨·μ¢ ÉÓ |A(p1, p2)|2 ¶μ ¢¸¥³Ê Ë §μ¢μ³Ê ¶·μ¸É· ´¸É¢Ê
¨ · §¤¥²¨ÉÓ ´  3-³¥·´Ò° μ¡Ñ¥³ ¨ ´  ¢·¥³Ö ¤²¨É¥²Ó´μ¸É¨ ¶·μÍ¥¸¸  Δt. �Éμ
¤ ¥É

ṅPP 	 1
288π2Δt

∫
dω

∣∣R̃(ω)
∣∣2, (1.55)

¨, ¸μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ, ¶μ¸±μ²Ó±Ê ± ¦¤ Ö Î ¸É¨Í  ·μ¦¤ ¥É¸Ö ¸ Ô´¥·£¨¥° E = ω/2:

ρ̇ 	 1
576π2Δt

∫
dω ω

∣∣R̃(ω)
∣∣2. (1.56)

„²¨É¥²Ó´μ¸ÉÓ ¶·μÍ¥¸¸  Δt ³μ¦´μ ¸Î¨É ÉÓ ¡¥¸±μ´¥Î´μ ¡μ²ÓÏμ°, ¥¸²¨ Ì · ±-
É¥·¨¸É¨Î¥¸± Ö Î ¸ÉμÉ  Ê¤μ¢²¥É¢μ·Ö¥É Ê¸²μ¢¨Õ ωchΔt 
 1. ‘μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ,
±¢ ¤· É ¤¥²ÓÉ -ËÊ´±Í¨¨ ¢ R̃ ¡Ê¤¥É ¶·μ¶μ·Í¨μ´ ²¥´ δ(0) ∼ Δt. � ¶·¨³¥·,
¥¸²¨ R ¥¸ÉÓ Î¨¸ÉÒ° ¸¨´Ê¸ ¨²¨ ±μ¸¨´Ê¸ ¸ Î ¸ÉμÉμ° ω, ¨³¥¥³

R̃(ε) ∼ δ(ε − ω) + δ(ε + ω) (1.57)

¨

|δ(ε ± ω)|2 =
Δt

2π
δ(ε ± ω). (1.58)

’ ±¨³ μ¡· §μ³, Δt ´¥ ¢Ìμ¤¨É ¢ ¢¥·μÖÉ´μ¸ÉÓ ·μ¦¤¥´¨Ö Î ¸É¨Í ¢ ¥¤¨´¨ÍÊ
¢·¥³¥´¨. ”¨§¨Î¥¸±μ¥ μ¡·¥§ ´¨¥ Δt ¢ · ¸¸³ É·¨¢ ¥³μ³ ¸²ÊÎ ¥ ¶·¨¡²¨¦¥´´μ
· ¢´μ ¶ · ³¥É·Ê τR ¢ (1.50), ¶μÔÉμ³Ê ¤²Ö ω 
 1/τR ¨¸¶μ²Ó§Ê¥³ Ö §¤¥¸Ó
 ¶¶·μ±¸¨³ Í¨Ö Ö¢²Ö¥É¸Ö ¤μ¸É ÉμÎ´μ ÉμÎ´μ°. 	μ²¥¥ Éμ£μ, ¶μ¸±μ²Ó±Ê Î ¸ÉμÉÒ
¤μ²¦´Ò ¡ÒÉÓ ¶μ²μ¦¨É¥²Ó´Ò³¨, Éμ²Ó±μ ¶¥·¢ Ö ¤¥²ÓÉ -ËÊ´±Í¨Ö ¢ (1.57) ¤ ¥É
´¥´Ê²¥¢μ° ¢±² ¤.
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1.3.1. �¥£Ê²Ö·´ Ö μ¡² ¸ÉÓ. � ¸¸³μÉ·¨³ ¸´ Î ²  ·μ¦¤¥´¨¥ Î ¸É¨Í μ¸Í¨²-
²¨·ÊÕÐ¥° ±·¨¢¨§´μ° ¢ ¸²ÊÎ ¥, ±μ£¤  ±μ²¥¡ ´¨Ö ¶·¨¡²¨¦¥´´μ ³μ¦´μ ¸Î¨É ÉÓ
£ ·³μ´¨Î¥¸±¨³¨. �μ¤¸É ¢²ÖÖ Rmax ≡ β T̃0 ¢ (1.49), ¨¸¶μ²Ó§ÊÖ (1.32) ¨ ¶μ² £ Ö
¤²Ö ¶·μ¸ÉμÉÒ y′

0 	 0, ¶μ²ÊÎ ¥³

ρ̇PP, reg =
π
√

6n

18
tUρn+1

c

M4
Plt

2
contrρ

n−1
m0

(2n + 1 + g)5/2(
2n + 1
z2n+2

+ g

)2 =

= C

(
tU

tcontr

)2
ρ2

c

M4
PltU

, (1.59)

£¤¥ ±μÔËË¨Í¨¥´É C ¨³¥¥É ¸²¥¤ÊÕÐ¨° ¢¨¤ ¢ ¤¢ÊÌ ¶·¥¤¥² Ì:
1) gz2n+2 � 1:

C =
π
√

6n(2n + 1)
18

(
ρc

ρm0

)n−1

z4n+4; (1.60)

2) gz2n+2 
 1:

C =
π [6n(2n + 1 + g)]5/2

18

(
ρc

ρm0

)5n+3

(mtU )4. (1.61)

�μ¸²¥¤´¨° ³´μ¦¨É¥²Ó ¢ Ê· ¢´¥´¨¨ (1.59) Ö¢²Ö¥É¸Ö μÎ¥´Ó ³ ²Ò³. ’ ± ± ±
ρ2

c ∼ M4
Pl/t4U , Éμ ÔÉμÉ ³´μ¦¨É¥²Ó ¨³¥¥É ¶μ·Ö¤μ± 1/t5U . …¸²¨ C ´¥ μÎ¥´Ó

¢¥²¨±μ, ·μ¦¤¥´¨¥ Î ¸É¨Í ¢ ·¥£Ê²Ö·´μ° μ¡² ¸É¨ ¡Ê¤¥É ¶·¥´¥¡·¥¦¨³μ ³ ²μ.
� ¨¡μ²¥¥ ¡² £μ¶·¨ÖÉ´μ° ¢μ§³μ¦´μ¸ÉÓÕ Ö¢²Ö¥É¸Ö ³ ²μ¥ g ¨ ¡μ²ÓÏμ¥ z, ´μ
´Ê¦´μ ¨³¥ÉÓ ¢ ¢¨¤Ê, ÎÉμ g ∼ ρ2n+2

m0 .
�Í¥´±  ¶μÉμ±  ¢ Ê¸²μ¢´ÒÌ ¥¤¨´¨Í Ì (1.36) ¨³¥¥É ¢¨¤

ρ̇PP, reg

ƒÔ‚ · ¸−1 · ³−3
	 3,6 · 10−141 C1(n, g, z) z4n+4

ρn−1
29 t210

	

	 2,5 · 1047 C2(n, g, z)m4
5

ρ5n+3
29 t210

. (1.62)

ŠμÔËË¨Í¨¥´ÉÒ C1 ¨ C2 Ê¤μ¡´μ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ ¢ ¶·¥¤¥²Ó´ÒÌ ¸²ÊÎ ÖÌ gz2n+2 �
1 ¨ gz2n+2 
 1 ¸μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ. �´¨ ¤ ÕÉ¸Ö ¢Ò· ¦¥´¨Ö³¨

C1 =
√

n(2n + 1 + g)
(

2n + 1 + g

2n + 1 + gz2n+2

)2

≈
√

n(2n + 1), (1.63 )

C2 = n5/2
√

2n + 1 + gg2

(
2n + 1 + g

2n + 1 + gz2n+2

)2

z4n+4 ≈ [n(2n + 1)]5/2.

(1.63¡)
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1.3.2. �¡² ¸ÉÓ ¶¨±μ¢. ‚ μ¡² ¸É¨ ¶¨±μ¢ ·μ¦¤¥´¨¥ Î ¸É¨Í ¡Ê¤¥É § ³¥É´μ
Ê¸¨²¥´μ §  ¸Î¥É ¡μ²ÓÏμ°  ³¶²¨ÉÊ¤Ò μ¸Í¨²²ÖÍ¨° ±·¨¢¨§´Ò R. �¥Ï¥´¨¥ ¢
ÔÉμ° μ¡² ¸É¨ ³μ¦´μ ¶·¥¤¸É ¢¨ÉÓ ± ± ¸Ê³³Ê £ Ê¸¸μ¢ÒÌ ±·¨¢ÒÌ ¸ ³¥¤²¥´´μ
³¥´ÖÕÐ¥°¸Ö  ³¶²¨ÉÊ¤μ° B(t), ´ ²μ¦¥´´ÊÕ ´  £² ¤±¨° Ëμ´ A(t):

R(t) = A(t) + B(t)
N∑

j=1

exp
[
− (t − jt1)2

2σ2

]
. (1.64)

‡¤¥¸Ó t1 ¥¸ÉÓ · ¸¸ÉμÖ´¨¥ ³¥¦¤Ê ¶¨± ³¨,   σ Å Ï¨·¨´  ¶¨±μ¢. ŒÒ ¸Î¨É ¥³,
ÎÉμ σ � t1, É. ¥. · ¸¸ÉμÖ´¨¥ ³¥¦¤Ê ¶¨± ³¨ §´ Î¨É¥²Ó´μ ¡μ²ÓÏ¥ ¨Ì Ï¨·¨´Ò.
”Ê·Ó¥-¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨¥ ¢Ò· ¦¥´¨Ö (1.64) Ö¢²Ö¥É¸Ö ¶·μ¸ÉÒ³, ´μ ¤μ¢μ²Ó´μ £·μ-
³μ§¤±¨³ (¤¥É ²¨ ¶·¨¢¥¤¥´Ò ¢ ´ Ï¥° · ¡μÉ¥ [132]). �±μ´Î É¥²Ó´μ ¨³¥¥³

∣∣R̃(ω)
∣∣2 	 4π2B2σ2 e−ω2σ2

Δt

t21

∑
j

δ

(
ω − 2πj

t1

)
. (1.65)

Š ¦¤ Ö Î ¸É¨Í , ·μ¦¤¥´´ Ö ±μ³¶μ´¥´Éμ°, μ¸Í¨²²¨·ÊÕÐ¥° ¸ Î ¸ÉμÉμ° ω,
¨³¥¥É Ô´¥·£¨Õ ω/2, É ±¨³ μ¡· §μ³, ¸±μ·μ¸ÉÓ £· ¢¨É Í¨μ´´μ£μ ·μ¦¤¥´¨Ö Î -
¸É¨Í · ¢´ 

ρ̇PP =
1

288π2Δt

∫
dω

ω

2

∣∣R̃(ω)
∣∣2 =

=
πB2σ2

72 t31

∑
j

j exp

[
−

(
2πjσ

t1

)2
]
	 B2

576πt1
. (1.66)

�Éμ¦¤¥¸É¢²ÖÖ B ¸ Rmax = ymaxT̃0, ¶μ²ÊÎ ¥³

ρ̇PP 	 y2
maxT̃

2
0

576π t1
. (1.67)

ˆ´É¥·¢ ² ¢·¥³¥´¨ t1 ¶·¨¡²¨¦¥´´μ · ¢¥´ 2π/ω = 2π/(Ωm
√

g), £¤¥ Ω ¤ ¥É¸Ö
Ê· ¢´¥´¨¥³ (1.30). �³¶²¨ÉÊ¤  ymax μ¶·¥¤¥²Ö¥É¸Ö Ê· ¢´¥´¨¥³ (1.48); ¶ · ³¥É·
κ μ¶·¥¤¥²¥´ ¢ (1.35),   ®±μ´¸É ´É  ¸¢Ö§¨¯ g Å ¢ (1.23). ‘μ¡¨· Ö ¢¸¥ Ë ±Éμ·Ò
¢³¥¸É¥, ¨³¥¥³

ρ̇PP = Cn
ρ2
0(mtU )2 zn+1

M4
Pltcontr

(
tU

tcontr

) n−1
3n+1

(
ρc

ρ0

) (n+1)(7n+1)
3n+1

, (1.68)

£¤¥

Cn = (2n + 1)
9n−1

2(3n+1) (6λn)
7n+1

2(3n+1) /(18n). (1.69)
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�·¨¢¥¤¥³ Î¨¸²¥´´Ò¥ §´ Î¥´¨Ö: ρc/M
4
Pl ≈ 2 · 10−123 ¨ (mtU )2 ≈

3,6 · 1093m2
5, £¤¥ ρc ≈ 10−29 £/¸³3 ¨ m5 = m/105 ƒÔ‚. �μ² £ Ö, ÎÉμ ·μ-

¦¤¥´¨¥ Î ¸É¨Í ¤²¨É¸Ö ¢ É¥Î¥´¨¥ ¢·¥³¥´¨ t ≈ tcontr ¨ ¸Î¨É Ö ρ0 = ρc, ´ Ìμ¤¨³
¶μÉμ± Ô´¥·£¨¨ ±μ¸³¨Î¥¸±¨Ì ²ÊÎ¥°, ·μ¦¤¥´´ÒÌ μ¸Í¨²²¨·ÊÕÐ¥° ±·¨¢¨§´μ°:

ρCR ≈ 10−24m2
5 zn+1 ƒÔ‚ · ¸−1 · ¸³−2. (1.70)

„ ´´Ò° ·¥§Ê²ÓÉ É ¶·¥¤¸É ¢²Ö¥É ¸μ¡μ° ´¨¦´ÕÕ μÍ¥´±Ê ¶μÉμ±  μ¡· §ÊÕ-
Ð¨Ì¸Ö Î ¸É¨Í. ‘ ·μ¸Éμ³ z, ±μ£¤  ³¨´¨³Ê³ ¶μÉ¥´Í¨ ²  ¤ ²¥±μ ¸¤¢¨£ ¥É¸Ö
¢ μÉ·¨Í É¥²Ó´ÊÕ μ¡² ¸ÉÓ ξ, ¢¥·μÖÉ´μ¸ÉÓ ·μ¦¤¥´¨Ö §´ Î¨É¥²Ó´μ ¢μ§· ¸É ¥É.
�´ ²¨É¨Î¥¸± Ö μÍ¥´±  ¢ ÔÉμ³ ¸²ÊÎ ¥ § É·Ê¤´¥´ , ´μ ´  ÔÉμ Ê± §Ò¢ ÕÉ ¶·μ-
¸ÉÒ¥ ± Î¥¸É¢¥´´Ò¥  ·£Ê³¥´ÉÒ,   Î¨¸²¥´´Ò¥ · ¸Î¥ÉÒ ¶μ¤É¢¥·¦¤ ÕÉ ÔÉμ ÊÉ¢¥·-
¦¤¥´¨¥.

�·¨ m = 1010 ƒÔ‚ ¶·¥¤¸± § ´´Ò° ¶μÉμ± ±μ¸³¨Î¥¸±¨Ì ²ÊÎ¥° ¸ Ô´¥·£¨¥°
μ±μ²μ 1019 Ô‚ ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ ¡²¨§μ± ± ´ ¡²Õ¤ ¥³μ³Ê ¶μÉμ±Ê ¨²¨ ¤ ¦¥ ¶·¥¢μ¸-
Ìμ¤¨ÉÓ ¥£μ.

�É³¥É¨³ ¢ § ±²ÕÎ¥´¨¥, ÎÉμ ¶·¥¤¸É ¢²¥´´Ò¥ ¢ÒÏ¥ ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ ±·¨É¨±μ¢ -
²¨¸Ó ¢ · ¡μÉ Ì [167, 168]. �É¢¥É ´  ±·¨É¨±Ê ¡Ò² ¤ ´ ¢ ´ Ï¥° ¸É ÉÓ¥ [134],
£¤¥ ¡Ò²μ ¶μ± § ´μ, ÎÉμ  ·£Ê³¥´ÉÒ, ¶·¨¢¥¤¥´´Ò¥ ¢ [167, 168], ´¥¶·¨³¥´¨³Ò
± · ¸¸³ É·¨¢ ¥³μ³Ê ´ ³¨ ³¥Ì ´¨§³Ê.

2. Š�‘Œ�‹�ƒˆ—…‘Š�Ÿ �‚�‹	–ˆŸ ‚ R2-’…��ˆˆ

‚ ÔÉμ³ · §¤¥²¥ ¨§ÊÎ ¥É¸Ö ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸± Ö ¨¸Éμ·¨Ö ‚¸¥²¥´´μ° ¢ É¥μ·¨¨
R + R2 £· ¢¨É Í¨¨ μÉ ®¸ ³μ£μ ´ Î ² ¯ ¤μ ´ ¸ÉμÖÐ¥£μ ¢·¥³¥´¨. ‚ ´ Ï¥° · -
¡μÉ¥ [128] · ¸¸³ É·¨¢ ²μ¸Ó ¶¥·¢μ´ Î ²Ó´μ¥ ¨´Ë²ÖÍ¨μ´´μ¥ · ¸Ï¨·¥´¨¥ ‚¸¥-
²¥´´μ° ¨ ¡Ò²μ ¶μ± § ´μ, ÎÉμ £· ¢¨É Í¨μ´´μ¥ ·μ¦¤¥´¨¥ Î ¸É¨Í μ¸Í¨²²¨·ÊÕ-
Ð¥° ±·¨¢¨§´μ° R(t) ¶·¨¢μ¤¨É ± ´¥¶·μÉ¨¢μ·¥Î¨¢μ³Ê ¶¥·¥Ìμ¤Ê ± Ë·¨¤³ ´μ¢-
¸±μ° ±μ¸³μ²μ£¨¨, ´μ ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸± Ö Ô¢μ²ÕÍ¨Ö ¢ · ´´¥° ‚¸¥²¥´´μ° ¸¨²Ó´μ
μÉ²¨Î ¥É¸Ö μÉ ¸É ´¤ ·É´μ°. ‚ ¡μ²¥¥ · ´´¥° · ¡μÉ¥ [126] ´ ³¨ ¡Ò² · ¸¸³μÉ·¥´
¶μ¸²¥¤ÊÕÐ¨° ÔÉ ¶ ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±μ° Ô¢μ²ÕÍ¨¨ ¢ ¶·¥¤¶μ²μ¦¥´¨¨, ÎÉμ ‚¸¥²¥´-
´ Ö Ê¦¥ ´ Ìμ¤¨É¸Ö ´  ¸É ¤¨¨, μ¶¨¸Ò¢ ¥³μ° μ¡Ð¥° É¥μ·¨¥° μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ¸É¨,
¨ ¢ÒÎ¨¸²¥´Ò ¶μ¶· ¢±¨ ± ±² ¸¸¨Î¥¸±μ° ±μ¸³μ²μ£¨¨ §  ¸Î¥É R2-Î²¥´ . �μ± -
§ ´μ, ÎÉμ ÔËË¥±ÉÒ ·μ¦¤¥´¨Ö Î ¸É¨Í μ¸Í¨²²¨·ÊÕÐ¥° ±·¨¢¨§´μ° [126, 128]
μ± §Ò¢ ÕÉ ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´μ¥ ¢²¨Ö´¨¥ ´  Ô¢μ²ÕÍ¨Õ ‚¸¥²¥´´μ°.

2.1. �¢μ²ÕÍ¨Ö ‚¸¥²¥´´μ° μÉ ¨´Ë²ÖÍ¨μ´´μ° ±μ¸³μ²μ£¨¨ ¤μ ±μ¸³μ²μ£¨¨
”·¨¤³ ´ . ŒÒ ¨§ÊÎ ¥³ ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±ÊÕ Ô¢μ²ÕÍ¨Õ ‚¸¥²¥´´μ° ¢ É¥μ·¨¨, ¢
¤¥°¸É¢¨¥ ±μÉμ·μ° ¤μ¡ ¢²¥´ Éμ²Ó±μ R2-Î²¥´, ¶·¥´¥¡·¥£ Ö ¤·Ê£¨³¨ ³μ¤¨Ë¨± -
Í¨Ö³¨ £· ¢¨É Í¨¨, ±μÉμ·Ò¥ ¢¢μ¤ÖÉ¸Ö ¤²Ö £¥´¥· Í¨¨ Ê¸±μ·¥´´μ£μ · ¸Ï¨·¥´¨Ö
¸μ¢·¥³¥´´μ° ‚¸¥²¥´´μ°. „¥°¸É¢¨¥ É ±μ° É¥μ·¨¨ § ¶¨Ï¥³ ¢ ¢¨¤¥

Stot = −M2
Pl

16π

∫
d4x

√
−g

(
R − R2

6m2

)
+ Sm, (2.1)
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£¤¥ m Å ¶μ¸ÉμÖ´´Ò° ¶ · ³¥É· ¸ · §³¥·´μ¸ÉÓÕ ³ ¸¸Ò,   Sm Å ¤¥°¸É¢¨¥
¶μ²¥° ³ É¥·¨¨.

‚ 1979 £. ‚.–. ƒÊ·μ¢¨Î ¨ �.�.‘É ·μ¡¨´¸±¨° [32] ¶·¥¤²μ¦¨²¨ ¨¸¶μ²Ó-
§μ¢ ÉÓ R2-Î²¥´ ¤²Ö Ê¸É· ´¥´¨Ö ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±μ° ¸¨´£Ê²Ö·´μ¸É¨. ‚ ¶μ¸²¥-
¤ÊÕÐ¥° ¸É ÉÓ¥ ‘É ·μ¡¨´¸±μ£μ [33] ¡Ò²μ ´ °¤¥´μ, ÎÉμ ¤μ¡ ¢²¥´¨¥ É ±μ£μ
¸² £ ¥³μ£μ ¶·¨¢μ¤¨É ± ¨´Ë²ÖÍ¨μ´´μ° ±μ¸³μ²μ£¨¨. Š ± ¨ ¢ ²Õ¡μ³ ±μ¸³μ-
²μ£¨Î¥¸±μ³ ¸Í¥´ ·¨¨, ¶·μ¡²¥³  ³Ö£±μ£μ ¢ÒÌμ¤  ¨§ ¨´Ë²ÖÍ¨¨ ¨ ¶·μ¡²¥³ 
· §μ£·¥¢  ‚¸¥²¥´´μ° ¨³¥ÕÉ ¶¥·¢μ¸É¥¶¥´´μ¥ §´ Î¥´¨¥. �´¨ ¨§ÊÎ ²¨¸Ó ¢ · ¡μ-
É Ì [33,124Ä126,169Ä172] (¤²Ö μ¡§μ·  ¸³. [173]).

‚ ¤ ´´μ³ ¶μ¤· §¤¥²¥, ¸²¥¤ÊÖ ´ Ï¥° · ¡μÉ¥ [128], ³Ò μ¡μ¡Ð ¥³ ¨ · ¸-
Ï¨·Ö¥³  ´ ²¨§, ¶·μ¢¥¤¥´´Ò° ¢ ´ Ï¥° ¡μ²¥¥ · ´´¥° · ¡μÉ¥ [126], ´ Î¨´ Ö
¸ ¨´Ë²ÖÍ¨μ´´μ° ¸É ¤¨¨ ¨ ¸²¥¤ÊÖ ¤μ  ¸¨³¶ÉμÉ¨Î¥¸±¨ ¡μ²ÓÏ¨Ì ¢·¥³¥´, É -
±¨Ì ÎÉμ mt 
 1. ‘´ Î ²  ³Ò ¨§ÊÎ ¥³ ¸²ÊÎ ° ¡μ²ÓÏμ£μ, ´μ ´¥ ¸²¨Ï±μ³
¡μ²ÓÏμ£μ ¢·¥³¥´¨, É ±μ£μ ÎÉμ Γt < 1, £¤¥ Γ Å Ï¨·¨´  · ¸¶ ¤  ¸± ²Ö·μ´ 
(¸³. ´¨¦¥ (2.14)). ‚ ÔÉμ³ ¢·¥³¥´´μ³ ¨´É¥·¢ ²¥ ³μ¦´μ ´ °É¨ μÎ¥´Ó ¶·μ¸ÉÒ¥
 ´ ²¨É¨Î¥¸±¨¥ ¢Ò· ¦¥´¨Ö ¤²Ö H(t) ¨ R(t), ¤ ÕÐ¨¥¸Ö Ê· ¢´¥´¨Ö³¨ (2.40) ¨
(2.41). �É¨ ·¥Ï¥´¨Ö ¶·¨¢¥¤¥´Ò ¢ μ¡§μ·¥ [173], ´μ μ´¨ ¶·μ¸Éμ ¸²¥¤ÊÕÉ ¨§
¢Ò· ¦¥´¨Ö ¤²Ö ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±μ£μ ³ ¸ÏÉ ¡´μ£μ Ë ±Éμ· , · ´¥¥ ¶μ²ÊÎ¥´´μ£μ
‘É ·μ¡¨´¸±¨³ ¢ · ¡μÉ¥ [33]. ‘μ£² ¸´μ ÔÉμ° · ¡μÉ¥, ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±¨° ³ ¸-
ÏÉ ¡´Ò° Ë ±Éμ· ¢ R2-É¥μ·¨¨ Ô¢μ²ÕÍ¨μ´¨·Ê¥É ± ±

a(t) ∼ t3/2

[
1 +

2
3mt

sin (mt + θ)
]

, (2.2)

  ¶ · ³¥É· • ¡¡² , ¶·¨¢¥¤¥´´Ò° ¢ ¸É ÉÓ¥ [124], ¸μ¢¶ ¤ ¥É ¸ ¶μ²ÊÎ¥´´Ò³
¶μ§¦¥ ¤·Ê£¨³¨ ³¥Éμ¤ ³¨ ¢ μ¡§μ·¥ [173] ¨ ´ Ï¥° ¸É ÉÓ¥ [128].

�¨¦¥ ³Ò ¢μ¸¶·μ¨§¢μ¤¨³ ¶¥·¢μ´ Î ²Ó´Ò° ·¥§Ê²ÓÉ É · ¡μÉÒ [33], ¨¸¶μ²Ó-
§ÊÖ ¤·Ê£μ°  ´ ²¨É¨Î¥¸±¨° ¶μ¤Ìμ¤. ‚ ¸É ÉÓ¥ [33] ¸¨¸É¥³  ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±¨Ì
Ê· ¢´¥´¨° (¢ μÉ¸ÊÉ¸É¢¨¥ μ¡ÒÎ´μ° ³ É¥·¨¨) ¸¢μ¤¨É¸Ö ± μ¤´μ³Ê ´¥²¨´¥°´μ³Ê
Ê· ¢´¥´¨Õ ¶¥·¢μ£μ ¶μ·Ö¤± . ‚ ´ Ï¥³ ¸²ÊÎ ¥ ³Ò ·¥Ï ¥³ ¸¨¸É¥³Ê, ¸μ¸ÉμÖÐÊÕ
¨§ Ê· ¢´¥´¨Ö ¢Éμ·μ£μ ¶μ·Ö¤±  ¤²Ö R (2.12), ±μ¢ ·¨ ´É´μ£μ § ±μ´  ¸μÌ· ´¥´¨Ö
Ô´¥·£¨¨ ³ É¥·¨¨ (2.9) ¨ ®±¨´¥³ É¨Î¥¸±μ°¯ ¸¢Ö§¨ ³¥¦¤Ê ¸± ²Ö·μ³ ±·¨¢¨§´Ò ¨
¶ · ³¥É·μ³ • ¡¡²  (2.8) ¢ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥´´μ-¶²μ¸±μ° ‚¸¥²¥´´μ°. �ÉÊ ¸¨¸É¥³Ê
²¥£Î¥ μ¡· ¡ ÉÒ¢ ÉÓ Î¨¸²¥´´μ, ¨ ³Ò ³μ¦¥³ Ê¤¥·¦¨¢ ÉÓ ÔËË¥±ÉÒ ³ É¥·¨¨ ¸
¸ ³μ£μ ´ Î ² , ÌμÉÖ ¨§´ Î ²Ó´μ μ´¨ ¤μ¢μ²Ó´μ ¸² ¡Ò. ŒÒ ´ Ï²¨ Î¨¸²¥´´μ,
ÎÉμ ¶·μ¸Éμ¥  ¸¨³¶ÉμÉ¨Î¥¸±μ¥ ¶μ¢¥¤¥´¨¥ (2.40) ¨ (2.41) ´ ¸ÉÊ¶ ¥É ¶μÎÉ¨ ¸· §Ê
¶μ¸²¥ μ±μ´Î ´¨Ö ¨´Ë²ÖÍ¨¨. ŒÒ É ±¦¥ ¢ÒÎ¨¸²¨²¨ ¶²μÉ´μ¸ÉÓ Ô´¥·£¨¨ μ¡ÒÎ-
´μ° ³ É¥·¨¨, ±μÉμ· Ö ¶ ¤ ¥É ± ± 1/t ¸ ´¥±μÉμ·Ò³¨ ¸² ¡Ò³¨ ´ ²μ¦¥´´Ò³¨
±μ²¥¡ ´¨Ö³¨. ‚ ¨´É¥·¢ ²¥ ¢·¥³¥´¨, ¢ ±μÉμ·μ³ Γt < 1, μ¡ÒÎ´μ¥ ¢¥Ð¥¸É¢μ μ± -
§Ò¢ ¥É μÎ¥´Ó ¸² ¡μ¥ ¢²¨Ö´¨¥ ´  ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±μ¥ · ¸Ï¨·¥´¨¥, μ¶·¥¤¥²Ö¥³μ¥
μ¸Í¨²²¨·ÊÕÐ¥° ±·¨¢¨§´μ°. ‚ É¥Î¥´¨¥ ÔÉμ£μ ¢·¥³¥´´μ£μ ¨´É¥·¢ ²  Ô¢μ²ÕÍ¨Ö
‚¸¥²¥´´μ° ¸¨²Ó´μ μÉ²¨Î ¥É¸Ö μÉ ¶μ²ÊÎ ¥³μ° ¢ �’�.
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•μÉÖ ¸± ²Ö· ±·¨¢¨§´Ò ¢μ ³´μ£¨Ì μÉ´μÏ¥´¨ÖÌ ´ ¶μ³¨´ ¥É μ¡ÒÎ´μ¥ ¸± -
²Ö·´μ¥ ¶μ²¥ ¨ ·¥¦¨³ · ¸Ï¨·¥´¨Ö ¤μ¢μ²Ó´μ ¶μÌμ¦ ´  Ô¶μÌÊ ¤μ³¨´ ´É´μ¸É¨
³ É¥·¨¨, ¨³¥¥É¸Ö §´ Î¨É¥²Ó´μ¥ · §²¨Î¨¥ ³¥¦¤Ê ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±μ° Ô¢μ²ÕÍ¨¥° ¢
R2-³μ¤¨Ë¨Í¨·μ¢ ´´μ° £· ¢¨É Í¨¨ ¨ Éμ°, ÎÉμ ¨´¤ÊÍ¨·Ê¥É¸Ö μ¤´μ·μ¤´Ò³ ³ ¸-
¸¨¢´Ò³ ¸± ²Ö·´Ò³ ¶μ²¥³ φ ¸ ³ ¸¸μ° mφ. ˆ§ÊÎ¥´¨¥ ¶μ¸²¥¤´¥° ¡Ò²μ ¢¶¥·¢Ò¥
¶·μ¢¥¤¥´μ ‘É ·μ¡¨´¸±¨³ ¢ · ¡μÉ¥ [174]. ’ ³ ¡Ò²μ ¶μ± § ´μ, ÎÉμ ¶²μÉ´μ¸ÉÓ
Ô´¥·£¨¨ ¸± ²Ö·  ¶ ¤ ¥É, ¢ μ¸´μ¢´μ³, ± ± 1/t2 ¸ ´¥±μÉμ·Ò³¨ μ¸Í¨²²¨·ÊÕÐ¨³¨
¸² £ ¥³Ò³¨, · ¸¶ ¤ ÕÐ¨³¨¸Ö ± ± 1/t2 ¶μ μÉ´μÏ¥´¨Õ ± ¤μ³¨´ ´É´μ³Ê ¸² -
£ ¥³μ³Ê, É. ¥. μ¸Í¨²²¨·ÊÕÐ Ö Î ¸ÉÓ Ê¡Ò¢ ¥É ± ± 1/t4. Œ ¸ÏÉ ¡´Ò° Ë ±Éμ·
³¥´Ö¥É¸Ö ± ±

a(t) ∼ t2/3
[
1 + C cos (2mφt + θ)/t2

]
, (2.3)

ÎÉμ ´¥¸±μ²Ó±μ μÉ²¨Î ¥É¸Ö μÉ Éμ£μ, ÎÉμ ¨³¥¥É ³¥¸Éμ ¢ R2-É¥μ·¨¨ (2.2).
�²μÉ´μ¸ÉÓ Ô´¥·£¨¨ ¶μ²Ö ³ É¥·¨¨ (¨²¨ ¸± ²Ö·  φ) ¶ ¤ ¥É ± ± 1/t2 ¶μ

¸· ¢´¥´¨Õ ¸ ³¥¤²¥´´Ò³ Ê¡Ò¢ ´¨¥³ ± ± 1/t ¶μ²¥° ³ É¥·¨¨ ¢ R2-É¥μ·¨¨. ‘± -
²Ö· ±·¨¢¨§´Ò ¢ ÔÉμ° ³μ¤¥²¨ ¶·μ¶μ·Í¨μ´ ²¥´ ¸²¥¤Ê É¥´§μ·  Ô´¥·£¨¨-¨³¶Ê²Ó¸ 
¶μ²Ö φ ¨ ³μ´μÉμ´´μ Ê¡Ò¢ ¥É ± ± 1/t2, ¢ Éμ ¢·¥³Ö ± ± ¢ R2-É¥μ·¨¨ ±·¨¢¨§´ 
¢¥¤¥É ¸¥¡Ö ± ± cos (mt+ θ)/t ¨ ´¥ ¸¢Ö§ ´  ¸ ¶²μÉ´μ¸ÉÓÕ Ô´¥·£¨¨ ´μ·³ ²Ó´μ£μ
¢¥Ð¥¸É¢ .

„μ¸É ÉμÎ´μ ¤²¨´´Ò° ·¥¦¨³, ¢ É¥Î¥´¨¥ ±μÉμ·μ£μ ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸± Ö Ô¢μ²Õ-
Í¨Ö μÉ²¨Î ¥É¸Ö μÉ ¸É ´¤ ·É´μ° FLRW-±μ¸³μ²μ£¨¨, ³μ¦¥É ¶·¨¢¥¸É¨, ¢ Î ¸É-
´μ¸É¨, ± ³μ¤¨Ë¨± Í¨¨ ¸Í¥´ ·¨¥¢ ¢Ò¸μ±μÉ¥³¶¥· ÉÊ·´μ£μ ¡ ·¨μ£¥´¥§¨¸ , ± ¨§-
³¥´¥´¨Õ  ¸¨³¶ÉμÉ¨Î¥¸±μ° ±μ´Í¥´É· Í¨¨ ³ ¸¸¨¢´ÒÌ Î ¸É¨Í É¥³´μ° ³ É¥·¨¨
¨ ´¥μ¡Ìμ¤¨³μ¸É¨ ¶¥·¥¸³μÉ·  Ëμ·³¨·μ¢ ´¨Ö ¶¥·¢¨Î´ÒÌ Î¥·´ÒÌ ¤Ò·.

„ ²¥¥ ³Ò · ¸¸³ É·¨¢ ¥³ §´ Î¨É¥²Ó´μ ¡μ²ÓÏ¨¥ ¢·¥³¥´ , ±μ£¤  Γt 
 1, ¨
¨§ÊÎ ¥³ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¥ ± μ¡ÒÎ´μ° ±μ¸³μ²μ£¨¨ μ¡Ð¥° É¥μ·¨¨ μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ¸É¨.
‘É ´¤ ·É´ Ö ±μ¸³μ²μ£¨Ö �’� ¢μ¸¸É ´ ¢²¨¢ ¥É¸Ö, ±μ£¤  ¶²μÉ´μ¸ÉÓ Ô´¥·£¨¨ ¢¥-
Ð¥¸É¢  ¸É ´μ¢¨É¸Ö ¡μ²ÓÏ¥, Î¥³ ¶²μÉ´μ¸ÉÓ Ô±¸¶μ´¥´Í¨ ²Ó´μ · ¸¶ ¤ ÕÐ¥£μ¸Ö
¸± ²Ö·μ´ . �¤´ ±μ ³Ò ÊÉ¢¥·¦¤ ¥³, ÎÉμ ÔÉμ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¥ ´¥¸±μ²Ó±μ § ¤¥·-
¦ ´μ. �´μ ¶·μ¨¸Ìμ¤¨É ´¥ ¶·¨ Γt ∼ 1, ± ± ³μ¦´μ ´ ¨¢´μ μ¦¨¤ ÉÓ, ´μ ¶·¨
Γt ∼ ln (m/Γ).

Œμ¤¨Ë¨Í¨·μ¢ ´´Ò¥ Ê· ¢´¥´¨Ö �°´ÏÉ¥°´  ¤²Ö É¥μ·¨¨ (2.1) ¨³¥ÕÉ ¸²¥-
¤ÊÕÐ¨° ¢¨¤:

Rμν − 1
2
gμνR − 1

3m2

(
Rμν − 1

4
Rgμν + gμνD2− DμDν

)
R =

8π

M2
Pl

Tμν , (2.4)

£¤¥ D2 ≡ gμνDμDν Å ±μ¢ ·¨ ´É´Ò° μ¶¥· Éμ· „'�² ³¡¥· . �·¥¤¶μ² £ ¥É¸Ö,
ÎÉμ É¥´§μ· Ô´¥·£¨¨-¨³¶Ê²Ó¸  ³ É¥·¨¨ Tμν ¨³¥¥É ¤¨ £μ´ ²Ó´ÊÕ Ëμ·³Ê:

T μ
ν = diag (ρ,−P,−P,−P ), (2.5)

£¤¥ ρ Å ¶²μÉ´μ¸ÉÓ Ô´¥·£¨¨,   P Å ¤ ¢²¥´¨¥ ³ É¥·¨¨.
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ŒÒ · ¸¸³ É·¨¢ ¥³ μ¤´μ·μ¤´μ¥ ¨ ¨§μÉ·μ¶´μ¥ · ¸¶·¥¤¥²¥´¨¥ ³ É¥·¨¨
¸ Ê· ¢´¥´¨¥³ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö

P = wρ, (2.6)

£¤¥ w μ¡ÒÎ´μ ¸Î¨É ¥É¸Ö ¶μ¸ÉμÖ´´Ò³ ¶ · ³¥É·μ³. „²Ö ´¥·¥²ÖÉ¨¢¨¸É¸±μ° ³ -
É¥·¨¨ w = 0, ¤²Ö ·¥²ÖÉ¨¢¨¸É¸±μ° w = 1/3,   ¤²Ö ¢ ±ÊÊ³μ¶μ¤μ¡´μ£μ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö
w = −1.

Šμ¸³μ²μ£¨Î¥¸± Ö ³¥É·¨±  ¡¥·¥É¸Ö ¢ ¸É ´¤ ·É´μ° Ëμ·³¥ ”·¨¤³ ´ Ä�μ-
¡¥·É¸μ´ Ä“μ±¥·  (FRW) ¸ ¨´É¥·¢ ²μ³

ds2 = dt2 − a2(t)
[

dr2

1 − kr2
+ r2dϑ2 + r2 sin2 ϑ dϕ2

]
. (2.7)

‚ ¤ ²Ó´¥°Ï¥³ ³Ò ¸Î¨É ¥³, ÎÉμ É·¥Ì³¥·´μ¥ ¶·μ¸É· ´¸É¢μ Ö¢²Ö¥É¸Ö ¶²μ¸±¨³
¨ ¶μ² £ ¥³ k = 0. ‚ ÔÉμ³ ¸²ÊÎ ¥ ¸± ²Ö· ±·¨¢¨§´Ò R ¸¢Ö§ ´ ¸ ¶ · ³¥É·μ³
• ¡¡²  H = ȧ/a ¸μμÉ´μÏ¥´¨¥³

R = −6Ḣ − 12H2. (2.8)

…¸²¨ ´¥É ¤μ¶μ²´¨É¥²Ó´ÒÌ ¨¸ÉμÎ´¨±μ¢ Ô´¥·£¨¨, ¶μ·μ¦¤ ¥³ÒÌ ¸ ³μ° £· -
¢¨É Í¨¥°, É¥´§μ· Ô´¥·£¨¨-¨³¶Ê²Ó¸  Ê¤μ¢²¥É¢μ·Ö¥É Ê¸²μ¢¨Õ ±μ¢ ·¨ ´É´μ£μ ¸μ-
Ì· ´¥´¨Ö DμT μ

ν = 0, ±μÉμ·μ¥ ¢ FRW-³¥É·¨±¥ (2.7) ¨³¥¥É ¢¨¤

ρ̇ = −3H(ρ + P ) = −3H(1 + w)ρ. (2.9)

‚ÒÎ¨¸²ÖÖ ¸²¥¤ Ê· ¢´¥´¨Ö (2.4), ¶μ²ÊÎ ¥³

D2R + m2R = −8πm2

M2
Pl

T μ
μ . (2.10)

�¥·¥Ìμ¤ ± �’� ¤μ²¦¥´ ¶·μ¨¸Ìμ¤¨ÉÓ ¶·¨ m → ∞. ‚ ÔÉμ³ ¸²ÊÎ ¥ ³Ò μ¦¨¤ ¥³
¶μ²ÊÎ¨ÉÓ μ¡ÒÎ´μ¥  ²£¥¡· ¨Î¥¸±μ¥ ¸μμÉ´μÏ¥´¨¥ ³¥¦¤Ê ¸± ²Ö·μ³ ±·¨¢¨§´Ò ¨
¸²¥¤μ³ É¥´§μ·  Ô´¥·£¨¨-¨³¶Ê²Ó¸  ³ É¥·¨¨:

M2
PlRGR = −8πT μ

μ . (2.11)

„²Ö μ¤´μ·μ¤´μ£μ ¶μ²Ö R = R(t) ¶·¨ ¸¶· ¢¥¤²¨¢μ¸É¨ Ê· ¢´¥´¨Ö ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö
¢¥Ð¥¸É¢  (2.6) Ê· ¢´¥´¨¥ (2.10) ¤ ¥É

R̈ + 3HṘ + m2R = −8πm2

M2
Pl

(1 − 3w)ρ. (2.12)

�Éμ ¸μμÉ´μÏ¥´¨¥ ¨³¥¥É ¢¨¤ Ê· ¢´¥´¨Ö Š²¥°´ Äƒμ·¤μ´  (Šƒ) ¤²Ö ³ ¸¸¨¢´μ£μ
¸± ²Ö·´μ£μ ¶μ²Ö R, ´ §Ò¢ ¥³μ£μ ¨´μ£¤  ®¸± ²Ö·μ´μ³¯. �´μ μÉ²¨Î ¥É¸Ö μÉ
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μ¡ÒÎ´μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö Šƒ ¸² £ ¥³Ò³ ¦¨¤±μ£μ É·¥´¨Ö 3HṘ ¸ ±μÔËË¨Í¨¥´Éμ³
É·¥´¨Ö 3H , ¸¢Ö§ ´´Ò³ ¸ R ¢Ò· ¦¥´¨¥³ (2.8).

“· ¢´¥´¨¥ (2.12) ´¥ ÊÎ¨ÉÒ¢ ¥É ¢²¨Ö´¨¥ ·μ¦¤¥´¨Ö Î ¸É¨Í ¸± ²Ö·μ³ ±·¨-
¢¨§´Ò. �Éμ Ìμ·μÏ¥¥ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¥ ¢ Ô¶μÌÊ ¨´Ë²ÖÍ¨¨, ±μ£¤  ·μ¦¤¥´¨¥ Î ¸É¨Í
±·¨¢¨§´μ° R(t) ¶· ±É¨Î¥¸±¨ μÉ¸ÊÉ¸É¢Ê¥É, ¶μ¸±μ²Ó±Ê R ¢¥²¨±μ ¨ É·¥´¨¥ ¢¥-
²¨±μ, É ± ÎÉμ R ³¥¤²¥´´μ ¸¶ ¤ ¥É ¤μ ´Ê²Ö. �  ´¥±μÉμ·μ³ ÔÉ ¶¥, ±μ£¤  H
¸É ´μ¢¨É¸Ö ³¥´ÓÏ¥, Î¥³ m, R ´ Î¨´ ¥É μ¸Í¨²²¨·μ¢ ÉÓ, ¶·μ¤Ê±É¨¢´μ ·μ¦¤ Ö
Î ¸É¨ÍÒ. �Éμ §´ ³¥´Ê¥É μ±μ´Î ´¨¥ ¨´Ë²ÖÍ¨¨, · §μ£·¥¢ ‚¸¥²¥´´μ°, ±μÉμ-
· Ö ¨¸Ìμ¤´μ ´¥ ¸μ¤¥·¦ ²  ³ É¥·¨¨, ¨ ¶¥·¥Ìμ¤ μÉ Ê¸±μ·¥´´μ£μ · ¸Ï¨·¥´¨Ö
(¨´Ë²ÖÍ¨¨) ± · ¸Ï¨·¥´¨Õ § ³¥¤²¥´´μ³Ê. �μ¸²¥¤´¥¥ ´ ¶μ³¨´ ¥É μ¡ÒÎ´Ò°
·¥¦¨³ · ¸Ï¨·¥´¨Ö ”·¨¤³ ´ , ´μ, ± ± ³Ò Ê¢¨¤¨³ ´¨¦¥, μÉ²¨Î ¥É¸Ö μÉ ´¥£μ
³´μ£¨³¨ ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´Ò³¨ Î¥·É ³¨.

„²Ö £ ·³μ´¨Î¥¸±μ£μ ¶μÉ¥´Í¨ ²  ·μ¦¤¥´¨¥ Î ¸É¨Í ³μ¦´μ ¶·¨¡²¨¦¥´´μ
μ¶¨¸ ÉÓ ¤μ¶μ²´¨É¥²Ó´Ò³ ¸² £ ¥³Ò³, ÊÎ¨ÉÒ¢ ÕÐ¨³ É·¥´¨¥, ΓṘ. �μ¦¤¥´¨¥
Î ¸É¨Í ¶·μ¨§¢μ²Ó´Ò³ ¶μÉ¥´Í¨ ²μ³ ¢ Ê· ¢´¥´¨¨ Š²¥°´ Äƒμ·¤μ´  ¢ÒÎ¨¸²¥´μ
¢ · ¡μÉ Ì [175, 176] ¢ μ¤´μ¶¥É²¥¢μ³ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¨. �¥§Ê²ÓÉ ÉÒ ÔÉμ° · ¡μÉÒ
¡Ò²¨ ³μ¤¨Ë¨Í¨·μ¢ ´Ò ¤²Ö ¸²ÊÎ Ö ·μ¦¤¥´¨Ö Î ¸É¨Í ¸± ²Ö·μ³ ±·¨¢¨§´Ò ¢
´ Ï¥° ¸É ÉÓ¥ [126]. �¡ÒÎ´μ μ¤´μ¶¥É²¥¢Ò¥ ÔËË¥±ÉÒ ¢ ·μ¦¤¥´¨¨ Î ¸É¨Í ¶·¨-
¢μ¤ÖÉ ± ´¥²μ± ²Ó´μ³Ê ¶μ ¢·¥³¥´¨ ¨´É¥£·μ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ³Ê Ê· ¢´¥´¨Õ, ´μ
¢ ¸²ÊÎ ¥ ¸É·μ£μ £ ·³μ´¨Î¥¸±¨Ì ±μ²¥¡ ´¨° Ê· ¢´¥´¨¥ ³μ¦´μ ¸¢¥¸É¨ ± ¶·μ-
¸Éμ³Ê ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ³Ê Ê· ¢´¥´¨Õ ¸ Î²¥´μ³ ¦¨¤±μ£μ É·¥´¨Ö ΓṘ. ‚ · ¸-
¸³ É·¨¢ ¥³μ³ ´ ³¨ ¸²ÊÎ ¥ ¶μÉ¥´Í¨ ² Ö¢²Ö¥É¸Ö £ ·³μ´¨Î¥¸±¨³, ¨ ³μ¦´μ ¨¸-
¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¥ ¦¨¤±μ£μ É·¥´¨Ö. ‘±μ·μ¸ÉÓ ·μ¦¤¥´¨Ö Î ¸É¨Í, ¢ÒÎ¨-
¸²¥´´ Ö ¢ ´ Ï¥° · ¡μÉ¥ [126] (¸³. É ±¦¥ ¶·¥¤Ï¥¸É¢ÊÕÐ¨¥ · ¡μÉÒ [123Ä125]),
· ¢´ 

Γ =
m3

48M2
Pl

. (2.13)

‘μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ, Ê· ¢´¥´¨¥ (2.12) ¶·¨μ¡·¥É ¥É ¤μ¶μ²´¨É¥²Ó´μ¥ ¸² £ ¥³μ¥,
μ¶¨¸Ò¢ ÕÐ¥¥ ¦¨¤±μ¥ É·¥´¨¥, ¨ ¶·¥¢· Ð ¥É¸Ö ¢

R̈ + (3H + Γ)Ṙ + m2R = −8πm2

M2
Pl

(1 − 3w)ρ. (2.14)

�μ¦¤¥´¨¥ Î ¸É¨Í ¶·¨¢μ¤¨É É ±¦¥ ± ¶μÖ¢²¥´¨Õ ¨¸ÉμÎ´¨±  ¢ Ê· ¢´¥´¨¨ (2.9):

ρ̇ = −3H(1 + w)ρ +
mR2

ampl

1152π
, (2.15)

£¤¥ Rampl Å  ³¶²¨ÉÊ¤  R(t)-μ¸Í¨²²ÖÍ¨° (¸³. [125, 126]). „²Ö ¶·μ¸ÉμÉÒ ³Ò
¸Î¨É ¥³, ÎÉμ ·μ¦¤¥´´Ò¥ Î ¸É¨ÍÒ Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ¡¥§³ ¸¸μ¢Ò³¨ ¸± ²Ö· ³¨, ÌμÉÖ ÔÉμ
´¥ μ¡Ö§ É¥²Ó´μ É ±. …¸²¨ ·μ¦¤¥´´Ò¥ Î ¸É¨ÍÒ ¸É·μ£μ ¡¥§³ ¸¸μ¢Ò¥ ¨²¨ μÎ¥´Ó
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²¥£±¨¥, Éμ ‚¸¥²¥´´ Ö ¡Ê¤¥É § ¶μ²´¥´  ·¥²ÖÉ¨¢¨¸É¸±μ° ³ É¥·¨¥°. �¤´ ±μ ¥¸²¨
³ ¸¸  Î ¸É¨ÍÒ ¸· ¢´¨³  ¸ m/2 (´μ ´¥³´μ£μ ³¥´ÓÏ¥ ¥¥), Éμ ¤²Ö Ï¨·¨´Ò · ¸-
¶ ¤  ¸± ²Ö·μ´  ¶·¨³¥´¨³μ ¶· ±É¨Î¥¸±¨ Éμ ¦¥ ¢Ò· ¦¥´¨¥ (2.13) ¸ ´¥¡μ²ÓÏ¨³
¶μ¤ ¢²¥´¨¥³ §  ¸Î¥É Ë §μ¢μ£μ μ¡Ñ¥³ , ¶·μ¶μ·Í¨μ´ ²Ó´μ£μ

√
1 − 4m2

0/m2,
£¤¥ m0 Å ³ ¸¸  Î ¸É¨ÍÒ, ·μ¦¤¥´´μ° ¢ ¶·μÍ¥¸¸¥ · ¸¶ ¤ . � ¶·¨³¥·, ¤²Ö
m0 = 0,4m ¶μ¤ ¢²¥´¨¥ ¸μ¸É ¢²Ö¥É 0,6. — ¸É¨ÍÒ ¡μ²¥¥ ¢Ò¸μ±μ° ³ ¸¸Ò ³μ£ÊÉ
·μ¦¤ ÉÓ¸Ö ´¥¶¥·ÉÊ·¡ É¨¢´μ, ± ± μ¶¨¸ ´μ ¢ ¸É ÉÓÖÌ, ¶·μÍ¨É¨·μ¢ ´´ÒÌ ¶¥·¥¤
Ê· ¢´¥´¨¥³ (2.13).

‘μ¸ÉμÖ´¨¥ ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±μ° ³ É¥·¨¨ § ¢¨¸¨É ´¥ Éμ²Ó±μ μÉ ¸¶¥±É·  ¶·μ-
¤Ê±Éμ¢ · ¸¶ ¤ , ´μ É ±¦¥ μÉ É¥¶²μ¢μ° ¨¸Éμ·¨¨ ·μ¦¤¥´´ÒÌ Î ¸É¨Í. ‚ § -
¢¨¸¨³μ¸É¨ μÉ ÔÉμ£μ ¶ · ³¥É· w ³μ¦¥É ´¥ ¡ÒÉÓ ÉμÎ´μ · ¢´Ò³ 0 ¨²¨ 1/3,
  Ê· ¢´¥´¨¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö ³μ¦¥É ´¥ ¡ÒÉÓ É ±¨³ ¶·μ¸ÉÒ³. Œμ¦¥É ¤ ¦¥ μ± § ÉÓ¸Ö,
ÎÉμ μ´μ ´¥ μ¶¨¸Ò¢ ¥É¸Ö ¶μ¸ÉμÖ´´Ò³ w. ŒÒ ¡¥·¥³ ¤¢  ¶·¥¤¥²Ó´ÒÌ §´ Î¥´¨Ö
w = 0 ¨ 1/3 ± ± ¶·μ¸ÉÒ¥ ¢μ§³μ¦´Ò¥ ¶·¨³¥·Ò. „·Ê£¨¥ §´ Î¥´¨Ö w ´¥ ¨§-
³¥´ÖÉ ¶·¥¤¸É ¢²¥´´Ò¥ ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ §´ Î¨É¥²Ó´μ. ’ ± ± ± ¸¶¥±É· Ô²¥³¥´É ·´ÒÌ
Î ¸É¨Í μÎ¥´Ó ¢Ò¸μ±¨Ì ³ ¸¸ ´¥¨§¢¥¸É¥´, ´¥É ¸³Ò¸²  ¶·μ¢μ¤¨ÉÓ ¤¥É ²Ó´Ò° ±μ-
²¨Î¥¸É¢¥´´Ò°  ´ ²¨§ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±μ° ³ É¥·¨¨, ´μ, ±μ´¥Î´μ, μ´μ
´ Ìμ¤¨²μ¸Ó ¡Ò £¤¥-Éμ ³¥¦¤Ê w = 1/3 ¨ w = 0.

“¤μ¡´μ ¢¢¥¸É¨ ¡¥§· §³¥·´μ¥ ®¢·¥³Ö¯ ¨ ¡¥§· §³¥·´Ò¥ ËÊ´±Í¨¨:

τ = tm, H = mh, R = m2r, ρ = m4y, Γ = mγ. (2.16)

“· ¢´¥´¨Ö (2.8), (2.14) ¨ (2.15) É¥¶¥·Ó ¶·¨´¨³ ÕÉ ¢¨¤

h′ + 2h2 = −r/6, (2.17)

r′′ + (3h + γ)r′ + r = −8πμ2(1 − 3w)y, (2.18)

y′ + 3(1 + w)h y = S[r], (2.19)

£¤¥ ÏÉ·¨Ì μ§´ Î ¥É ¶·μ¨§¢μ¤´ÊÕ ¶μ τ , μ = m/MPl, γ = μ2/48, ¨ ¨¸ÉμÎ´¨±
S[r] ¡¥·¥É¸Ö ¢ ¢¨¤¥

S[r] =
〈r2〉

1152π
. (2.20)

‚²¨Ö´¨¥ ÔÉμ£μ Î²¥´  ´  Ô¢μ²ÕÍ¨Õ ¸± ²Ö·  ±·¨¢¨§´Ò ´¥ ÊÎ¨ÉÒ¢ ²μ¸Ó ¤μ²¦-
´Ò³ μ¡· §μ³ ¢ ¶·¥¤Ò¤ÊÐ¨Ì · ¡μÉ Ì. ‡¤¥¸Ó 〈r2〉 μ§´ Î ¥É ±¢ ¤· É  ³¶²¨ÉÊ¤Ò
£ ·³μ´¨Î¥¸±¨Ì μ¸Í¨²²ÖÍ¨°, r2

ampl, ¡¥§· §³¥·´μ° ±·¨¢¨§´Ò r(τ) (¸³. (2.15)).
�¤´ ±μ r(τ) ´¥ ¢¸¥£¤  μ¸Í¨²²¨·Ê¥É £ ·³μ´¨Î¥¸±¨. ‚ ÔÉμ³ ¸²ÊÎ ¥ ³Ò  ¶¶·μ±-
¸¨³¨·Ê¥³ 〈r2〉 ± ± 2(r′)2 ¨²¨ (−2r′′r). „²Ö £ ·³μ´¨Î¥¸±¨Ì μ¸Í¨²²ÖÍ¨° ÔÉ¨
¢Ò· ¦¥´¨Ö, Ê¸·¥¤´¥´´Ò¥ ¶μ ¶¥·¨μ¤Ê ±μ²¥¡ ´¨°, ¸μ¢¶ ¤ ÕÉ ¸ r2

ampl.

”Ê´±Í¨Ö 〈r2〉 ³¥¤²¥´´μ ³¥´Ö¥É¸Ö ¸μ ¢·¥³¥´¥³. ‘É·μ£μ £μ¢μ·Ö, É ±μ° ¸¶μ-
¸μ¡ μ¶¨¸ ´¨Ö ·μ¦¤¥´¨Ö Î ¸É¨Í ¶·¨³¥´¨³ Éμ²Ó±μ ´  ¸É ¤¨¨, ±μ£¤  r(τ) Ö¢²Ö-
¥É¸Ö £ ·³μ´¨Î¥¸±¨ μ¸Í¨²²¨·ÊÕÐ¥° ËÊ´±Í¨¥° ¸ ³¥¤²¥´´μ ³¥´ÖÕÐ¥°¸Ö  ³¶²¨-
ÉÊ¤μ°. �Î¥¢¨¤´μ, ÔÉμ ´¥¸¶· ¢¥¤²¨¢μ ¢μ ¢·¥³Ö ¨´Ë²ÖÍ¨¨. ‚ ¶·¨´Í¨¶¥, É ±μ°
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¨¸ÉμÎ´¨± ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ ¢±²ÕÎ¥´ ¶μ¸²¥ § ¢¥·Ï¥´¨Ö ¨´Ë²ÖÍ¨¨. �¤´ ±μ μ±μ´-
Î É¥²Ó´Ò° ·¥§Ê²ÓÉ É ¤²Ö y (¨²¨ ρ) ´¥ § ¢¨¸¨É μÉ ¨¸Éμ·¨¨ ·μ¦¤¥´¨Ö Î ¸É¨Í.
�·¨Î¨´  ÔÉμ£μ ¸²¥¤ÊÕÐ Ö: ¢μ ¢·¥³Ö ¨´Ë²ÖÍ¨¨ ¶²μÉ´μ¸ÉÓ Ô´¥·£¨¨ μ¡ÒÎ´μ°
³ É¥·¨¨ μÎ¥´Ó ¡Ò¸É·μ ¶ ¤ ¥É ¨§-§  ¡Ò¸É·μ£μ · ¸Ï¨·¥´¨Ö ‚¸¥²¥´´μ°, ¨ ³Ò
¶·¨Ìμ¤¨³ ± ³μ³¥´ÉÊ ´ Î ²  · §μ£·¥¢  ‚¸¥²¥´´μ° ¸ ¶·¨³¥·´μ É¥³ ¦¥, ´¨-
ÎÉμ¦´μ ³ ²Ò³, §´ Î¥´¨¥³ y (¨²¨ ρ). �¨¦¥ ³Ò ¶·μ¤¥³μ´¸É·¨·Ê¥³ Î¨¸²¥´´μ,
ÎÉμ ÔÉμ ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ É ± ¸ μÎ¥´Ó Ìμ·μÏ¥° ÉμÎ´μ¸ÉÓÕ.

ŒÒ ¶·μ¢¥·¨³ ¸μ¢³¥¸É´μ¸ÉÓ Ê· ¢´¥´¨° (2.13) ¨ (2.20) ¢ ¶. 2.1.1, £¤¥ ¶μ-
± ¦¥³, ÎÉμ ·μ¦¤¥´¨¥ Î ¸É¨Í §  ¸Î¥É · ¸¶ ¤  ¸± ²Ö·μ´  ¤ ¥É ´¥μ¡Ìμ¤¨³Ò°
¶·¨Éμ± Ô´¥·£¨¨, S[r], ¢ ±μ¸³¨Î¥¸±ÊÕ ¶² §³Ê.

‚ ¤ ²Ó´¥°Ï¥³ ³Ò ·¥Ï ¥³ ¸¨¸É¥³Ê Ê· ¢´¥´¨° (2.17)Ä(2.19) Î¨¸²¥´´μ ¨
¸· ¢´¨¢ ¥³ Î¨¸²¥´´Ò¥ ·¥Ï¥´¨Ö ¸  ´ ²¨É¨Î¥¸±¨³  ¸¨³¶ÉμÉ¨Î¥¸±¨³ · §²μ¦¥-
´¨¥³ ¶·¨ τ 
 1. ‘μ£² ¸¨¥ ¶μ²ÊÎ ¥É¸Ö ¨¤¥ ²Ó´μ¥. �Éμ ¶μ§¢μ²Ö¥É ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ
 ´ ²¨É¨Î¥¸±¨¥  ¸¨³¶ÉμÉ¨Î¥¸±¨¥ ¢Ò· ¦¥´¨Ö ¢ É¥Ì ¸²ÊÎ ÖÌ, ±μ£¤  Î¨¸²¥´´Ò¥
· ¸Î¥ÉÒ ¸É ´μ¢ÖÉ¸Ö ´¥´ ¤¥¦´Ò³¨.

2.1.1. �¥Ï¥´¨¥ ab ovo ¤μ γτ � 1. �¥Ï¥´¨¥ ¢ Ô¶μÌÊ ¨´Ë²ÖÍ¨¨. �·¥¤-
¸É ¢¨³ Î¨¸²¥´´Ò¥ ¨  ´ ²¨É¨Î¥¸±¨¥ ·¥Ï¥´¨Ö Ê· ¢´¥´¨° (2.17)Ä(2.19), ¸É ·ÉÊÖ
®¸ ¸ ³μ£μ ´ Î ² ¯, É. ¥. ¸ ¨´Ë²ÖÍ¨μ´´μ° ¸É ¤¨¨ ¢¶²μÉÓ ¤μ ¢Ò¸μ±¨Ì τ (τ 
 1),
´μ ³ ²ÒÌ γτ � 1. � Î ²Ó´Ò¥ Ê¸²μ¢¨Ö ¸²¥¤Ê¥É ¢Ò¡· ÉÓ É ±¨³ μ¡· §μ³, ÎÉμ¡Ò
¶μ± § É¥²Ó ¨´Ë²ÖÍ¨μ´´μ° Ô±¸¶μ´¥´ÉÒ ¡Ò² ´¥ ³¥´ÓÏ¥ 70:

Ne =

τinf∫
0

h dτ � 70, (2.21)

£¤¥ τinf Å ¢·¥³Ö μ±μ´Î ´¨Ö ¨´Ë²ÖÍ¨¨. �Éμ ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ ¤μ¸É¨£´ÊÉμ, ¥¸²¨ ´ -
Î ²Ó´μ¥ §´ Î¥´¨¥ r ¤μ¸É ÉμÎ´μ ¢¥²¨±μ, ¶· ±É¨Î¥¸±¨ ´¥§ ¢¨¸¨³μ μÉ ´ Î ²Ó´ÒÌ
§´ Î¥´¨° h ¨ y.

‘²¥¤ÊÖ · ¡μÉ ³ [33, 173] (¸³. É ±¦¥ ¶μ¸²¥¤ÊÕÐÊÕ ¸É ÉÓÕ [177]), ³Ò
³μ¦¥³ £·Ê¡μ μÍ¥´¨ÉÓ ¶·μ¤μ²¦¨É¥²Ó´μ¸ÉÓ ¨´Ë²ÖÍ¨¨, ¶·¥´¥¡·¥£ Ö ¢Ò¸Ï¨³¨
¶·μ¨§¢μ¤´Ò³¨ ¢ Ê· ¢´¥´¨ÖÌ (2.17) ¨ (2.18) ¨ ¸Î¨É Ö, ÎÉμ ¶²μÉ´μ¸ÉÓ Ô´¥·£¨¨
μ¡ÒÎ´μ° ³ É¥·¨¨ · ¢´  ´Ê²Õ (y = 0),   γ ¶·¥´¥¡·¥¦¨³μ ³ ²μ. �μ¸²¥¤´¥¥
¢Ò¶μ²´Ö¥É¸Ö ¥¸É¥¸É¢¥´´Ò³ μ¡· §μ³, ¥¸²¨ m < MPl. ’μ£¤  ³Ò ¶·¨Ìμ¤¨³
± Ê¶·μÐ¥´´μ° ¸¨¸É¥³¥ Ê· ¢´¥´¨°:

h2 = −r/12, (2.22)

3hr′ = −r. (2.23)

�É¨ Ê· ¢´¥´¨Ö ¨³¥ÕÉ ·¥Ï¥´¨¥√
−r(τ) =

√
−r0 − τ/

√
3, (2.24)

£¤¥ r0 Å ´ Î ²Ó´μ¥ §´ Î¥´¨¥ r ¶·¨ τ = 0. ‘μ£² ¸´μ (2.22), ¶ · ³¥É· • ¡¡² 
³¥´Ö¥É¸Ö ± ± h(τ) = (

√
−3r0 − τ)/6. „²¨É¥²Ó´μ¸ÉÓ ¨´Ë²ÖÍ¨¨ £·Ê¡μ μ¶·¥-

¤¥²Ö¥É¸Ö Ê¸²μ¢¨¥³ h = 0, É. ¥. τinf =
√
−3r0. �μ± § É¥²Ó ¨´Ë²ÖÍ¨μ´´μ°
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�¨¸. 6. �¢μ²ÕÍ¨Ö h(τ ) ´  ¨´Ë²ÖÍ¨μ´´μ° ¸É ¤¨¨ ¸ ´ Î ²Ó´Ò³¨ §´ Î¥´¨Ö³¨ ¡¥§· §-
³¥·´μ° ±·¨¢¨§´Ò r = 300 ( ) ¨ 600 (¡). ˆ¸Ìμ¤´μ h ¡¥·¥É¸Ö · ¢´Ò³ ´Ê²Õ, hin = 0,
´μ ¡Ò¸É·μ ¤μ¸É¨£ ¥É §´ Î¥´¨Ö, μ¶·¥¤¥²Ö¥³μ£μ Ê· ¢´¥´¨¥³ (2.22), h(0) =

√
−r0/12.

�μ± § É¥²¨ Ô±¸¶μ´¥´ÉÒ, ¸μ£² ¸´μ (2.21), · ¢´Ò 75 ¨ 150 ¸μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ

�¨¸. 7. �¢μ²ÕÍ¨Ö ¡¥§· §³¥·´μ° ¶²μÉ´μ¸É¨ Ô´¥·£¨¨ ³ É¥·¨¨ ¢μ ¢·¥³Ö ¨´Ë²ÖÍ¨¨ ¤²Ö
w = 0 (¸¶²μÏ´ Ö ²¨´¨Ö) ¨ w = 1/3 (ÏÉ·¨Ìμ¢ Ö).  ) yin = 0; ¡) yin = 0,1. �¥§Ê²ÓÉ ÉÒ
´¥ÎÊ¢¸É¢¨É¥²Ó´Ò ± ¢¨¤Ê S[r], ¶μ¸±μ²Ó±Ê ¶·¨ ¨´Ë²ÖÍ¨¨ y(τ ) ¡Ò¸É·μ ¸É·¥³¨É¸Ö ± ´Ê²Õ

�¨¸. 8. �¢μ²ÕÍ¨Ö ¡¥§· §³¥·´μ£μ ¸± ²Ö·  ±·¨¢¨§´Ò ¤²Ö rin = −300 (¸¶²μÏ´ Ö ±·¨¢ Ö)
¨ rin = −600 (ÏÉ·¨Ìμ¢ Ö).  ) �¢μ²ÕÍ¨Ö ¢μ ¢·¥³Ö ¨´Ë²ÖÍ¨¨; ¡) Ô¢μ²ÕÍ¨Ö ¶μ¸²¥
μ±μ´Î ´¨Ö ¨´Ë²ÖÍ¨¨, ¸± ²Ö· ±·¨¢¨§´Ò μ¸Í¨²²¨·Ê¥É

Ô±¸¶μ´¥´ÉÒ · ¢¥´ ¶²μÐ ¤¨ É·¥Ê£μ²Ó´¨±  ¶μ¤ ¶·Ö³μ° h(τ), μÉ±Ê¤  Ne ≈
r0/4. �·¥¢μ¸Ìμ¤´μ¥ ¸μ£² ¸¨¥ ¸ Î¨¸²¥´´Ò³¨ ·¥Ï¥´¨Ö³¨ Ê· ¢´¥´¨° (2.17)Ä
(2.19), ¶·μ¨²²Õ¸É·¨·μ¢ ´´μ¥ ´  ·¨¸. 6, ¤¥³μ´¸É·¨·Ê¥É ¢Ò¸μ±ÊÕ ÉμÎ´μ¸ÉÓ ¶·¨-
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¡²¨¦¥´¨Ö ®³¥¤²¥´´μ£μ ¸± ÉÒ¢ ´¨Ö¯ ¨ ¸² ¡μ¥ ¢²¨Ö´¨¥ ·μ¦¤¥´¨Ö Î ¸É¨Í ´ 
(±¢ §¨)¨´Ë²ÖÍ¨μ´´μ° ¸É ¤¨¨.

—¨¸²¥´´Ò¥ ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ ´¥ ÎÊ¢¸É¢¨É¥²Ó´Ò ´¨ ± ´ Î ²Ó´Ò³ §´ Î¥´¨Ö³ ¶ -
· ³¥É·  • ¡¡²  ¨ ¶²μÉ´μ¸É¨ Ô´¥·£¨¨ μ¡ÒÎ´μ° ³ É¥·¨¨, ´¨ ± ¶ · ³¥É·Ê w,
¶μ¸±μ²Ó±Ê ¶·¨ ¨´Ë²ÖÍ¨¨ ¶²μÉ´μ¸ÉÓ Ô´¥·£¨¨ ²Õ¡μ° Ëμ·³Ò ³ É¥·¨¨ ¡Ò¸É·μ
¸É·¥³¨É¸Ö ± ´Ê²Õ ¤²Ö ²Õ¡ÒÌ ´ Î ²Ó´ÒÌ §´ Î¥´¨°. �Éμ ÊÉ¢¥·¦¤¥´¨¥ ¶·μ¨²-
²Õ¸É·¨·μ¢ ´μ ´  ·¨¸. 7.

�¢μ²ÕÍ¨Ö ¡¥§· §³¥·´μ£μ ¸± ²Ö·  ±·¨¢¨§´Ò r ¢ É¥Î¥´¨¥ ¨´Ë²ÖÍ¨¨ ¨ ¶μ¸²¥
¥¥ μ±μ´Î ´¨Ö ¶·¥¤¸É ¢²¥´  ´  ·¨¸. 8.

—¨¸²¥´´Ò¥ ·¥Ï¥´¨Ö ¢ ¶μ¸É¨´Ë²ÖÍ¨μ´´ÊÕ Ô¶μÌÊ. �μ¢¥¤¥´¨¥ R, H ¨ ρ
¨²¨ ¡¥§· §³¥·´ÒÌ ¢¥²¨Î¨´ r, h ¨ y ¸¨²Ó´μ · §²¨Î ¥É¸Ö ´  ¸É ¤¨¨ ¤μ³¨´¨-
·μ¢ ´¨Ö ¢ ±ÊÊ³μ¶μ¤μ¡´μ° ³ É¥·¨¨ (¨´Ë²ÖÍ¨¨) ¨ ´  ¸É ¤¨¨ ¤μ³¨´¨·μ¢ ´¨Ö
´¥·¥²ÖÉ¨¢¨¸É¸±μ£μ ¢¥Ð¥¸É¢ , ´ ¸ÉÊ¶ ÕÐ¥° ¶μ§¦¥. � °¤¥³ É¥¶¥·Ó § ±μ´Ò Ô¢μ-
²ÕÍ¨¨ r(τ), h(τ) ¨ y(τ) ¶μ¸²¥ ¨´Ë²ÖÍ¨¨ ¤μ ¢·¥³¥´, Ê¤μ¢²¥É¢μ·ÖÕÐ¨Ì Ê¸²μ-
¢¨Õ γτ ∼ 1. —¨¸²¥´´Ò¥ ·¥Ï¥´¨Ö ¡Ê¤ÊÉ ¶·¥¤¸É ¢²¥´Ò ¸ ³μ³¥´É  μ±μ´Î ´¨Ö
¨´Ë²ÖÍ¨¨ ¤μ ¡μ²ÓÏ¨Ì τ 
 1, ´μ ´¥ ¸²¨Ï±μ³ ¡μ²ÓÏ¨Ì, ¶μ¸±μ²Ó±Ê Î¨¸²¥´´ Ö
¶·μÍ¥¤Ê·  ¤²Ö μ£·μ³´ÒÌ τ ∼ 1/γ ¸É ´μ¢¨É¸Ö ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ°. �¤´ ±μ ³μ¦´μ
´ °É¨ ¤μ¸É ÉμÎ´μ ÉμÎ´Ò¥  ´ ²¨É¨Î¥¸±¨¥ ·¥Ï¥´¨Ö,  ¸¨³¶ÉμÉ¨Î¥¸±¨ ¢¥·´Ò¥
¶·¨ ²Õ¡ÒÌ τ , ¢¶²μÉÓ ¤μ τ ∼ 1/γ. �Î¥´Ó Ìμ·μÏ¥¥ ¸μ£² ¸¨¥ ³¥¦¤Ê Î¨¸²¥´´Ò³¨
¨  ´ ²¨É¨Î¥¸±¨³¨ ·¥Ï¥´¨Ö³¨ ¶·¨ ¡μ²ÓÏ¨Ì, ´μ ´¥ μ£·μ³´ÒÌ τ ¶μ§¢μ²Ö¥É ¤μ-
¢¥·ÖÉÓ  ¸¨³¶ÉμÉ¨Î¥¸±μ³Ê  ´ ²¨É¨Î¥¸±μ³Ê ·¥Ï¥´¨Õ ¶·¨ μÎ¥´Ó ¡μ²ÓÏ¨Ì τ .

—¨¸²¥´´Ò¥ ·¥Ï¥´¨Ö ¸¨¸É¥³Ò Ê· ¢´¥´¨° (2.17)Ä(2.19) ¶·¨¢¥¤¥´Ò ´ 
·¨¸. 9Ä11 ¤²Ö ¡μ²ÓÏ¨Ì μ = m/MPl = 0,1. �  ·¨¸. 9 ¡¥§· §³¥·´ Ö ±·¨¢¨§´ 
¶·¥¤¸É ¢²¥´  ¤²Ö · §´ÒÌ ´ Î ²Ó´ÒÌ §´ Î¥´¨° rin = −300 ¨ rin = −600 ¨
· §²¨Î´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö w = 1/3 (·¥²ÖÉ¨¢¨¸É¸± Ö ³ É¥·¨Ö) ¨ w = 0
(´¥·¥²ÖÉ¨¢¨¸É¸± Ö ³ É¥·¨Ö). 	¥§· §³¥·´μ¥ ¢·¥³Ö ¡¥·¥É¸Ö ¡μ²ÓÏ¨³, τ 
 1,
´μ ¢¸¥ ¥Ð¥ γτ < 1. ‚±² ¤ ·μ¦¤¥´¨Ö Î ¸É¨Í ¢ ρ (¨²¨ ¢ y)  ¶¶·μ±¸¨³¨·μ¢ ´

�¨¸. 9. �¢μ²ÕÍ¨Ö ¡¥§· §³¥·´μ£μ ¸± ²Ö·  ±·¨¢¨§´Ò τr(τ ) ¢ ¶μ¸É¨´Ë²ÖÍ¨μ´´ÊÕ Ô¶μÌÊ.
 ) w = 1/3: rin = −300 (¸¶²μÏ´ Ö ±·¨¢ Ö), rin = −600 (ÏÉ·¨Ìμ¢ Ö). �¥ ¢¨¤´μ
´¨± ±μ° · §´¨ÍÒ ³¥¦¤Ê ±·¨¢Ò³¨. ¡) rin = −300: w = 1/3 (¸¶²μÏ´ Ö ±·¨¢ Ö) ¨
w = 0 (ÏÉ·¨Ìμ¢ Ö). � §´¨Í  ³¥¦¤Ê ±·¨¢Ò³¨ ´¨ÎÉμ¦´μ ³ ² 
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�¨¸. 10. �¢μ²ÕÍ¨Ö ¡¥§· §³¥·´μ£μ ¶ · ³¥É·  • ¡¡²  hτ ¢ ¶μ¸É¨´Ë²ÖÍ¨μ´´ÊÕ Ô¶μÌÊ
¤²Ö w = 1/3 (¸¶²μÏ´ Ö ±·¨¢ Ö) ¨ w = 0 (ÏÉ·¨Ìμ¢ Ö)

�¨¸. 11. �¢μ²ÕÍ¨Ö ¡¥§· §³¥·´μ° ¶²μÉ´μ¸É¨ Ô´¥·£¨¨ ³ É¥·¨¨ yτ ¶·¨ ³ ²ÒÌ τ ( ) ¨
¶·¨ ¡μ²ÓÏ¨Ì τ (¡) ¤²Ö w = 1/3 (¸¶²μÏ´ Ö ±·¨¢ Ö) ¨ w = 0 (ÏÉ·¨Ìμ¢ Ö)

± ± (r′)2/(576π), ¸³. (2.19), (2.20). ‡¤¥¸Ó ³Ò ÊÎ²¨ Ë ±Éμ· 2, ¢μ§´¨±Ï¨°,
¶μ¸±μ²Ó±Ê ¸·¥¤´¥¥ §´ Î¥´¨¥ sin2 τ · ¢´μ 1/2. ˆ´É¥·¥¸´μ, ÎÉμ  ³¶²¨ÉÊ¤ 
ramplτ → const. ‚¨¤´μ, ÎÉμ ¤²Ö ¡μ²ÓÏ¨Ì τ ·¥§Ê²ÓÉ É ´¥ § ¢¨¸¨É μÉ ´ Î ²Ó-
´μ£μ §´ Î¥´¨Ö r ¨ μÎ¥´Ó ¸² ¡μ § ¢¨¸¨É μÉ w.

�  ·¨¸. 10 Ô¢μ²ÕÍ¨Ö ¡¥§· §³¥·´μ£μ ¶ · ³¥É·  • ¡¡²  ¨§μ¡· ¦¥´  ¤²Ö
w = 1/3 (¸¶²μÏ´ Ö ²¨´¨Ö) ¨ w = 0 (ÏÉ·¨Ìμ¢ Ö). ‡ ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ μÉ w ¶μÎÉ¨ ´¥
¢¨¤´ , §  ¨¸±²ÕÎ¥´¨¥³ §´ Î¥´¨° h, ¡²¨§±¨Ì ± ´Ê²Õ.

�  ·¨¸. 11 ¶·¥¤¸É ¢²¥´  ¡¥§· §³¥·´ Ö ¶²μÉ´μ¸ÉÓ Ô´¥·£¨¨ ³ É¥·¨¨ y ± ±
ËÊ´±Í¨Ö ¢·¥³¥´¨ ¤²Ö w = 1/3 (¸¶²μÏ´ Ö ²¨´¨Ö) ¨ w = 0 (ÏÉ·¨Ìμ¢ Ö).
�μ¢¥¤¥´¨¥ y (¨²¨ ρ) ¤²Ö ÔÉ¨Ì ¤¢ÊÌ §´ Î¥´¨° w ¸¨²Ó´μ · §²¨Î ¥É¸Ö, ¢ μÉ²¨-
Î¨¥ μÉ ¤·Ê£¨Ì · ¸¸³μÉ·¥´´ÒÌ ¢¥²¨Î¨´, r ¨ h, ±μÉμ·Ò¥ ¸² ¡μ § ¢¨¸ÖÉ μÉ w.
ˆ´É¥·¥¸´μ, ÎÉμ ¶·μ¨§¢¥¤¥´¨¥ yτ ¸É·¥³¨É¸Ö ± ¶μ¸ÉμÖ´´μ° ¢¥²¨Î¨´¥ ¶·¨ Ê¢¥-
²¨Î¥´¨¨ τ , ¶μ±  γτ μ¸É ¥É¸Ö ³ ²Ò³. ‘¶· ¢¥¤²¨¢μ¸ÉÓ ÔÉμ£μ ÊÉ¢¥·¦¤¥´¨Ö ´ ³¨
¶·μ¢¥·¥´  ¤μ τ = 5000 ¶·¨ μ = 0,01. ’ ±μ¥ ¶μ¢¥¤¥´¨¥ ¸¨²Ó´μ μÉ²¨Î ¥É¸Ö μÉ
Ô¢μ²ÕÍ¨¨ ¶²μÉ´μ¸É¨ ¢¥Ð¥¸É¢  ¢ ¸É ´¤ ·É´μ° ±μ¸³μ²μ£¨¨, ±μ£¤  ρ ∼ 1/t2.

‚¨¤´μ, ÎÉμ Î¨¸²¥´´Ò¥ ·¥Ï¥´¨Ö ¨³¥ÕÉ μÎ¥´Ó ¶·μ¸Éμ° ¢¨¤ ¤²Ö ¡μ²ÓÏ¨Ì τ ,
  ¨³¥´´μ: r μ¸Í¨²²¨·Ê¥É ¢μ±·Ê£ ´Ê²Ö ¸  ³¶²¨ÉÊ¤μ°, ¶ ¤ ÕÐ¥° ± ± 1/τ , ¢ Éμ
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¢·¥³Ö ± ± h μ¸Í¨²²¨·Ê¥É, ¶μÎÉ¨ ± ¸ Ö¸Ó ´Ê²Ö, ¢μ±·Ê£ ¶μ¸ÉμÖ´´μ£μ §´ Î¥´¨Ö,
¡²¨§±μ£μ ± 2/3, ¸  ³¶²¨ÉÊ¤μ°, É ±¦¥ ¶ ¤ ÕÐ¥° ± ± 1/τ . ’ ±μ¥ ¶·μ¸Éμ¥
¶μ¢¥¤¥´¨¥ Ê± §Ò¢ ¥É ´  Éμ, ÎÉμ ¤μ²¦´Ò ¸ÊÐ¥¸É¢μ¢ ÉÓ ¶·μ¸ÉÒ¥  ´ ²¨É¨Î¥¸±¨¥
¢Ò· ¦¥´¨Ö ¤²Ö ·¥Ï¥´¨° ¶·¨ ¡μ²ÓÏ¨Ì τ . �É¨ ·¥Ï¥´¨Ö ¡Ê¤ÊÉ ¶μ²ÊÎ¥´Ò ´¨¦¥.

�´ ²¨É¨Î¥¸±μ¥ ¶μ¢¥¤¥´¨¥ ·¥Ï¥´¨° ¶·¨ τ 
 1 ¨ w = 1/3. � Î´¥³ ¸
¡μ²¥¥ ¶·μ¸Éμ£μ ¸²ÊÎ Ö w = 1/3. �·¨ ÔÉμ³ ¸¨¸É¥³  Ê· ¢´¥´¨° (2.17)Ä(2.19)
¶·¨´¨³ ¥É ¢¨¤

h′ + 2h2 = −r/6, (2.25)

r′′ + 3hr′ + r = 0, (2.26)

y′ + 4hy =
〈r2〉

1152π
, (2.27)

É ± ÎÉμ ¸¨¸É¥³  ÔËË¥±É¨¢´μ ¸¢μ¤¨É¸Ö ± ¤¢Ê³ Ê· ¢´¥´¨Ö³ ¤²Ö h ¨ r,   y ³μ¦´μ
´ °É¨, ¥¸²¨ h ¨ r ¨§¢¥¸É´Ò. “· ¢´¥´¨¥ ¤²Ö y ³μ¦´μ ·¥Ï¨ÉÓ ²¨¡μ Î¨¸²¥´´μ,
²¨¡μ ¶·¥¤¸É ¢¨ÉÓ ·¥Ï¥´¨¥ ¢ ±¢ ¤· ÉÊ· Ì. ‚ (2.26) ³Ò ¶·¥´¥¡·¥£²¨ γ ¶μ
¸· ¢´¥´¨Õ ¸ h, É ± ± ±, ¶μ ¶·¥¤¶μ²μ¦¥´¨Õ, ³Ò μ£· ´¨Î¨¢ ¥³¸Ö ¶·¥¤¥²μ³
γτ � 1. ‘²ÊÎ ° γτ � 1 ¡Ê¤¥É · ¸¸³μÉ·¥´ ¢ ¶. 2.1.1.

�¸´μ¢Ò¢ Ö¸Ó ´  Î¨¸²¥´´μ³ ·¥Ï¥´¨¨, ³Ò ¨Ð¥³  ¸¨³¶ÉμÉ¨Î¥¸±μ¥ · §²μ-
¦¥´¨¥ h ¨ r ¶·¨ τ 
 1 ¢ ¢¨¤¥

r =
r1 cos (τ + θr)

τ
+

r2

τ2
, (2.28)

h =
h0 + h1 sin (τ + θh)

τ
. (2.29)

‡¤¥¸Ó rj ¨ hj Å ´¥±μÉμ·Ò¥ ¶μ¸ÉμÖ´´Ò¥ ±μÔËË¨Í¨¥´ÉÒ, ±μÉμ·Ò¥ ¢ÒÎ¨¸²ÖÕÉ¸Ö
¨§ Ê· ¢´¥´¨° (2.25) ¨ (2.26),   ¶μ¸ÉμÖ´´Ò¥ Ë §Ò θj μ¶·¥¤¥²ÖÕÉ¸Ö ´ Î ²Ó-
´Ò³¨ Ê¸²μ¢¨Ö³¨ ¨ ±μ··¥±É¨·ÊÕÉ¸Ö ¸· ¢´¥´¨¥³  ¸¨³¶ÉμÉ¨Î¥¸±μ£μ ·¥Ï¥´¨Ö ¸
Î¨¸²¥´´Ò³.

�μ¤¸É ¢²ÖÖ ¢Ò· ¦¥´¨Ö (2.28) ¨ (2.29) ¢ ¶· ¢ÊÕ Î ¸ÉÓ Ê· ¢´¥´¨Ö (2.25),
¶μ²ÊÎ ¥³

h′ = −2[h0 + h1 sin (τ + θh)]2

τ2
− 1

6

(
r1 cos (τ + θr)

τ
+

r2

τ2

)
, (2.30)

£¤¥ h′ ´ Ìμ¤¨³ ¤¨ËË¥·¥´Í¨·μ¢ ´¨¥³ Ê· ¢´¥´¨Ö (2.29):

h′ =
h1 cos (τ + θh)

τ
−

[
h0 + h1 sin (τ + θh)

τ2

]
. (2.31)

�·¨· ¢´¨¢ Ö ±μÔËË¨Í¨¥´ÉÒ ¶·¨ 1/τ ¨ 1/τ2, ¶μ²ÊÎ¨³, ¸μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ,
Ê· ¢´¥´¨Ö

h1 = −r1

6
, θh = θr ≡ θ, (2.32)

h0 + h1 sin (τ + θh) = 2 [h0 + h1 sin (τ + θh)]2 +
r2

6
. (2.33)
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�·¥´¥¡·¥£ Ö μ¸Í¨²²¨·ÊÕÐ¨³¨ ¸² £ ¥³Ò³¨ ¸ ¸¨´Ê¸μ³, ±μÉμ·Ò¥ μ¡· Ð ÕÉ¸Ö ¢
´Ê²Ó ¶·¨ Ê¸·¥¤´¥´¨¨, ¨ ¸Î¨É Ö, ÎÉμ ¸·¥¤´¥¥ μÉ sin2(τ +θ) · ¢´μ 1/2, ´ Ìμ¤¨³

h0 = 2h2
0 + h2

1 + r2/6. (2.34)

�´ ²μ£¨Î´Ò³ μ¡· §μ³ ¨¸¶μ²Ó§Ê¥³ Ê· ¢´¥´¨¥ (2.26) ¤²Ö r. „²Ö ÔÉμ° Í¥²¨
¢ÒÎ¨¸²¨³ ¶·μ¨§¢μ¤´Ò¥ μÉ ¢Ò· ¦¥´¨Ö (2.28), ÎÉμ¡Ò μ¶·¥¤¥²¨ÉÓ r′ ¨ r′′:

r′ = −r1 sin (τ + θr)
τ

− r1 cos (τ + θr)
τ2

− 2r2

τ3
, (2.35)

r′′ = −r1 cos (τ + θr)
τ

+
2r1 sin (τ + θr)

τ2
+

2r1 cos (τ + θr)
τ3

+
6r2

τ4
. (2.36)

�μ¤¸É ¢²ÖÖ É¥¶¥·Ó ¢Ò· ¦¥´¨Ö ¤²Ö r, r′, r′′ ¨ h ¢ Ê· ¢´¥´¨¥ (2.26), ¶·¨-
Ìμ¤¨³ ±

− r1 cos (τ + θ)
τ

+
2r1 sin (τ + θ)

τ2
+

2r1 cos (τ + θ)
τ3

+
6r2

τ4
−

− 3
[
r1 sin (τ + θ)

τ
+

r1 cos (τ + θ)
τ2

+
2r2

τ3

](
h0 + h1 sin (τ + θ)

τ

)
+

+
r1 cos (τ + θ)

τ
+

r2

τ2
= 0. (2.37)

‚¥¤ÊÐ¨¥ Î²¥´Ò, ¶·μ¶μ·Í¨μ´ ²Ó´Ò¥ τ−1, ¸μ±· Ð ÕÉ¸Ö. —²¥´Ò ¶μ·Ö¤± 
τ−2 ¤ ÕÉ

h0 = 2/3 ¨ r2 = 3h1r1/2. (2.38)

‡¤¥¸Ó, ± ± ¨ ¢ÒÏ¥, ³Ò ¡¥·¥³ sin2(τ + θ) = 1/2. ˆ¸¶μ²Ó§ÊÖ (2.32) ¨ (2.34),
´ Ìμ¤¨³

h1 = 2/3 ¨ r1 = r2 = −4, (2.39)

É ± ÎÉμ μ±μ´Î É¥²Ó´μ

h =
2
3τ

[1 + sin (τ + θ)] , (2.40)

r = −4 cos (τ + θ)
τ

− 4
τ2

. (2.41)

Š ± Ê¦¥ μÉ³¥Î ²μ¸Ó ¢ÒÏ¥, ÔÉ¨ ·¥Ï¥´¨Ö ¸²¥¤ÊÕÉ ¨§ ¢Ò¢¥¤¥´´μ£μ ¢ ¸É ÉÓ¥ [33]
¢Ò· ¦¥´¨Ö (2.2) ¤²Ö Ô¢μ²ÕÍ¨¨ ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±μ£μ ³ ¸ÏÉ ¡´μ£μ Ë ±Éμ·  ¶·¨
¡μ²ÓÏ¨Ì mt. ‚²¨Ö´¨¥ ·μ¦¤¥´¨Ö Î ¸É¨Í, ¸¶· ¢¥¤²¨¢μ μ¶ÊÐ¥´´μ¥ ¢ [33], ´ 
¤ ´´μ³ ÔÉ ¶¥ μ± §Ò¢ ¥É¸Ö ´¥§´ Î¨É¥²Ó´Ò³.
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�¨¸. 12.  ) ‘· ¢´¥´¨¥ Î¨¸²¥´´μ£μ ·¥Ï¥´¨Ö hτ (¸¶²μÏ´ Ö ±·¨¢ Ö) ¸  ´ ²¨É¨Î¥¸±μ°
μÍ¥´±μ° (2.40) (ÏÉ·¨Ìμ¢ Ö). ¡) ’μ ¦¥ ¤²Ö Î¨¸²¥´´μ ¶μ²ÊÎ¥´´μ£μ rτ ¨  ´ ²¨É¨Î¥-
¸±μ£μ ·¥§Ê²ÓÉ É  (2.41). �¥ ¢¨¤´μ ´¨± ±μ° · §´¨ÍÒ ³¥¦¤Ê ¸¶²μÏ´Ò³¨ ¨ ÏÉ·¨Ìμ¢Ò³¨
±·¨¢Ò³¨

�  ·¨¸. 12 Î¨¸²¥´´Ò¥ ·¥Ï¥´¨Ö ¤²Ö h ¨ r ¸· ¢´¨¢ ÕÉ¸Ö ¸  ´ ²¨É¨Î¥¸±¨³¨
μÍ¥´± ³¨ (2.40) ¨ (2.41) ¸μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ. „²Ö ¸μ¢¶ ¤¥´¨Ö Î¨¸²¥´´ÒÌ ¨  ´ -
²¨É¨Î¥¸±¨Ì ±·¨¢ÒÌ ¶μ² £ ¥³ Ë §Ê θ · ¢´μ° θ = −2,9π/4, μ¤¨´ ±μ¢μ ¤²Ö h
¨ r. ‡´ Î¥´¨¥ Ë §Ò § ¢¨¸¨É μÉ ´ Î ²Ó´ÒÌ Ê¸²μ¢¨° ¤²Ö h ¨ r ¤μ ¨´Ë²ÖÍ¨¨ ¨
Ô±¢¨¢ ²¥´É´μ ¢Ò¡μ·Ê ´ Î ²Ó´μ£μ ³μ³¥´É  ¢·¥³¥´¨.

‚¥·´¥³¸Ö É¥¶¥·Ó ± ·¥Ï¥´¨Õ Ê· ¢´¥´¨Ö (2.27), ¶μ² £ Ö, ÎÉμ h ¨ r ¨³¥ÕÉ
 ¸¨³¶ÉμÉ¨Î¥¸±ÊÕ Ëμ·³Ê (2.40) ¨ (2.41). ‡ ³¥É¨³, ÎÉμ ¢ ¶· ¢μ° Î ¸É¨ (2.27)
〈r2〉 ³μ¦´μ ¶μ´¨³ ÉÓ ± ± ±¢ ¤· É  ³¶²¨ÉÊ¤Ò £ ·³μ´¨Î¥¸±¨Ì μ¸Í¨²²ÖÍ¨° r,
É. ¥. 〈r2〉 = 16/τ2. “· ¢´¥´¨¥ (2.27) ³μ¦´μ ¶·μ¨´É¥£·¨·μ¢ ÉÓ  ´ ²¨É¨Î¥¸±¨,
¶μ²ÊÎ Ö

y(τ) =
1

72π

τ∫
τ0

dτ2

τ2
2

exp

⎡⎣−4

τ∫
τ2

dτ1 h(τ1)

⎤⎦ , (2.42)

£¤¥ τ0 � τ ¥¸ÉÓ ´¥±μÉμ·μ¥ ´ Î ²Ó´μ¥ §´ Î¥´¨¥ ¡¥§· §³¥·´μ£μ ¢·¥³¥´¨. �¸¨³-
¶ÉμÉ¨Î¥¸±¨° ·¥§Ê²ÓÉ É ¸² ¡μ § ¢¨¸¨É μÉ τ0.

�μ¤¸É ¢²ÖÖ h(τ) ¨§ (2.40), ³μ¦´μ Î ¸É¨Î´μ ¶·μ¢¥¸É¨ ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨¥
¶μ dτ1:

τ∫
τ2

dτ1h(τ1) =
2
3

ln
τ

τ2
+

τ∫
τ2

dτ1

τ1
sin (τ1 + θ). (2.43)

“¤μ¡´μ ¢¢¥¸É¨ ´μ¢Ò¥ ¶¥·¥³¥´´Ò¥ ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨Ö:

η1 = τ1/τ, η2 = τ2/τ. (2.44)

‚ É¥·³¨´ Ì ÔÉ¨Ì ¶¥·¥³¥´´ÒÌ ¶μ²ÊÎ ¥³

y(τ) =
1

72πτ

1∫
η0

dη2 η
2/3
2 exp

⎡⎣−8
3

1∫
η2

dη1

η1
sin (τη1 + θ)

⎤⎦ . (2.45)
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Š ± ¡Ê¤¥É ¢¨¤´μ ´¨¦¥, ¨´É¥£· ² ¢ ¶μ± § É¥²¥ Ô±¸¶μ´¥´ÉÒ Ö¢²Ö¥É¸Ö ³ ²Ò³, ¶μ-
ÔÉμ³Ê Ô±¸¶μ´¥´Í¨ ²Ó´Ò° Ë ±Éμ· ¢ (2.45) ¡²¨§μ± ± ¥¤¨´¨Í¥, ¨, É ±¨³ μ¡· §μ³,
¤μ³¨´ ´É´μ°  ¸¨³¶ÉμÉ¨±μ° Ö¢²Ö¥É¸Ö y(τ) ∼ 1/(120πτ). �¸Í¨²²¨·ÊÕÐ¨¥ ¶μ-
¶· ¢±¨ ¡μ²¥¥ ¢Ò¸μ±μ£μ ¶μ·Ö¤±  μÍ¥´¨³ ¸²¥¤ÊÕÐ¨³ μ¡· §μ³. „²Ö ¢ÒÎ¨¸²¥´¨Ö
 ¸¨³¶ÉμÉ¨±¨ ¨´É¥£· ² 

I =

1∫
η2

dη1

η1
sin (τη1 + θ) (2.46)

¶·¨ ¡μ²ÓÏ¨Ì τ ¶·¥¤¸É ¢¨³ μ¸Í¨²²¨·ÊÕÐ¨° Ë ±Éμ· ¢ ¢¨¤¥

sin (τη1 + θ) =
1
2i

[
ei(τη1+θ) − e−i(τη1+θ)

]
. (2.47)

ˆ´É¥£· ² ¶μ η1 ¢¤μ²Ó ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ° μ¸¨ μÉ η2 ¤μ 1 ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ ¸¢¥¤¥´ ±
¤¢Ê³ ¨´É¥£· ² ³ ¶μ ζ μÉ 0 ¤μ ∞ ¢¤μ²Ó η1 = η2± iζ ¨ η1 = 1± iζ. ‡´ ±¨ ¶¥·¥¤
iζ ¢Ò¡¨· ÕÉ¸Ö É ±¨³ μ¡· §μ³, ÎÉμ¡Ò ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨¥ Ô±¸¶μ´¥´ÉÒ ¢ Ê· ¢´¥-
´¨¨ (2.47) μ¡· Ð ²¨¸Ó ¢ ´Ê²Ó ´  ¡¥¸±μ´¥Î´μ¸É¨. �±μ´Î É¥²Ó´μ ¶μ²ÊÎ ¥³

I =

∞∫
0

dζe−τζ

[
η2 cos (τη2 + θ) + ζ sin (τη2 + θ)

η2
2 + ζ2

−

−cos (τ + θ) + ζ sin (τ + θ)
1 + ζ2

]
. (2.48)

�ËË¥±É¨¢´μ¥ §´ Î¥´¨¥ ζ ¢ ÔÉμ³ ¨´É¥£· ²¥, μÎ¥¢¨¤´μ, ∼ 1/τ , ¶μÔÉμ³Ê ¨´-
É¥£· ² I μ¡· É´μ ¶·μ¶μ·Í¨μ´ ²¥´ τ ¢ ¢¥¤ÊÐ¥³ ¶μ·Ö¤±¥. �·¨ ¡μ²ÓÏ¨Ì τ μ´
§ ³¥É´μ ³¥´ÓÏ¥ ¥¤¨´¨ÍÒ, É ± ÎÉμ ³μ¦´μ · §²μ¦¨ÉÓ Ô±¸¶μ´¥´Í¨ ²Ó´Ò° Ë ±-
Éμ· e−8I/3 ¢ (2.45) ¤μ ¶¥·¢μ£μ ¶μ·Ö¤± , ¶μ²ÊÎ Ö

y1/3 =
1

120πτ
+

1
45π

cos (τ + θ)
τ2

− 1
27πτ2

1∫
ε

dη2

η
1/3
2

cos (τη2 + θ), (2.49)

£¤¥ ´¨¦´¨° ¨´¤¥±¸ 1/3 ¶μ± §Ò¢ ¥É, ÎÉμ w = 1/3,   ε = τ0/τ � 1. �μ-
¸²¥¤´¨° ¨´É¥£· ² ¶·μ¶μ·Í¨μ´ ²¥´ 1/τ2/3 ¨ Ö¢²Ö¥É¸Ö ³ ²Ò³ ¶μ ¸· ¢´¥´¨Õ
¸ μ¸É ²Ó´Ò³¨ ¸² £ ¥³Ò³¨. ‚ ¤ ²Ó´¥°Ï¥³ ³Ò ¨³ ¶·¥´¥¡·¥£ ¥³.

�  ·¨¸. 13 ¡¥§· §³¥·´ Ö ¶²μÉ´μ¸ÉÓ Ô´¥·£¨¨ 120πτy(τ) ¶·¥¤¸É ¢²¥´  ± ± ·¥-
§Ê²ÓÉ É Î¨¸²¥´´μ£μ · ¸Î¥É  ¨´É¥£· ²  (2.45), Ô±¢¨¢ ²¥´É´μ£μ ¨´É¥£· ²Ê (2.42)
(¸¶²μÏ´ Ö ²¨´¨Ö), Ö¢²ÖÕÐ¥£μ¸Ö ÉμÎ´Ò³ ·¥Ï¥´¨¥³ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ£μ Ê· ¢-
´¥´¨Ö (2.27). �Éμ ·¥Ï¥´¨¥ ¸· ¢´¨¢ ¥É¸Ö ¸  ´ ²¨É¨Î¥¸±¨³  ¸¨³¶ÉμÉ¨Î¥¸±¨³
· §²μ¦¥´¨¥³ (2.49) Éμ£μ ¦¥ ¨´É¥£· ²  (2.42) (ÏÉ·¨Ìμ¢ Ö ²¨´¨Ö). ‚¨¤´μ, ÎÉμ
¸μ£² ¸¨¥ μÎ¥´Ó Ìμ·μÏ¥¥.
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�¨¸. 13. ‘· ¢´¥´¨¥ Î¨¸²¥´´μ£μ ·¥Ï¥´¨Ö ¤²Ö ¡¥§· §³¥·´μ° ¶²μÉ´μ¸É¨ Ô´¥·£¨¨
120πτ y(τ ) (¸¶²μÏ´ Ö ²¨´¨Ö) ¤²Ö w = 1/3 ¸  ¸¨³¶ÉμÉ¨Î¥¸±¨³ ¢Ò· ¦¥´¨¥³ (2.49)
(ÏÉ·¨Ìμ¢ Ö) ¤²Ö Ê³¥·¥´´μ ¡μ²ÓÏ¨Ì τ ( ) ¨ ¤²Ö μÎ¥´Ó ¡μ²ÓÏ¨Ì τ (¡)

�¸¨³ÉμÉ¨Î¥¸±μ¥ ·¥Ï¥´¨¥ ¤²Ö τ 
 1, γτ � 1 ¨ w = 0. …¸²¨ w = 0,
Ê· ¢´¥´¨Ö (2.17)Ä(2.19) ¶·¨´¨³ ÕÉ ¸²¥¤ÊÕÐ¨° ¢¨¤:

h′ + 2h2 = −r/6, (2.50)

r′′ + 3hr′ + r = −8πμ2y, (2.51)

y′ + 3hy = S[r]. (2.52)

’ ± ± ± μ � 1, ¢²¨Ö´¨¥ ¶· ¢μ° Î ¸É¨ ¢ (2.51) ´¥ Ö¢²Ö¥É¸Ö ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´Ò³,
¨ ³μ¦´μ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ (2.40) ¨ (2.41) ¤²Ö h ¨ r ¨§ ¶·¥¤Ò¤ÊÐ¥£μ ¶μ¤· §¤¥² .
	μ²¥¥ Éμ£μ, Î¨¸²¥´´Ò¥ ·¥Ï¥´¨Ö, ¶·¥¤¸É ¢²¥´´Ò¥ ´  ·¨¸. 9 ¨ 10, ¶μ¤É¢¥·-
¦¤ ÕÉ ÔÉμ ¶·¥¤¶μ²μ¦¥´¨¥. …¤¨´¸É¢¥´´μ¥ ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´μ¥ μÉ²¨Î¨¥ μÉ ¸²ÊÎ Ö
w = 1/3 ¢μ§´¨± ¥É ¢ Ê· ¢´¥´¨¨ (2.52), μ¶·¥¤¥²ÖÕÐ¥³ Ô¢μ²ÕÍ¨Õ ¶²μÉ´μ¸É¨
Ô´¥·£¨¨. �μÔÉμ³Ê ¤²Ö ¢ÒÎ¨¸²¥´¨Ö y(τ) ³μ¦´μ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ ¸²¥£±  ¨§³¥´¥´-
´Ò¥ ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ ¶·¥¤Ò¤ÊÐ¥£μ ¶μ¤· §¤¥² . �·¨ ·¥Ï¥´¨¨ (2.52) ¢μ¸¶μ²Ó§Ê¥³¸Ö
¢Ò· ¦¥´¨¥³ (2.42), § ³¥´ÖÖ ¢ Ô±¸¶μ´¥´É¥ ±μÔËË¨Í¨¥´É (−4) ´  (−3):

y(τ) =
1

72π

τ∫
τ0

dτ2

τ2
2

exp

⎡⎣−3

τ∫
τ2

dτ1 h(τ1)

⎤⎦ . (2.53)

�μ¢Éμ·ÖÖ É¥ ¦¥ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨Ö, ÎÉμ ¨ ¢ ¶·¥¤Ò¤ÊÐ¥³ ¶μ¤· §¤¥²¥, ¶μ²ÊÎ¨³ ¢³¥-
¸Éμ (2.49)

y0 =
1

72πτ
+

cos (τ + θ)
36πτ2

. (2.54)

�μ²¥§´μ ¸· ¢´¨ÉÓ Î¨¸²¥´´Ò¥ · ¸Î¥ÉÒ ¨´É¥£· ²  (2.53) ¸ ¥£μ  ¸¨³¶ÉμÉ¨Î¥¸±¨³
¢Ò· ¦¥´¨¥³ (2.54). Š ± ¢¨¤´μ ´  ·¨¸. 14, ¸μ£² ¸¨¥ μÎ¥´Ó Ìμ·μÏ¥¥.

�·¨Éμ± Ô´¥·£¨¨ ¢ ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±ÊÕ ¶² §³Ê μÉ · ¸¶ ¤  ¸± ²Ö·μ´ . ‡ -
±μ´ ¸μÌ· ´¥´¨Ö Ô´¥·£¨¨ É·¥¡Ê¥É, ÎÉμ¡Ò ¶·¨Éμ± Ô´¥·£¨¨ ¢ ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±ÊÕ
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�¨¸. 14. ‘· ¢´¥´¨¥ ·¥Ï¥´¨° ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö (2.52) ¶·¨ w = 0: ¨´É¥-
£· ²Ó´μ¥ ·¥Ï¥´¨¥ (2.53) (¸¶²μÏ´ Ö ±·¨¢ Ö) ¨  ¸¨³¶ÉμÉ¨Î¥¸±μ¥ ·¥Ï¥´¨¥ (2.54) (ÏÉ·¨-
Ìμ¢ Ö). 	¥§· §³¥·´ Ö ¶²μÉ´μ¸ÉÓ Ô´¥·£¨¨ 72πτ y(τ ) ¶·¥¤¸É ¢²¥´  ¤²Ö Ê³¥·¥´´μ ¡μ²Ó-
Ï¨Ì τ ( ) ¨ ¤²Ö μÎ¥´Ó ¡μ²ÓÏ¨Ì τ (¡). ‘μ£² ¸¨¥ μÎ¥´Ó Ìμ·μÏ¥¥

¶² §³Ê, ¸μ£² ¸´μ Ê· ¢´¥´¨Õ (2.20), ¡Ò² μ¡¥¸¶¥Î¥´ · ¸¶ ¤μ³ ¸± ²Ö·μ´  ¸ Ï¨-
·¨´μ° Γ (2.13). —Éμ¡Ò ÔÉμ ¶·μ¢¥·¨ÉÓ, · ¸¸³μÉ·¨³ Ê¶·μÐ¥´´ÊÕ ³μ¤¥²Ó ¸
¤¥°¸É¢¨¥³ ¸± ²Ö·´μ£μ ¶μ²Ö R ¢¨¤ 

AR =
M2

Pl

48πm4

∫
d4x

√
−g

[
(DR)2

2
− m2R2

2
− 8πm2

M2
Pl

T μ
μ R

]
, (2.55)

¶·¨¢μ¤ÖÐ¨³ ± ´Ê¦´Ò³ Ê· ¢´¥´¨Ö³ ¤¢¨¦¥´¨Ö (2.10). —Éμ¡Ò ´ °É¨ ¶²μÉ-
´μ¸ÉÓ Ô´¥·£¨¨ ¶μ²Ö ¸± ²Ö·μ´ , ´Ê¦´μ ¶¥·¥μ¶·¥¤¥²¨ÉÓ ÔÉμ ¶μ²¥ É ±¨³ μ¡· §μ³,
ÎÉμ¡Ò ±¨´¥É¨Î¥¸±¨° Î²¥´ ´μ¢μ£μ ¶μ²Ö ¢Ìμ¤¨² ¢ ¤¥°¸É¢¨¥ ¸ ±μÔËË¨Í¨¥´Éμ³
1/2. �μÔÉμ³Ê ± ´μ´¨Î¥¸±¨ ´μ·³¨·μ¢ ´´μ¥ ¸± ²Ö·´μ¥ ¶μ²¥ ¡Ê¤¥É

Φ =
MPl√
48πm2

R. (2.56)

‘μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ, ¶²μÉ´μ¸ÉÓ Ô´¥·£¨¨ ¶μ²Ö ¸± ²Ö·μ´  · ¢´ 

ρR =
Φ̇2 + m2Φ2

2
=

M2
Pl(Ṙ

2 + m2R2)
96πm4

. (2.57)

‘±μ·μ¸ÉÓ ·μ¦¤¥´¨Ö Î ¸É¨Í ¤ ¥É¸Ö ¢Ò· ¦¥´¨¥³

ρ̇R = 2ΓρR =
Ṙ2 + m2R2

2304πm
=

m3

72πt2
. (2.58)

ŠμÔËË¨Í¨¥´É 2 ¶¥·¥¤ Γ ¢μ§´¨± ¥É ¨§-§  Éμ£μ, ÎÉμ ¶·¨ · ¸¶ ¤¥ ¸± ²Ö·μ´ 
·μ¦¤ ¥É¸Ö ¶ ·  Î ¸É¨Í. ŒÒ ¡¥·¥³ Γ ¨§ (2.13), ¤²Ö R ¨¸¶μ²Ó§Ê¥³ ¢Ò· ¦¥-
´¨¥ (2.41) ¨ ¤¨ËË¥·¥´Í¨·Ê¥³ Éμ²Ó±μ ¡Ò¸É·μ μ¸Í¨²²¨·ÊÕÐ¨° Ë ±Éμ·.

‘· ¢´¨³ ·¥§Ê²ÓÉ É (2.58) ¸ Ê· ¢´¥´¨¥³ (2.20), ¶μ² £ Ö  ³¶²¨ÉÊ¤Ê £ ·³μ-
´¨Î¥¸±¨Ì μ¸Í¨²²ÖÍ¨° R · ¢´μ° Rampl = 4m/t ¸μ£² ¸´μ (2.41). ‘μμÉ¢¥É-
¸É¢¥´´μ, ¢±² ¤ ·μ¦¤¥´¨Ö Î ¸É¨Í ¢ (2.15) ¡Ê¤¥É ÉμÎ´μ É ±¨³ ¦¥, ± ± ¢ÒÏ¥,
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ÎÉμ ¨ ¸²¥¤μ¢ ²μ μ¦¨¤ ÉÓ:

ρ̇source =
mR2

ampl

1152π
=

m3

72πt2
. (2.59)

‡¤¥¸Ó ¸²¥¤Ê¥É ¸¤¥² ÉÓ μ¤´μ § ³¥Î ´¨¥. ‚ÒÏ¥, ¶·¨ ·¥Ï¥´¨¨ Ê· ¢´¥´¨° ¤²Ö
Ô¢μ²ÕÍ¨¨ R ¨ ρ, ³Ò ¶·¥´¥¡·¥£²¨ ¢²¨Ö´¨¥³ ·μ¦¤¥´¨Ö Î ¸É¨Í ´  R, ´μ ÊÎ¨-
ÉÒ¢ ²¨ ÔÉμ ¢²¨Ö´¨¥ ¢ Ê· ¢´¥´¨¨ ¤²Ö ρ̇, ´¥¸³μÉ·Ö ´¥ Éμ, ÎÉμ μ¡  ÔÉ¨ ÔËË¥±É 
¨³¥ÕÉ ¸Ìμ¤´Ò¥ ¢¥²¨Î¨´Ò. �·¨Î¨´μ° É ±μ£μ ¶·¨¡²¨¦¥´¨Ö Ö¢²Ö¥É¸Ö Éμ, ÎÉμ
¶²μÉ´μ¸ÉÓ Ô´¥·£¨¨ ¸± ²Ö·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ρR (2.57) ¢¥²¨± , ¨ Ê³¥´ÓÏ¥´¨¥
ρR §  ¸Î¥É ·μ¦¤¥´¨Ö Î ¸É¨Í ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ ´¥ Ö¢²Ö¥É¸Ö ¢ ¦´Ò³, ¢ Éμ ¢·¥³Ö
± ± ±μ¸³μ²μ£¨Î¥± Ö ¶² §³  ¶μ²´μ¸ÉÓÕ ¸μ§¤ ¥É¸Ö ¨¸ÉμÎ´¨±μ³ (2.59).

�¡¸Ê¦¤¥´¨¥ ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±μ° Ô¢μ²ÕÍ¨¨ ¶·¨ τ � 1/γ. �μ²ÊÎ¥´´Ò¥ ¢ÒÏ¥
·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ ¶μ± §Ò¢ ÕÉ, ÎÉμ ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸± Ö Ô¢μ²ÕÍ¨Ö ¢ R2-£· ¢¨É Í¨¨ ¸¨²Ó-
´μ μÉ²¨Î ¥É¸Ö μÉ μ¡ÒÎ´μ° ±μ¸³μ²μ£¨¨ ”·¨¤³ ´ . ‚μ-¶¥·¢ÒÌ, ¶²μÉ´μ¸ÉÓ Ô´¥·-
£¨¨ ³ É¥·¨¨ ¢ R2-³μ¤¨Ë¨Í¨·μ¢ ´´μ° £· ¢¨É Í¨¨ ´  · ¤¨ Í¨μ´´μ-¤μ³¨´¨·μ-
¢ ´´μ° ¸É ¤¨¨ ¶ ¤ ¥É ± ± (¸³. (2.49))

ρR2 =
m3

120πt
(2.60)

¢³¥¸Éμ ±² ¸¸¨Î¥¸±μ£μ ¶μ¢¥¤¥´¨Ö ¢ μ¡Ð¥° É¥μ·¨¨ μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ¸É¨, £¤¥

ρGR =
3H2M2

Pl

8π
=

3M2
Pl

32πt2
. (2.61)

‚μ-¢Éμ·ÒÌ, ¶ · ³¥É· • ¡¡²  ¡Ò¸É·μ μ¸Í¨²²¨·Ê¥É ¸μ ¢·¥³¥´¥³ (2.40), ¶μÎÉ¨
¤μ¸É¨£ Ö ´Ê²Ö, ¶· ±É¨Î¥¸±¨ μ¤¨´ ±μ¢μ ´  ·¥²ÖÉ¨¢¨¸É¸±μ° ¸É ¤¨¨ (¤μ³¨´¨-
·μ¢ ´¨Ö ¨§²ÊÎ¥´¨Ö) ¨ ´  ´¥·¥²ÖÉ¨¢¨¸É±μ° (¸É ¤¨¨ ¤μ³¨´¨·μ¢ ´¨Ö ¢¥Ð¥¸É¢ ).
ˆ ¶μ¸²¥¤´¥¥, ´μ ´¥ ³¥´¥¥ ¢ ¦´μ¥: ¸± ²Ö· ±·¨¢¨§´Ò ¶ ¤ ¥É ± ± m/t ¨ μ¸-
Í¨²²¨·Ê¥É ¸ ³¥´ÖÕÐ¨³¸Ö §´ ±μ³ (2.41), ´¥ Ö¢²ÖÖ¸Ó ¶·μ¶μ·Í¨μ´ ²Ó´Ò³ ¸²¥¤Ê
É¥´§μ·  Ô´¥·£¨¨-¨³¶Ê²Ó¸  ¢¥Ð¥¸É¢ , Éμ¦¤¥¸É¢¥´´μ · ¢´μ³Ê ´Ê²Õ ´  ·¥²ÖÉ¨-
¢¨¸É¸±μ° ¸É ¤¨¨ ¨ ³μ´μÉμ´´μ Ê¡Ò¢ ÕÐ¥³Ê ¸μ ¢·¥³¥´¥³ ± ± 1/t2 ´  ¸É ¤¨¨
¤μ³¨´¨·μ¢ ´¨Ö ¢¥Ð¥¸É¢ . ‘Éμ¨É μÉ³¥É¨ÉÓ, ÎÉμ ¸¢Ö§Ó ¸± ²Ö·  ±·¨¢¨§´Ò R ¸
¶²μÉ´μ¸ÉÓÕ Ô´¥·£¨¨ ¢¥Ð¥¸É¢  ´¥ É ± Ö, ± ± ¢ �’�.

ˆ§-§  ¶¥·¥Î¨¸²¥´´ÒÌ · §²¨Î¨° ³¥¦¤Ê ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±μ° Ô¢μ²ÕÍ¨¥° ¢ R2-
É¥μ·¨¨ ¨ �’� Ê¸²μ¢¨Ö É¥¶²μ¢μ£μ · ¢´μ¢¥¸¨Ö ¢ ¶¥·¢¨Î´μ° ¶² §³¥ É ±¦¥ μÎ¥´Ó
¸¨²Ó´μ · §²¨Î ÕÉ¸Ö. �·¥¤¶μ² £ Ö, ÎÉμ Ê¸É ´μ¢²¥´μ · ¢´μ¢¥¸¨¥ ¶·¨ É¥³¶¥· -
ÉÊ·¥ T , ¸±μ·μ¸ÉÓ ·¥ ±Í¨¨ Î ¸É¨Í μÍ¥´¨³ ± ±

Γpart ∼ α2T, (2.62)

£¤¥ α Å ±μ´¸É ´É  ¸¢Ö§¨ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö Î ¸É¨Í, μ¡ÒÎ´μ α ∼ 10−2. � ¢´μ-
¢¥¸¨¥ ¶μ¤¤¥·¦¨¢ ¥É¸Ö, ¥¸²¨ Γpart > H ¨²¨ α2T t > 1. �²μÉ´μ¸ÉÓ Ô´¥·£¨¨
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·¥²ÖÉ¨¢¨¸É¸±μ£μ ¢¥Ð¥¸É¢  ¢ É¥¶²μ¢μ³ · ¢´μ¢¥¸¨¨ ¢Ò· ¦ ¥É¸Ö Î¥·¥§ É¥³¶¥· -
ÉÊ·Ê ¸²¥¤ÊÕÐ¨³ μ¡· §μ³:

ρtherm =
π2g∗
30

T 4, (2.63)

£¤¥ g∗ Å Î¨¸²μ É¨¶μ¢ ·¥²ÖÉ¨¢¨¸É¸±¨Ì Î ¸É¨Í ¢ ¶² §³¥. ŒÒ ¡¥·¥³ g∗ ∼ 100.
ˆ¸¶μ²Ó§ÊÖ Ê· ¢´¥´¨Ö (2.60) ¨ (2.63), ´ Ìμ¤¨³, ÎÉμ Ê¸²μ¢¨¥ · ¢´μ¢¥¸¨Ö ¤²Ö

R2-±μ¸³μ²μ£¨¨ ¨³¥¥É ¢¨¤(
α2tT

)
R2 =

30α2

120π3g∗

(m

T

)3

= 8 · 10−9
(m

T

)3

> 1. (2.64)

�´ ²μ£¨Î´μ ¨§ (2.61) ¨ (2.63) ¸²¥¤Ê¥É, ÎÉμ ¤²Ö �’�-±μ¸³μ²μ£¨¨

(
α2tT

)
GR

= α2

(
90

32π3g∗

)1/2
MPl

T
= 3 · 10−6 MPl

T
> 1. (2.65)

‘μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ, · ¢´μ¢¥¸¨¥ ³¥¦¤Ê ²¥£±¨³¨ Î ¸É¨Í ³¨ ¢ R2-±μ¸³μ²μ£¨¨ Ê¸É -
´ ¢²¨¢ ¥É¸Ö, ±μ£¤  TR2 < 2·10−3m, Éμ£¤  ± ± ¢ �’� ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¥¥ Ê¸²μ¢¨¥
¥¸ÉÓ TGR < 3 · 10−6MPl.

�μ¤Î¥·±´¥³, ÎÉμ ¢Ò· ¦¥´¨Ö (2.64) ¨ (2.65) μ¶·¥¤¥²ÖÕÉ É¥³¶¥· ÉÊ·Ê,
´¨¦¥ ±μÉμ·μ° ¢ ¶¥·¢¨Î´μ° ¶² §³¥ Ê¸É ´ ¢²¨¢ ¥É¸Ö É¥¶²μ¢μ¥ · ¢´μ¢¥¸¨¥. �É 
É¥³¶¥· ÉÊ·  ´¥ ¸μ¢¶ ¤ ¥É ¸ É ± ´ §Ò¢ ¥³μ° É¥³¶¥· ÉÊ·μ° ´ £·¥¢  Th. �μ¸²¥¤-
´ÖÖ μ¶·¥¤¥²Ö¥É¸Ö Ê¸²μ¢¨¥³, ÎÉμ ¢¸Ö Ô´¥·£¨Ö ¸± ²Ö·μ´´μ£μ ¶μ²Ö ¶¥·¥¤ ¥É¸Ö ¢
Ô´¥·£¨Õ ¶² §³Ò. �Éμ ¶·μ¨¸Ìμ¤¨É ¶·¨¡²¨§¨É¥²Ó´μ ¶·¨ tΓ = 1. ‘μμÉ¢¥É-
¸É¢¥´´μ,

Th ≈ m

(192π3)1/4

√
m

MPl
. (2.66)

„²Ö m = 3 · 1013 ƒÔ‚ É¥³¶¥· ÉÊ·  ´ £·¥¢  Th ≈ 6 · 108 ƒÔ‚, ÎÉμ ¡²¨§±μ
± ¤·Ê£¨³ μÍ¥´± ³, ¶·¥¤¸É ¢²¥´´Ò³ ¢ ²¨É¥· ÉÊ·¥. …¸²¨ ÊÎ¥¸ÉÓ ¢μ§³μ¦´ÊÕ
§ ¤¥·¦±Ê · ¸¶ ¤  ¸± ²Ö·μ´  ´  ln (m/Γ)-Ë ±Éμ· (¸³. ¸ ³Ò° ±μ´¥Í ¶. 2.1.2),
Th ¡Ê¤¥É ´¥³´μ£μ ´¨¦¥.

‡ ³¥É¨³, ÎÉμ ¶·¨ ¨´Ë²ÖÍ¨¨ ±·¨¢¨§´  R(t) ´¥ μ¸Í¨²²¨·μ¢ ² . �μ¦¤¥-
´¨¥ Î ¸É¨Í ´ Î ²μ¸Ó ¶μ¸²¥ ´ Î ²  μ¸Í¨²²ÖÍ¨° ¶·¨ t 
 1/m. ’ ±¨³ μ¡· §μ³,
¶²μÉ´μ¸ÉÓ Ô´¥·£¨¨ ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±μ° ¶² §³Ò ´¨±μ£¤  ´¥ ¶·¥¢ÒÏ ² 
m4/(120π), ¨, ¸μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ, ¥¥ É¥³¶¥· ÉÊ·  μ£· ´¨Î¥´  Ê¸²μ¢¨¥³ TR2 �
0,01m. Š·μ³¥ Éμ£μ, Ô´¥·£¨Ö μÉ¤¥²Ó´ÒÌ Î ¸É¨Í, ¶μ·μ¦¤ ¥³ÒÌ μ¸Í¨²²ÖÍ¨-
Ö³¨ ¸± ²Ö·μ´ ,   É ±¦¥ ¨Ì ³ ¸¸Ò ¤μ²¦´Ò ¡ÒÉÓ ³¥´ÓÏ¥ m/2. �ÉμÉ Ë ±É,
¢ Î ¸É´μ¸É¨, μÉ±·Ò¢ ¥É ¢μ§³μ¦´μ¸ÉÓ ¶μ²ÊÎ¨ÉÓ Î ¸É¨ÍÒ É¥³´μ° ³ É¥·¨¨ ¨§
²¥£Î °Ï¨Ì ¸Ê¶¥·¸¨³³¥É·¨Î´ÒÌ Î ¸É¨Í (LSP). ‘μ£² ¸´μ ¤ ´´Ò³ 	μ²ÓÏμ£μ
 ¤·μ´´μ£μ ±μ²² °¤¥·  (¸³. · §¤. 110 ®Supersymmetry¯, Part II ®Experiment¯
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¢ [83]), ³ ¸¸  LSP ¤μ²¦´  ¡ÒÉÓ ¢ÒÏ¥ ´¥¸±μ²Ó±¨Ì É¥· Ô²¥±É·μ´¢μ²ÓÉ. ‚ É -
±μ³ ¸²ÊÎ ¥ ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸± Ö Ô´¥·£¨Ö LSP ¡Ê¤¥É ´ ³´μ£μ ¢ÒÏ¥, Î¥³ ´ ¡²Õ¤ -
¥³ Ö ¶²μÉ´μ¸ÉÓ É¥³´μ° ³ É¥·¨¨, ¥¸²¨ LSP ·μ¦¤¥´Ò É¥¶²μ¢Ò³ μ¡· §μ³. ‚ R2-
±μ¸³μ²μ£¨¨ ·μ¦¤¥´¨¥ ÉÖ¦¥²ÒÌ LSP ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ ¤μ¸É ÉμÎ´μ ¸¨²Ó´μ ¶μ¤ ¢²¥´μ
¤²Ö mLSP > m, ¶μÔÉμ³Ê ¶²μÉ´μ¸ÉÓ Ô´¥·£¨¨ LSP ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ ¤μ¸É ÉμÎ´μ
´¨§±μ°.

R2-±μ¸³μ²μ£¨Ö ³μ¦¥É É ±¦¥ § ³¥É´μ ¨§³¥´¨ÉÓ ¢¥·μÖÉ´μ¸ÉÓ μ¡· §μ¢ ´¨Ö
¶¥·¢¨Î´ÒÌ Î¥·´ÒÌ ¤Ò· ¨ ¶·¥¤¸± § ´¨Ö ¤²Ö ¢Ò¸μ±μÉ¥³¶¥· ÉÊ·´μ£μ ¡ ·¨μ£¥-
´¥§¨¸ , ¢ Î ¸É´μ¸É¨ ¤²Ö ¡ ·¨μ£¥´¥§¨¸ , ¶·μ¨¸Ìμ¤ÖÐ¥£μ ¶μ¸·¥¤¸É¢μ³ ²¥¶Éμ£¥-
´¥§¨¸ .

2.1.2. �¥Ï¥´¨¥ ¶·¨ γτ � 1. � ¸¸³μÉ·¨³ ¸¨¸É¥³Ê Ê· ¢´¥´¨° (2.17)Ä(2.19).
Š ¸μ¦ ²¥´¨Õ, ¶·Ö³μ¥ Î¨¸²¥´´μ¥ ·¥Ï¥´¨¥ ÔÉμ° ¸¨¸É¥³Ò ¡Ò¸É·μ ¸É ´μ¢¨É¸Ö
´¥Ê¸Éμ°Î¨¢Ò³ ¨ ´¥¢¥·´Ò³, ¶μ¸±μ²Ó±Ê ¸É ´¤ ·É´ Ö ¶·μ£· ³³  ®Mathematica¯
´¥ ³μ¦¥É ¶· ¢¨²Ó´μ ÊÎ¥¸ÉÓ μÎ¥´Ó ³ ²Ò° ¶μ¤ ¢²ÖÕÐ¨° Ô±¸¶μ´¥´Í¨ ²Ó´Ò°
Ë ±Éμ· exp (−γτ/2) ¶·¨ γτ 
 1. �μÔÉμ³Ê ´Ê¦´μ ¤¥°¸É¢μ¢ ÉÓ ¨´Ò³ μ¡· §μ³.
‘´ Î ² , ± ± ¨ ¢ ¶. 2.1.1, · ¸¸³μÉ·¨³ ¸²ÊÎ ° ·¥²ÖÉ¨¢¨¸É¸±μ° ³ É¥·¨¨, É. ¥.
w = 1/3. ˆ¸±²ÕÎ¨³ ¶¥·¢ÊÕ ¶·μ¨§¢μ¤´ÊÕ r′ ¨§ Ê· ¢´¥´¨Ö (2.18), ¢¢μ¤Ö ´μ¢ÊÕ
ËÊ´±Í¨Õ v:

r = exp

⎡⎣−γ(τ − τ0)
2

− 3
2

τ∫
τ0

dτ1 h(τ1)

⎤⎦ v. (2.67)

’μ£¤  ¶·¨Ìμ¤¨³ ± Ê· ¢´¥´¨Õ

v′′ +
[
1 − (γ + 3h)2

4

]
v = 0. (2.68)

’ ± ± ± ¢ ·¥ ²¨¸É¨Î´μ³ ¸²ÊÎ ¥ γ � 1 ¨ h � γ, ¶μ¸±μ²Ó±Ê h ∼ 1/τ , ¨,
¶μ ¶·¥¤¶μ²μ¦¥´¨Õ γτ � 1, ¢Éμ·Ò³ ¸² £ ¥³Ò³ ¢ ±¢ ¤· É´ÒÌ ¸±μ¡± Ì ³μ¦´μ
¶·¥´¥¡·¥ÎÓ. �·¨ ÔÉμ³ Ê· ¢´¥´¨¥ (2.68) ²¥£±μ ·¥Ï ¥É¸Ö, ÎÉμ ¤ ¥É

v = v0 cos (τ − τ0 + θv), (2.69)

£¤¥  ³¶²¨ÉÊ¤Ê v0 ³μ¦´μ ¶·¨¡²¨¦¥´´μ ´ °É¨, É·¥¡ÊÖ ¸μ¢¶ ¤¥´¨Ö ·¥Ï¥´¨Ö
(2.67) ¸ ¢Ò· ¦¥´¨¥³ (2.41) ¶·¨ γτ0 ∼ 1. ’μ£¤  ¶μ²ÊÎ ¥³

v = −4γ cos (τ + θ). (2.70)

Š ± ¢¨¤´μ ¨§ (2.67), ±·¨¢¨§´  r Ô±¸¶μ´¥´Í¨ ²Ó´μ ¸¶ ¤ ¥É ¤μ ´Ê²Ö ¶·¨ ¡μ²Ó-
Ï¨Ì γτ/2. �·¨ ÔÉμ³ ¶· ¢ Ö Î ¸ÉÓ Ê· ¢´¥´¨Ö (2.17) ¸É·¥³¨É¸Ö ± ´Ê²Õ ¸ Éμ°
¦¥ ¸±μ·μ¸ÉÓÕ,   ¶ · ³¥É· • ¡¡²  ¶·¨¡²¨¦ ¥É¸Ö ± §´ Î¥´¨Õ 1/(2τ), ± ± ÔÉμ
¨³¥¥É ³¥¸Éμ ¢ ¸É ´¤ ·É´μ° ±μ¸³μ²μ£¨¨ ´  · ¤¨ Í¨ ´´μ-¤μ³¨´¨·μ¢ ´´μ° ¸É -
¤¨¨. �²μÉ´μ¸ÉÓ Ô´¥·£¨¨ ¢ ÔÉμ³ ¶·¥¤¥²¥ Ê¤μ¢²¥É¢μ·Ö¥É (2.19) ¸ · ¢´μ° ´Ê²Õ
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¶· ¢μ° Î ¸ÉÓÕ, ¶μÔÉμ³Ê y ¶ ¤ ¥É ± ± 1/a4, ± ± ¨ μ¦¨¤ ²μ¸Ó. �¤´ ±μ ¨§ ÔÉ¨Ì
Ê· ¢´¥´¨° ´¥Ö¸´μ, ¡Ê¤¥É ²¨ ¢Ò¶μ²´ÖÉÓ¸Ö μ¡ÒÎ´μ¥ ¸μμÉ´μÏ¥´¨¥ ³¥¦¤Ê H ¨ ρ:

H2 =
8π

3
ρ

M2
Pl

. (2.71)

—Éμ¡Ò ÔÉμ ¶·μ¢¥·¨ÉÓ, · ¸¸³μÉ·¨³ Ê· ¢´¥´¨¥ Ë·¨¤³ ´μ¢¸±μ£μ É¨¶  ¤²Ö 00-
±μ³¶μ´¥´ÉÒ R2-³μ¤¨Ë¨Í¨·μ¢ ´´μ£μ £· ¢¨É Í¨μ´´μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö (2.4) ¢ ¶·¥-
¤¥²¥, ±μ£¤  ·μ¦¤¥´¨¥³ Î ¸É¨Í ³μ¦´μ ¶·¥´¥¡·¥ÎÓ. �Éμ Ê· ¢´¥´¨¥ ³μ¦´μ
§ ¶¨¸ ÉÓ ¢ ¢¨¤¥

H2 +
1

m2

[
2ḦH − Ḣ2 + 6ḢH2

]
=

8πρ

3M2
Pl

. (2.72)

‘μ£² ¸´μ ´ Ï¥° μÍ¥´±¥, ±·¨¢¨§´  Ô±¸¶μ´¥´Í¨ ²Ó´μ ¸¶ ¤ ¥É ¤μ ´Ê²Ö ¶·¨
γτ > 1, ¨, ¸μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ, Ḣ + 2H2 = 0. ‚ ÔÉμ³ ¸²ÊÎ ¥ ¸² £ ¥³μ¥ ¢ ±¢ -
¤· É´ÒÌ ¸±μ¡± Ì ¢ (2.72) μ¡· Ð ¥É¸Ö ¢ ´Ê²Ó, ÎÉμ ¶·¨¢μ¤¨É ± ´μ·³ ²Ó´μ°
±μ¸³μ²μ£¨¨.

	μ²¥¥ ¨´É¥·¥¸´Ò³ Ö¢²Ö¥É¸Ö ¸²ÊÎ ° ¤μ³¨´ ´É´μ¸É¨ ´¥·¥²ÖÉ¨¢¨¸É¸±μ° ³ -
É¥·¨¨, w = 0,   É ±¦¥ ´¥±μÉμ·Ò¥ μÉ±²μ´¥´¨Ö μÉ ¸É·μ£μ£μ · ¢¥´¸É¢  w = 1/3
¨§-§  ´ ²¨Î¨Ö ³ ¸¸¨¢´ÒÌ Î ¸É¨Í ¢ ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±μ° ¶² §³¥ ¨²¨ ¨§-§  ±μ´-
Ëμ·³´μ°  ´μ³ ²¨¨. ’¥¶¥·Ó ´Ê¦´μ ¨¸¸²¥¤μ¢ ÉÓ Ê· ¢´¥´¨¥ (2.18) ¸ ´¥´Ê²¥¢μ°
¶· ¢μ° Î ¸ÉÓÕ, ±μÉμ· Ö ³μ¦¥É ¨§³¥´¨ÉÓ  ¸¨³¶ÉμÉ¨Î¥¸±μ¥ Ô±¸¶μ´¥´Í¨ ²Ó´μ¥
Ê¡Ò¢ ´¨¥ r. �·μ¢μ¤Ö ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨¥ (2.67) ¨ ¶·¥´¥¡·¥£ Ö ³ ²Ò³ ¸² £ ¥³Ò³
(γ + 3h)2/4 ¢ (2.68), ¶·¨Ìμ¤¨³ ± Ê· ¢´¥´¨Õ

v′′ + v = −8πμ2(1 − 3w) y(τ) exp

⎡⎣γ(τ − τ0)
2

+
3
2

τ∫
τ0

dτ1 h(τ1)

⎤⎦ . (2.73)

‡´ Î¥´¨¥ (1 − 3w) §¤¥¸Ó ´¥ ±μ´±·¥É¨§¨·Ê¥É¸Ö, ³Ò Éμ²Ó±μ ¸Î¨É ¥³, ÎÉμ μ´μ
μÉ²¨Î´μ μÉ ´Ê²Ö.

�¥Ï¥´¨¥ ÔÉμ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö ¨³¥¥É ¢¨¤

v(τ) = −8πμ2(1 − 3w)

τ∫
τ0

dτ1 sin (τ − τ1) y(τ1)×

× exp

⎡⎣γ(τ1 − τ0)
2

+
3
2

τ1∫
τ0

dτ1 h(τ1)

⎤⎦ (2.74)

¶²Õ¸ ·¥Ï¥´¨¥ (2.69) μ¤´μ·μ¤´μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö (2.68), ¢ Î¥³ ²¥£±μ Ê¡¥¤¨ÉÓ¸Ö
´¥¶μ¸·¥¤¸É¢¥´´μ° ¶μ¤¸É ´μ¢±μ°.
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ˆ¸¶μ²Ó§ÊÖ É¥¶¥·Ó ¸μμÉ´μÏ¥´¨¥ (2.67), ´ °¤¥³ ¸± ²Ö· ±·¨¢¨§´Ò

r = −8πμ2(1 − 3w)

τ∫
τ0

dτ1 sin (τ − τ1) y(τ1)×

× exp

⎡⎣−γ

2
(τ − τ1) −

3
2

τ∫
τ1

dτ2 h(τ2)

⎤⎦ + rh, (2.75)

£¤¥ rh Å ·¥Ï¥´¨¥ μ¤´μ·μ¤´μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö:

rh = r0 cos (τ + θr) exp

⎡⎣−γ

2
(τ − τ0) −

3
2

τ∫
τ0

dτ2 h(τ2)

⎤⎦ . (2.76)

‘²¥¤Ê¥É ¶μ¤Î¥·±´ÊÉÓ, ÎÉμ ·¥Ï¥´¨¥ μ¤´μ·μ¤´μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö ¶ ¤ ¥É Ô±¸¶μ´¥´-
Í¨ ²Ó´μ ± ± exp (−γτ/)2,   ´¥μ¤´μ·μ¤´ Ö Î ¸ÉÓ ´¥É, ¶μ¸±μ²Ó±Ê ¨´É¥£· ²
(2.75) μ¶·¥¤¥²Ö¥É¸Ö τ1, ¡²¨§±¨³ ± τ .

�·¥¤¶μ²μ¦¨³, ÎÉμ §  ¤μ¸É ÉμÎ´μ ¡μ²ÓÏμ¥ ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±μ¥ ¢·¥³Ö ¸¨-
¸É¥³  ¶·¨Ìμ¤¨É ¢ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥, μ¶¨¸Ò¢ ¥³μ¥ ¸É ´¤ ·É´μ° �’�, ¨ ¶·μ¢¥·¨³,
± ± ÔÉμ ¶·¥¤¶μ²μ¦¥´¨¥ ¸μ£² ¸Ê¥É¸Ö ¸ (2.75). 	Ê¤¥³ ¸Î¨É ÉÓ, ¢ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¨
¸μ ¸É ´¤ ·É´Ò³¨ ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±¨³¨ § ±μ´ ³¨ ¶·¨ w > −1, ÎÉμ ¸¶· ¢¥¤²¨¢Ò
¸μμÉ´μÏ¥´¨Ö

a ∼ t
2

3(1+w) , H =
2

3(1 + w)t
, ρ =

3H2M2
Pl

8π
=

M2
Pl

6π(1 + w)2t2
. (2.77)

‚¢μ¤Ö ´μ¢Ò¥ ¶¥·¥³¥´´Ò¥ ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨Ö x = τ1/τ , x2 = τ2/τ ¨ ¢ÒÎ¨¸²ÖÖ
¨´É¥£· ² ¶μ dx2, ¶μ²ÊÎ¨³

rinh = − 4(1 − 3w)
3(1 + w)2τ

1∫
ε

dx sin [τ(1 − x)]
(

1
x

) 1+2w
1+w

exp
[
−γτ

2
(1 − x)

]
, (2.78)

£¤¥ rinh ¥¸ÉÓ ¢±² ¤ ¢ r μÉ ´¥μ¤´μ·μ¤´μ° Î ¸É¨ ¢ Ê· ¢´¥´¨¨ ¤¢¨¦¥´¨Ö,   ε =
τ0/τ � 1. „²Ö ¡μ²ÓÏ¨Ì τ ¨ γτ ¨´É¥£· ² ¢ (2.78) ³μ¦´μ μÍ¥´¨ÉÓ É ±¨³ ¦¥
μ¡· §μ³, ÎÉμ ¨ ¨´É¥£· ² (2.48). ‘´ Î ²  § ¶¨Ï¥³

sin [τ(1 − x)] =
i

2

[
e−iτ(1−x) − eiτ(1−x)

]
. (2.79)

ˆ´É¥£· ² (2.78) ¸ ¶¥·¢μ° Ô±¸¶μ´¥´Éμ° ¨§ (2.79) ³μ¦´μ ¸¢¥¸É¨ ± · §´μ¸É¨ ¤¢ÊÌ
¨´É¥£· ²μ¢ ¢¤μ²Ó ±μ´ÉÊ·μ¢ x = ε + iζ ¨ x = 1 + iζ, £¤¥ ζ ¶·μ¡¥£ ¥É §´ Î¥´¨Ö
μÉ 0 ¤μ +∞, ¢ Éμ ¢·¥³Ö ± ± ¨´É¥£· ² (2.78) ¸μ ¢Éμ·μ° Ô±¸¶μ´¥´Éμ° ¨§ (2.79)
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¢Ò· ¦ ¥É¸Ö Î¥·¥§  ´ ²μ£¨Î´Ò¥ ¨´É¥£· ²Ò ¢¤μ²Ó μÉ·¨Í É¥²Ó´μ° ζ-μ¸¨. ’μ£¤ 
¶μ²ÊÎ¨³

rinh =
2(1 − 3w)
3(1 + w)2τ

∞∫
0

dζ e−τζ×

×

⎡⎣(
1

ε + iζ

) 1+2w
1+w

exp
(
−iτ(1 − ε) − γτ(1 − ε − iζ)

2

)
−

−
(

1
1 + iζ

) 1+2w
1+w

exp
(

i
γτζ

2

)
+ h. c.

⎤⎦ . (2.80)

‡¤¥¸Ó h. c. μ§´ Î ¥É Ô·³¨Éμ¢μ-¸μ¶·Ö¦¥´´Ò°.
�μ¸±μ²Ó±Ê τ 
 1, ¨´É¥£· ²Ò ÔËË¥±É¨¢´μ ®¸¨¤ÖÉ¯ ´  ζ ∼ 1/τ ¨§-§  ³´μ-

¦¨É¥²Ö exp(−ζτ). ‚ £² ¢´μ³ ¶μ·Ö¤±¥ ¢Éμ·μ¥ ¸² £ ¥³μ¥ ¢ ±¢ ¤· É´ÒÌ ¸±μ¡± Ì
· ¢´μ (−1), ¨ ¢³¥¸É¥ ¸ Ô·³¨Éμ¢μ-¸μ¶·Ö¦¥´´Ò³ ¸² £ ¥³Ò³ ¶μ¸²¥ ¨´É¥£·¨·μ-
¢ ´¨Ö μ´¨ ¤ ÕÉ −2/τ . �¥·¢μ¥ ¸² £ ¥³μ¥ Ô±¸¶μ´¥´Í¨ ²Ó´μ ¶μ¤ ¢²¥´μ ¶·¨
¡μ²ÓÏ¨Ì γτ/2 ± ± ∼ exp (−γτ/2). ‡ ³¥É¨³, ÎÉμ ¶¥·¥¤ Ô±¸¶μ´¥´Éμ° ¸Éμ¨É
¡μ²ÓÏμ° ³´μ¦¨É¥²Ó, ¶·μ¶μ·Í¨μ´ ²Ó´Ò° τ (1+2w)/(1+w), ±μÉμ·Ò° § ³¥¤²Ö¥É
¶·¨¡²¨¦¥´¨¥ ± §´ Î¥´¨Õ �’�, ¶·¥¤¶μ²μ¦¨É¥²Ó´μ ¤μ¸É¨£ ¥³μ³Ê  ¸¨³¶ÉμÉ¨-
Î¥¸±¨:

R = − 8π

M2
Pl

(1 − 3w)ρ =
4(1 − 3w)

3(1 + w)2t2
. (2.81)

�¤´ ±μ ´ Ï¨ ¨¸Ìμ¤´Ò¥ ËÊ´±Í¨¨ ´¥ ¸μ¢¶ ¤ ÕÉ ¸ ´ °¤¥´´Ò³¨ ¶·¨ ¡μ²Ó-
Ï¨Ì τ , ´μ ³ ²ÒÌ γτ � 1, ¤ ÕÐ¨Ì¸Ö Ê· ¢´¥´¨¥³ (2.40). ‘¤¥² ¥³ ¡μ²¥¥ μ¡Ð¨°
® ´§ Í¯, ¶μ² £ Ö ¡¥§· §³¥·´Ò¥ ¶ · ³¥É· • ¡¡²  ¨ ¶²μÉ´μ¸ÉÓ Ô´¥·£¨¨ · ¢-
´Ò³¨

htest(τ) =
h1 + h2 sin (τ + θh)

τ
, y(τ) =

y1

τβ
, (2.82)

¨ ¶·μ¢¥·¨³, ³μ¦´μ ²¨ ¶μ¤μ¡· ÉÓ ¶μ¸ÉμÖ´´Ò¥ h1, h2, y1 ¨ β É ±, ÎÉμ¡Ò
¢μ¸¸É ´μ¢¨ÉÓ �’�. ‘μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ, ¨§ (2.75) ¶μ²ÊÎ ¥³

rinh = −8πμ2y1(1 − 3w)
τβ−1

1∫
ε

dx1 sin [τ(1 − x1)]
(

1
x1

)β−3h1/2

×

× exp

⎡⎣(
−γτ

2
(1 − x1)

)
− 3h2

2

1∫
x1

dx2

x2
sin (τx2 + θh)

⎤⎦ . (2.83)

‘´ Î ²  μÍ¥´¨³ ¨´É¥£· ² ¶μ dx2:

I2 ≡
1∫

x1

dx2

x2
sin (τx2 + θh). (2.84)
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�¥§Ê²ÓÉ É § ¢¨¸¨É μÉ ´¨¦´¥£μ ¶·¥¤¥²  ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨Ö x2 = x1. �Í¥´¨³ I2

É ± ¦¥, ± ± ÔÉμ ¡Ò²μ ¸¤¥² ´μ ¤²Ö (2.80), É. ¥. ¨´É¥£·¨·ÊÖ ¶μ ¤¢Ê³ ±μ´ÉÊ· ³
x2 = 1 ± iζ2 ¨ x2 = x1 ± iζ2. �μ¸²¥ ¶·μ¸ÉÒÌ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨° ¶μ²ÊÎ ¥³

I2 = −cos (τ + θh)
τ

+

+

∞∫
0

dζ2 e−τζ2

[
x1 cos (x1τ + θh)

x2
1 + ζ2

2

+
ζ2 sin (x1τ + θh)

x2
1 + ζ2

2

]
. (2.85)

�¥·¢μ¥ ¸² £ ¥³μ¥ ¢μ§´¨± ¥É ¶·¨ ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨¨ ¶μ ±μ´ÉÊ·Ê x2 = 1 ± iζ2, ¢
Éμ ¢·¥³Ö ± ± ¨´É¥£· ² ¶μ dζ2 ¶μÖ¢²Ö¥É¸Ö ¶·¨ x2 = x1 ± iζ2. �ËË¥±É¨¢´μ¥
§´ Î¥´¨¥ ζ2 §¤¥¸Ó ³ ²μ, ζ2 ∼ 1/τ , ¨§-§  ³´μ¦¨É¥²Ö exp (−ζ2τ).

ˆ´É¥£·¨·μ¢ ´¨¥ ¶μ dx1 ¢ (2.83) ¶·μ¢μ¤¨É¸Ö ¢ ¶·¥¤¥² Ì ε < x1 < 1.
�μÔÉμ³Ê ¢ (2.85) ³μ¦´μ ¸Î¨É ÉÓ, ÎÉμ x1 
 ζ2. „¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ, ÔËË¥±É¨¢´μ¥
§´ Î¥´¨¥ ζ2 ¶μ·Ö¤±  1/τ , ¢ Éμ ¢·¥³Ö ± ± ε = τ0/τ , £¤¥ τ0 
 1. ’μ£¤  ´ Ìμ¤¨³

I2 ≈ −cos (τ + θh)
τ

+
cos (x1τ + θh)

x1τ
+

const
τ2

, (2.86)

¨ ³μ¦´μ § ±²ÕÎ¨ÉÓ, ÎÉμ I2 � 1 ¨ exp (−3h1I2/2) ≈ 1. ’ ±¨³ μ¡· §μ³,

rinh ≈ −8πμ2y1(1 − 3w)
τβ−1

×

×
1∫

ε

dx1 sin [τ(1 − x1)]
(

1
x1

)β−3h1/2

exp
[
−γτ

2
(1 − x1)

]
. (2.87)

ˆ´É¥£·¨·μ¢ ´¨¥ ¶μ dx1 ¢ (2.87) ³μ¦´μ ¸¢¥¸É¨, ± ± ¨ ¢ÒÏ¥, ± ¨´É¥£· ² ³
¶μ ¤¢Ê³ ±μ´ÉÊ· ³ x1 = ε ± iζ ¨ x1 = 1 ± iζ. �¥§Ê²ÓÉ É ¶μÌμ¦ ´  Ê· ¢´¥-
´¨¥ (2.80), ´μ ¶ · ³¥É·Ò β ¨ h1 ´¥ ¢Ò· ¦ ÕÉ¸Ö Î¥·¥§ w,   ´  ÔÉμ° ¸É ¤¨¨
μ¸É ÕÉ¸Ö ¸¢μ¡μ¤´Ò³¨:

rinh ≈ 8πμ2y1(1 − 3w)
τβ−1

∞∫
0

dζ e−τζ×

×
[(

1
ε + iζ

)β−3h1/2

exp
(
−iτ(1 − ε) − γτ(1 − ε − iζ)

2

)
−

−
(

1
1 + iζ

)β−3h1/2

exp
(

i
γτζ

2

)
+ h. c.

]
. (2.88)
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ˆ³¥Ö ¢ ¢¨¤Ê, ÎÉμ ζ ∼ 1/τ ¨ ε = τ0/τ 
 1/τ , Ê¶·μ¸É¨³ ·¥§Ê²ÓÉ É ¤μ ¢¨¤ 

rinh ≈ 16πμ2y1(1 − 3w)
τβ

×

×
[(

τ

τ0

)β−3h1/2

exp
(
−γ(τ − τ0)

2

)
cos (τ − τ0) − 1

]
. (2.89)

�Éμ ¢Ò· ¦¥´¨¥ Ö¢²Ö¥É¸Ö ³ ²μ° ¶μ¶· ¢±μ° ± μ¤´μ·μ¤´μ³Ê ·¥Ï¥´¨Õ (2.41),
¤²Ö ±μÉμ·μ£μ β = 1, y1 = 1/(72π) ¨§ (2.54) ¨ h1 = 2/3. �¥·¢μ¥ ¸² £ ¥³μ¥ ¢
±¢ ¤· É´ÒÌ ¸±μ¡± Ì ¶·¨ ¡μ²ÓÏ¨Ì τ , ´μ ³ ²ÒÌ γτ ¨³¥¥É ÉÊ ¦¥ § ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ μÉ
τ , ÎÉμ ¨ ¢ (2.41), ´μ §¤¥¸Ó ±μÔËË¨Í¨¥´É § ¢¨¸¨É μÉ w. ‚ ±μ´¥Î´μ³ ¸Î¥É¥, ¶·¨
γτ > 1 ¶¥·¢μ¥ ¸² £ ¥³μ¥ ¨¸Î¥§ ¥É ¨ μ¸É ¥É¸Ö Éμ²Ó±μ ¶μ¸²¥¤´¥¥ ´¥μ¸Í¨²²¨·Ê-
ÕÐ¥¥ ¸² £ ¥³μ¥. ‚ ÔÉμ³ ¶·¥¤¥²¥ ·μ¦¤¥´¨¥ Î ¸É¨Í ±·¨¢¨§´μ° R ¶·¥±· Ð ¥É¸Ö
¨²¨ ¸¨²Ó´μ ¶ ¤ ¥É.

‘μ£² ¸´μ (2.19), ¢ μÉ¸ÊÉ¸É¢¨¥ ·μ¦¤¥´¨Ö Î ¸É¨Í ¡¥§· §³¥·´ Ö ¶²μÉ´μ¸ÉÓ
Ô´¥·£¨¨ ¶ ¤ ¥É ± ± y ∼ 1/a3(1+w). �μ¸±μ²Ó±Ê μ¸Í¨²²ÖÍ¨¨ Ô±¸¶μ´¥´Í¨ ²Ó´μ
¶μ¤ ¢²¥´Ò, ¶·μ¨§¢μ¤´Ò³¨ H ¢ (2.72) ³μ¦´μ ¶·¥´¥¡·¥ÎÓ. �·¨ ÔÉμ³ H Ê¤μ-
¢²¥É¢μ·Ö¥É ¸μμÉ´μÏ¥´¨Õ �’� (2.71) ¸ ρ = m4y, Ê³¥´ÓÏ ÕÐ¥³Ê¸Ö ± ± 1/τ2,
´¥§ ¢¨¸¨³μ μÉ §´ Î¥´¨Ö w.

�¥·¥Ìμ¤ μÉ ³μ¤¨Ë¨Í¨·μ¢ ´´μ£μ R2-·¥¦¨³  ± μ¡Ð¥° É¥μ·¨¨ μÉ´μ¸¨É¥²Ó-
´μ¸É¨ μ¡Ê¸²μ¢²¥´ ´¥μ¤´μ·μ¤´μ° Î ¸ÉÓÕ ·¥Ï¥´¨Ö ¤²Ö r, ´¥ Ê¡Ò¢ ÕÐ¥° Ô±¸¶μ-
´¥´Í¨ ²Ó´μ, É. ¥. ¶μ¸²¥¤´¨³ ¸² £ ¥³Ò³ ¢ ±¢ ¤· É´ÒÌ ¸±μ¡± Ì ¢ (2.89). …¸É¥-
¸É¢¥´´μ μ¦¨¤ ÉÓ, ÎÉμ ·¥¦¨³ �’� ´ ¸ÉÊ¶ ¥É ¶·¨¡²¨§¨É¥²Ó´μ ¶·¨ τ � 1/γ.
Œμ¦´μ ¸¤¥² ÉÓ ¶·μ¸ÉÊÕ μÍ¥´±Ê, ¨¸¶μ²Ó§ÊÖ (2.89) ¸ w = 0. ‚ ÔÉμ³ ¸²Ê-
Î ¥ ´Ê¦´μ ¸· ¢´¨ÉÓ ¢¥²¨Î¨´Ê ¸± ²Ö·  ±·¨¢¨§´Ò r = 2μ2/(9τ) ¸ μ¤´μ·μ¤´Ò³
·¥Ï¥´¨¥³ ¤²Ö ±·¨¢¨§´Ò (2.76): r ∼ 4 exp (−γτ/2)/τ . �É¨ ¤¢  ¢Ò· ¦¥´¨Ö
¸É ´μ¢ÖÉ¸Ö ¸· ¢´¨³Ò³¨ ¶·¨ γτ ≈ 2 ln (1/μ2), £¤¥ ln (1/μ2) ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ § -
³¥É´μ ¡μ²ÓÏ¥ ¥¤¨´¨ÍÒ. Š ¸μ¦ ²¥´¨Õ, ¶μ¤μ¡´Ò¥  ·£Ê³¥´ÉÒ ´¥¶·¨³¥´¨³Ò
¶·¨ w = 1/3, ¶μ¸±μ²Ó±Ê ¶·¨ ÔÉμ³ ±·¨¢¨§´  ¢ �’� Éμ¦¤¥¸É¢¥´´μ · ¢´ 
´Ê²Õ. ‚ ·¥ ²¨¸É¨Î´μ³ ¸²ÊÎ ¥ w μÉ²¨Î ¥É¸Ö μÉ 1/3 ²¨¡μ ¨§-§  ´ ²¨Î¨Ö ³ ¸-
¸¨¢´ÒÌ Î ¸É¨Í ¢ ¶¥·¢¨Î´μ° ¶² §³¥, ²¨¡μ ¢¸²¥¤¸É¢¨¥ ±μ´Ëμ·³´μ°  ´μ³ ²¨¨.
’ ± Ö μÍ¥´±  ³μ³¥´É  ¶¥·¥Ìμ¤  ± �’� ¢Ò£²Ö¤¨É μÎ¥´Ó ´¥¥¸É¥¸É¢¥´´μ°. �μ-
¢¨¤¨³μ³Ê,  ´ ²¨§ ¢¸¥Ì Ê· ¢´¥´¨° ¤¢¨¦¥´¨Ö ³μ¦¥É ¶·¨¢¥¸É¨ ± É ±μ³Ê ¦¥
·¥§Ê²ÓÉ ÉÊ ¤²Ö ¢·¥³¥´¨ ¶¥·¥Ìμ¤  ± �’�: γτ ∼ ln (1/γ).

2.1.3. �¡¸Ê¦¤¥´¨¥ ¨ ¢Ò¢μ¤Ò. Šμ¸³μ²μ£¨Î¥¸±ÊÕ ¨¸Éμ·¨Õ ¢ R2-³μ¤¨Ë¨-
Í¨·μ¢ ´´μ° £· ¢¨É Í¨¨ ³μ¦´μ · §¤¥²¨ÉÓ ´  Î¥ÉÒ·¥ · §²¨Î´ÒÌ Ô¶μÌ¨. �´ 
´ Î¨´ ¥É¸Ö ¸ Ô±¸¶μ´¥´Í¨ ²Ó´μ£μ (¨´Ë²ÖÍ¨μ´´μ£μ) · ¸Ï¨·¥´¨Ö. �  ÔÉμ°
¸É ¤¨¨ ‚¸¥²¥´´ Ö ¡Ò²  ¶Ê¸Éμ° ¨ É¥³´μ°, ¸ ³¥¤²¥´´μ ¶ ¤ ÕÐ¨³ ¸± ²Ö·μ³
±·¨¢¨§´Ò R(t). � Î ²Ó´μ¥ §´ Î¥´¨¥ R ¤μ²¦´μ ¡ÒÉÓ ¤μ¢μ²Ó´μ ¡μ²ÓÏ¨³,
R > 300m2, ÎÉμ¡Ò μ¡¥¸¶¥Î¨ÉÓ ¤μ¸É ÉμÎ´μ ¤²¨´´ÊÕ ¨´Ë²ÖÍ¨Õ, ¤²Ö Î¥£μ ´¥-
μ¡Ìμ¤¨³μ, ÎÉμ¡Ò ¶μ± § É¥²Ó ¨´Ë²ÖÍ¨μ´´μ° Ô±¸¶μ´¥´ÉÒ ¡Ò² ´¥ ³¥´ÓÏ¥ 70.
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‘²¥¤ÊÕÐ Ö Ô¶μÌ  ´ Î ² ¸Ó, ±μ£¤  ±·¨¢¨§´  R Ê¶ ²  ¤μ ´Ê²Ö ¨ ´ Î ²  μ¸-
Í¨²²¨·μ¢ ÉÓ ¢μ±·Ê£ ´¥£μ: R ∼ m cos (mt)/t. �¸Í¨²²ÖÍ¨¨ ±·¨¢¨§´Ò ¶·¨¢¥²¨
± ´ Î ²Ê ·μ¦¤¥´¨Ö Î ¸É¨Í, ¨ ÔÉμÉ ³μ³¥´É ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ ´ §¢ ´ 	μ²ÓÏ¨³ ¢§·Ò-
¢μ³. � ¸Ï¨·¥´¨¥ ‚¸¥²¥´´μ° ´  ÔÉμ° ¸É ¤¨¨ μ¶¨¸Ò¢ ¥É¸Ö μÎ¥´Ó ¶·μ¸ÉÒ³, ´μ
´¥μ¡ÒÎ´Ò³ § ±μ´μ³ ¸ ¶ · ³¥É·μ³ • ¡¡² , ¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±¨ ¶μÎÉ¨ ¤μ¸É¨£ ÕÐ¨³
´Ê²Ö: H = (2/3t)[1+sin (mt)] (2.40). ’ ±μ° ·¥¦¨³ ³μ£ ¡ÒÉÓ  ¸¨³¶ÉμÉ¨Î¥¸±¨
·¥ ²¨§μ¢ ´ ¶·¨ ¡μ²ÓÏμ³ ¢·¥³¥´¨ mt 
 1, ´μ ¶·¨ Γt � 1.

�μ§¦¥, ±μ£¤  ¢·¥³Ö ¸É ²μ É ±¨³ ¡μ²ÓÏ¨³, ÎÉμ Γt ¶·¥¢Ò¸¨²μ ¥¤¨´¨ÍÊ,
μ¸Í¨²²ÖÍ¨¨ ¢¸¥Ì ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨Ì ¢¥²¨Î¨´ Ô±¸¶μ´¥´Í¨ ²Ó´μ § ÉÊÌ²¨
¨ ·μ¦¤¥´¨¥ Î ¸É¨Í ±·¨¢¨§´μ° ¶·¥±· É¨²μ¸Ó, ¸É ¢ ¶·¥´¥¡·¥¦¨³μ ³ ²Ò³. �Éμ
¶¥·¨μ¤ ¶¥·¥Ìμ¤  ± μ¡Ð¥° É¥μ·¨¨ μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ¸É¨. �·¥¤¶μ²μ¦¨É¥²Ó´μ, μ´
¨³¥² ³¥¸Éμ, ±μ£¤  Γt ¸É ²μ ¡μ²ÓÏ¥ ¥¤¨´¨ÍÒ, ¤μ¸É¨£´Ê¢ ¢¥²¨Î¨´Ò
ln (MPl/m).

�μ¸²¥ ¶μ²´μ£μ · ¸¶ ¤  ¸± ²Ö·μ´  Ô¢μ²ÕÍ¨Ö ‚¸¥²¥´´μ° ¸É ²  μ¶¨¸Ò-
¢ ÉÓ¸Ö μ¡ÒÎ´μ° Ë·¨¤³ ´μ¢¸±μ° ±μ¸³μ²μ£¨¥°. ’·¥¡ÊÖ, ÎÉμ¡Ò ·¥¦¨³ �’� ´ -
Î ²¸Ö · ´ÓÏ¥ ´Ê±²¥μ¸¨´É¥§  	μ²ÓÏμ£μ ¢§·Ò¢ , ´ Ìμ¤¨³ μ£· ´¨Î¥´¨¥ m >
105 ƒÔ‚ [126]. ‘μ£² ¸´μ · ¡μÉ¥ [178], ¸· ¢´¥´¨¥ É¥μ·¥É¨Î¥¸±μ£μ ¶·¥¤¸± § -
´¨Ö ¤²Ö ¢μ§³ÊÐ¥´¨° ¶²μÉ´μ¸É¨, ¸£¥´¥·¨·μ¢ ´´ÒÌ ¢μ ¢·¥³Ö R2-¨´Ë²ÖÍ¨¨ [33],
¸ ¤ ´´Ò³¨ Ë²Ê±ÉÊ Í¨° ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±μ£μ ³¨±·μ¢μ²´μ¢μ£μ Ëμ´  ¨ ±·Ê¶´μ³ ¸-
ÏÉ ¡´μ° ¸É·Ê±ÉÊ·Ò ¶·¨¢μ¤¨É ± § ±²ÕÎ¥´¨Õ, ÎÉμ m ≈ 2 · 1012 ƒÔ‚. �´ ²¨§,
¶·μ¢¥¤¥´´Ò° ¢ ¶μ¸²¥¤ÊÕÐ¨Ì · ¡μÉ Ì [171, 172], ¤ ¥É ¸²¥£±  μÉ²¨Î ÕÐ¨°¸Ö
·¥§Ê²ÓÉ É m ≈ 3 · 1013 ƒÔ‚. 	μ²¥¥ ¸²μ¦´Ò¥ ³μ¤¥²¨ ¨´Ë²ÖÍ¨¨, μ¸´μ¢ ´´Ò¥
´  · §´ÒÌ ³μ¤¨Ë¨± Í¨ÖÌ �’�, ³μ£ÊÉ ¶·¨¢μ¤¨ÉÓ ± §´ Î¨É¥²Ó´μ³Ê · §²¨Î¨Õ
§´ Î¥´¨° ´μ·³¨·ÊÕÐ¥° ³ ¸¸Ò m.

�¥μ¡ÒÎ´ Ö ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸± Ö Ô¢μ²ÕÍ¨Ö ¢ É¥Î¥´¨¥ ¢·¥³¥´¨ t < 1/Γ ¶·¨-
¢¥²  ¡Ò ± § ³¥É´μ° ³μ¤¨Ë¨± Í¨¨ ¸Í¥´ ·¨¥¢ ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±μ£μ ¡ ·¨μ£¥´¥§¨¸ ,
± ¢ ·¨ Í¨¨ ¢¥·μÖÉ´μ¸É¨ μ¡· §μ¢ ´¨Ö ¶¥·¢¨Î´ÒÌ Î¥·´ÒÌ ¤Ò· ¨ ± ¨§³¥´¥´¨Õ
§ ³¥·§ ´¨Ö ¶²μÉ´μ¸É¨ Î ¸É¨Í É¥³´μ° ³ É¥·¨¨. ‚ Î ¸É´μ¸É¨, μ´  ¶μ§¢μ²Ö¥É
· ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ ²¥£Î °Ï¨¥ ¸Ê¶¥·¸¨³³¥É·¨Î´Ò¥ Î ¸É¨ÍÒ ¢ ± Î¥¸É¢¥ ±μ¸³μ²μ£¨-
Î¥¸±μ° É¥³´μ° ³ É¥·¨¨.

2.2. 
μ¶· ¢±¨ ± ±² ¸¸¨Î¥¸±μ° ±μ¸³μ²μ£¨¨ ´  ¸É ¤¨¨ ¤μ³¨´¨·μ¢ ´¨Ö
¨§²ÊÎ¥´¨Ö. �¥·¥°¤¥³ ± ¡μ²¥¥ ¶μ§¤´¥³Ê ÔÉ ¶Ê ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±μ° Ô¢μ²ÕÍ¨¨,
±μ£¤  ‚¸¥²¥´´ Ö ¶·¨¡²¨§¨² ¸Ó ± ¸μ¸ÉμÖ´¨Õ, μ¶¨¸Ò¢ ¥³μ³Ê �’�, ¨ μÍ¥´¨³
μÉ±²μ´¥´¨Ö μÉ ÔÉμ£μ ·¥¦¨³  §  ¸Î¥É R2-¤μ¡ ¢±¨ ± ¤¥°¸É¢¨Õ. ˆ¸¶μ²Ó§Ê¥³μ¥
¢ ¶·¥¤Ò¤ÊÐ¥³ ¶. 2.1 ¶·¨¡²¨¦¥´¨¥ ®¦¨¤±μ£μ É·¥´¨Ö¯ ¤²Ö μ¶¨¸ ´¨Ö ·μ¦¤¥´¨Ö
Î ¸É¨Í ¶·¨³¥´¨³μ ²¨ÏÓ ¤²Ö £ ·³μ´¨Î¥¸±¨Ì μ¸Í¨²²ÖÍ¨° ¶μ²Ö R(t). ‚ · -
¡μÉ¥ [126] ´ ³¨ ¶μ²ÊÎ¥´μ ¨´É¥£·μ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥, μ¶¨¸Ò¢ Õ-
Ð¥¥ ÔËË¥±ÉÒ ·μ¦¤¥´¨Ö Î ¸É¨Í ¤²Ö ¸²ÊÎ Ö ¶·μ¨§¢μ²Ó´μ° ËÊ´±Í¨¨ R(t).

2.2.1. “· ¢´¥´¨Ö Ô¢μ²ÕÍ¨¨ ¢ ¡¥§· §³¥·´μ° Ëμ·³¥ ¨ ¨Ì ·¥Ï¥´¨¥. “· ¢-
´¥´¨Ö (2.12) ¨ (2.9) ¤²Ö ¸²ÊÎ Ö ·¥²ÖÉ¨¢¨¸É¸±μ° ³ É¥·¨¨, μ¶¨¸Ò¢ ¥³μ° Ê· ¢-
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´¥´¨¥³ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö P = ρ/3, ¶·¨´¨³ ÕÉ ¢¨¤

R̈ + 3HṘ + m2

(
R +

8π

M2
Pl

T μ
μ

)
= 0, (2.90)

ρ̇ + 4Hρ = 0. (2.91)

‚Ò· ¦ Ö ¸± ²Ö· ±·¨¢¨§´Ò Î¥·¥§ ¶ · ³¥É· • ¡¡²  ¸ ¶μ³μÐÓÕ (2.8)

R = −6Ḣ − 12H2

¨ · ¸¸³ É·¨¢ Ö 00-±μ³¶μ´¥´ÉÊ ³μ¤¨Ë¨Í¨·μ¢ ´´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° �°´ÏÉ¥°´ 
(2.4), ¶μ²ÊÎ¨³ Ê· ¢´¥´¨¥ ¢Éμ·μ£μ ¶μ·Ö¤±  ¤²Ö ¶ · ³¥É·  • ¡¡² :

Ḧ + 3HḢ − Ḣ2

2H
+

m2H

2
=

4πm2

3M2
PlH

ρ. (2.92)

�¨¦¥, ¢ ± Î¥¸É¢¥ μ¸´μ¢´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨°, ³Ò ¡Ê¤¥³ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ ²¨¡μ Ê· ¢-
´¥´¨Ö (2.92) ¨ (2.91), ²¨¡μ (2.90) ¨ (2.8). Šμ´¥Î´μ, ÔÉ¨ ¸¨¸É¥³Ò Ö¢²ÖÕÉ¸Ö
Ô±¢¨¢ ²¥´É´Ò³¨, ´μ ¨Ì Î¨¸²¥´´Ò¥ É· ±Éμ¢±¨ ³μ£ÊÉ ´¥¸±μ²Ó±μ · §²¨Î ÉÓ¸Ö.

ƒ· ¢¨É Í¨μ´´μ¥ ·μ¦¤¥´¨¥ Î ¸É¨Í ³μ¦¥É ´¥É·¨¢¨ ²Ó´μ ¢²¨ÖÉÓ ´  ·¥Ï¥´¨¥
¶·¨¢¥¤¥´´ÒÌ ¢ÒÏ¥ Ê· ¢´¥´¨°. �¤´ ±μ ¢ ¶¥·¢μ³ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¨ ³Ò ¶·¥´¥¡·¥-
¦¥³ ÔÉ¨³ ¢±² ¤μ³ ¨ ¢¥·´¥³¸Ö ± ´¥³Ê ¶μ§¦¥, ¢ § ±²ÕÎ¨É¥²Ó´μ° Î ¸É¨ ÔÉμ£μ
· §¤¥² .

�¥·¥°¤¥³ ± ¡¥§· §³¥·´Ò³ μ¡μ§´ Î¥´¨Ö³, μÉ²¨Î ÕÐ¨³¸Ö μÉ ¨¸¶μ²Ó§Ê¥³ÒÌ
¢ ¶. 2.1, ´μ Ö¢²ÖÕÐ¨³¸Ö ¡μ²¥¥ Ê¤μ¡´Ò³¨ ¤²Ö μ¶¨¸ ´¨Ö ±μ¸³μ²μ£¨¨ ´  ¸É ¤¨¨
¤μ³¨´¨·μ¢ ´¨Ö ¨§²ÊÎ¥´¨Ö

τ = H0t, h =
H

H0
, r =

R

H2
0

, y =
8πρ

3M2
PlH

2
0

, ω =
m

H0
, (2.93)

£¤¥ H0 Å ¢¥²¨Î¨´  ¶ · ³¥É·  • ¡¡²  ¢ ´¥±μÉμ·Ò° ´ Î ²Ó´Ò° ³μ³¥´É ¢·¥-
³¥´¨ t0. ’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¶μ²ÊÎ ¥³ ¸²¥¤ÊÕÐ¨¥ ¤¢¥ Ô±¢¨¢ ²¥´É´Ò¥ ¸¨¸É¥³Ò
Ê· ¢´¥´¨°: ⎧⎨⎩h′′ + 3hh′ −

h′2

2h
+

ω2

2
h2 − y

h
= 0,

y′ + 4hy = 0
(2.94)

¨ {
r′′ + 3hr′ + ω2r = 0,

r + 6h′ + 12h2 = 0.
(2.95)

‡¤¥¸Ó ÏÉ·¨Ì μ§´ Î ¥É ¤¨ËË¥·¥´Í¨·μ¢ ´¨¥ ¶μ ¡¥§· §³¥·´μ³Ê ¢·¥³¥´¨ τ .
…¸²¨ ³Ò ´ ²μ¦¨³ ®¥¸É¥¸É¢¥´´Ò¥¯ ·¥²ÖÉ¨¢¨¸É¸±¨¥ ´ Î ²Ó´Ò¥ Ê¸²μ¢¨Ö

τ0 = 1/2, h0 = 1, h′
0 = −2, y0 = 1, (2.96)
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Éμ ´ °¤¥³, ÎÉμ ¸ÊÐ¥¸É¢ÊÕÉ ÉμÎ´Ò¥ ·¥Ï¥´¨Ö h = 1/(2τ), y = 1/(4τ2) ¨
r = 0, ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨¥ μ¡Ð¥° É¥μ·¨¨ μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ¸É¨. �μ ÔÉ¨ ·¥Ï¥´¨Ö
³μ£ÊÉ μÉ±²μ´ÖÉÓ¸Ö μÉ �’� ¨§-§  μÉ±²μ´¥´¨° ·¥ ²Ó´μ£μ ·¥¦¨³  · ¸Ï¨·¥´¨Ö
μÉ Î¨¸Éμ ·¥²ÖÉ¨¢¨¸É¸±μ£μ.

‹Õ¡μ¥ ´¥§´ Î¨É¥²Ó´μ¥ μÉ±²μ´¥´¨¥ μÉ ·¥Ï¥´¨Ö �’� ³μ¦¥É ¶·¨¢¥¸É¨ ±
´ ¡²Õ¤ ¥³Ò³ ÔËË¥±É ³ ¨, ¸²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ, ± ´ ¡²Õ¤ É¥²Ó´Ò³ μ£· ´¨Î¥´¨Ö³
´  m, ¥¤¨´¸É¢¥´´Ò° ¸¢μ¡μ¤´Ò° ¶ · ³¥É· ³μ¤¥²¨. ŒÒ ¡Ê¤¥³ ·¥Ï ÉÓ ÔÉ¨ § -
¤ Î¨ ´¨¦¥ ± ±  ´ ²¨É¨Î¥¸±¨, É ± ¨ Î¨¸²¥´´μ.

�·¨¡²¨¦¥´´Ò¥  ´ ²¨É¨Î¥¸±¨¥ ·¥Ï¥´¨Ö. ‚´ Î ²¥ ¶·¥¤¶μ²μ¦¨³, ÎÉμ μÉ-
±²μ´¥´¨Ö μÉ �’� ³ ²Ò ¨ · §²μ¦¨³ h = 1/(2τ)+h1 ¨ y = 1/(4τ2)+y1, ¸Î¨É Ö,
ÎÉμ h1/h � 1, y1/y � 1, ¨ ²¨´¥ ·¨§Ê¥³ ¸¨¸É¥³Ê Ê· ¢´¥´¨° (2.94). “¤μ¡´μ
¢¢¥¸É¨ ´μ¢ÊÕ ´¥¨§¢¥¸É´ÊÕ ËÊ´±Í¨Õ z1 ≡ h′

1 ¨ É ±¨³ μ¡· §μ³ ¶μ²ÊÎ¨ÉÓ É·¨
²¨´¥°´ÒÌ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨Ö ¶¥·¢μ£μ ¶μ·Ö¤±  ¸ § ¢¨¸ÖÐ¨³¨ μÉ
¢·¥³¥´¨ ±μÔËË¨Í¨¥´É ³¨⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

z′1 = −
5
2τ

z1 +

(
1
τ2

− ω2

)
h1 + τω2y1,

h′
1 = z1,

y′
1 = −

1
τ2

h1 −
2
τ

y1.

(2.97)

Œμ¦´μ ´ °É¨ ¶·¨¡²¨¦¥´´μ¥  ´ ²¨É¨Î¥¸±μ¥ ·¥Ï¥´¨¥ ÔÉμ° ¸¨¸É¥³Ò ¢ ¶·¥¤¥²¥
¡μ²ÓÏ¨Ì ¢·¥³¥´ ¨²¨ ωτ 
 1. ‚ ÔÉμ³ ¶·¥¤¥²¥ ±μÔËË¨Í¨¥´ÉÒ ³μ¦´μ ¸Î¨É ÉÓ
¶·¨¡²¨¦¥´´μ ¶μ¸ÉμÖ´´Ò³¨ ¨ ´ °É¨ ¸μ¡¸É¢¥´´Ò¥ §´ Î¥´¨Ö ¨ ¸μ¡¸É¢¥´´Ò¥
ËÊ´±Í¨¨ ¸¨¸É¥³Ò ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨°. �μ ¸ÊÐ¥¸É¢Ê ÔÉμÉ ³¥Éμ¤
¸μ¸Éμ¨É ¢ · §¤¥²¥´¨¨ ®¡Ò¸É·ÒÌ¯ ¨ ®³¥¤²¥´´ÒÌ¯ ¶¥·¥³¥´´ÒÌ.

• · ±É¥·¨¸É¨Î¥¸±¨° ³´μ£μÎ²¥´ ¨³¥¥É ¢¨¤

P (λ) = λ3 +
9λ2

2τ
+ λ

(
4
τ2

+ ω2

)
+

3ω2

τ
− 2

τ3
, (2.98)

  ¸μ¡¸É¢¥´´Ò¥ §´ Î¥´¨Ö (¤²Ö ¡μ²ÓÏ¨Ì ωτ ) ¶·¨¡²¨¦¥´´μ · ¢´Ò

λ1 ≈ −3
τ
, λ2,3 ≈ − 3

4τ
± iω. (2.99)

�¡Ð¥¥ ·¥Ï¥´¨¥ ¸¨¸É¥³Ò (2.97) Ö¢²Ö¥É¸Ö ²¨´¥°´μ° ±μ³¡¨´ Í¨¥° ¸μ¡¸É¢¥´´ÒÌ
¢¥±Éμ·μ¢ Vj :

[h1, z1, y1] =
∑

CjVj exp

⎡⎣ τ∫
dτ ′ λj(τ ′)

⎤⎦ , (2.100)
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£¤¥ V1 = [1, −3/τ, 1/τ ], V2,3 = [1, −3/(4τ) ± iω, −1/(5τ/4 ± iωτ2)] ¨

exp

⎡⎣ τ∫
dτ ′ λ1(τ ′)

⎤⎦ ∼ 1
τ3

,

(2.101)

exp

⎡⎣ τ∫
dτ ′ λ2,3(τ ′)

⎤⎦ ∼ e±iωτ

τ3/4
.

’ ± ± ± ·¥Ï¥´¨¥ ¤μ²¦´μ ¡ÒÉÓ ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´Ò³, ´Ê¦´μ · ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ μÉ-
¤¥²Ó´μ ¥£μ ·¥ ²Ó´ÊÕ ¨ ³´¨³ÊÕ Î ¸É¨.

�É³¥É¨³, ÎÉμ ¸μ¡¸É¢¥´´Ò¥ ¢¥±Éμ·Ò Vj ´μ·³¨·μ¢ ´Ò ´  ¶μÎÉ¨ ¶μ¸ÉμÖ´´Ò¥
¢¥²¨Î¨´Ò ¸ ÉμÎ´μ¸ÉÓÕ ¤μ Î²¥´μ¢ ¶μ·Ö¤±  1/τ2. ‚ ¶·¨´Í¨¶¥, ±μÔËË¨Í¨¥´-
ÉÒ Cj § ¢¨¸ÖÉ μÉ ¢·¥³¥´¨, ´μ ÔÉ  § ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ ¤μ¢μ²Ó´μ ¸² ¡ Ö, Cj ∼ Cj0 +
Cj1/τ2, ¨  ¸¨³¶ÉμÉ¨Î¥¸±¨ ¶·¥´¥¡·¥¦¨³ Ö.

�μ¶· ¢±  ± ·¥Ï¥´¨Õ �’�, ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ Ö ¶¥·¢μ³Ê ¸μ¡¸É¢¥´´μ³Ê §´ -

Î¥´¨Õ λ1, ¡Ò¸É·μ Ê³¥´ÓÏ ¥É¸Ö, ¶μ¸±μ²Ó±Ê h
(1)
1 ∼ 1/τ3 ¨ y

(1)
1 ∼ 1/τ4, ¨

 ¸¨³¶ÉμÉ¨Î¥¸±¨ ¥Õ ³μ¦´μ ¶·¥´¥¡·¥ÎÓ. �¥Ï¥´¨Ö ¤²Ö h1, ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨¥
λ2,3, μ¸Í¨²²¨·ÊÕÉ ¨ Ê¡Ò¢ ÕÉ ³¥¤²¥´´¥¥, Î¥³ ·¥Ï¥´¨¥ �’�, Ë ±É¨Î¥¸±¨

h
(2,3)
1 ∼ sin (ωτ + ϕ)

τ3/4
, (2.102)

¢ Éμ ¢·¥³Ö ± ± ·¥Ï¥´¨¥ ¤²Ö ¶²μÉ´μ¸É¨ Ô´¥·£¨¨ É ±¦¥ μ¸Í¨²²¨·Ê¥É, ´μ ¶ ¤ ¥É
¡Ò¸É·¥¥, Î¥³ ¢ �’�, y ∼ τ−11/4. �μ²´μ¥  ¸¨³¶ÉμÉ¨Î¥¸±μ¥ ·¥Ï¥´¨¥ ¤²Ö h
¨³¥¥É ¢¨¤

h(τ) 	 1
2τ

+
c1 sin (ωτ + ϕ)

τ3/4
. (2.103)

�·¨ ¤μ¸É ÉμÎ´μ ¡μ²ÓÏ¨Ì τ ¢Éμ·μ¥ ¸² £ ¥³μ¥ ´ Î´¥É ¤μ³¨´¨·μ¢ ÉÓ ¨ ²¨´¥°´ Ö
 ¶¶·μ±¸¨³ Í¨Ö ¶¥·¥¸É ´¥É ¡ÒÉÓ ¸¶· ¢¥¤²¨¢μ°. �¨¦¥ ³Ò ¶μ²ÊÎ¨³ ¶·¨¡²¨¦¥´-
´Ò¥  ´ ²¨É¨Î¥¸±¨¥ ·¥Ï¥´¨Ö ¤ ¦¥ ¢ ´¥²¨´¥°´μ³ ·¥¦¨³¥, ¢ ¶·¥¤¥²¥ ¢Ò¸μ±¨Ì
Î ¸ÉμÉ.

�¤´ ±μ ¤μ ÔÉμ£μ ¡Ò²μ ¡Ò ¶μ²¥§´μ ´ °É¨ ·¥Ï¥´¨¥ Ô±¢¨¢ ²¥´É´μ° ¸¨¸É¥³Ò
Ê· ¢´¥´¨° (2.95) ¢ Éμ³ ¦¥ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¨ ³ ²ÒÌ μÉ±²μ´¥´¨° μÉ �’�. ‚¢μ¤Ö
´μ¢ÊÕ ËÊ´±Í¨Õ q1 ≡ r′, ¶μ²ÊÎ¨³ ¸¨¸É¥³Ê É·¥Ì ²¨´¥°´ÒÌ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ
Ê· ¢´¥´¨° ¶¥·¢μ£μ ¶μ·Ö¤± ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

q′1 = −
3
2τ

q1 − ω2r,

r′ = q1,

h′
1 = −

1
6
r −

2
t
h1

(2.104)
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¸ Ì · ±É¥·¨¸É¨Î¥¸±¨³ ³´μ£μÎ²¥´μ³

P (λ̃) =
(

λ̃ +
2
τ

)(
λ̃2 +

3λ̃

2τ
+ ω2

)

¨ ¸μ¡¸É¢¥´´Ò³¨ §´ Î¥´¨Ö³¨ (¶·¨ ωτ 
 1):

λ̃1 = −2
τ
, λ̃2,3 ≈ − 3

4τ
± iω. (2.105)

Š ± ¨ ¢ÒÏ¥, ·¥Ï¥´¨Ö ¸¨¸É¥³Ò (2.104) Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ²¨´¥°´μ° ±μ³¡¨´ Í¨¥° ¸μ¡-
¸É¢¥´´ÒÌ ¢¥±Éμ·μ¢ Ṽj :

[h1, r, q1] =
∑

C̃j Ṽj exp

⎡⎣ τ∫
dτ ′ λ̃j(τ ′)

⎤⎦ , (2.106)

£¤¥

Ṽ1 = [1, 0, 0], Ṽ2,3 =
[
− 1

6(5/(4τ) ± iω)
, 1, − 3

4τ
± iω

]
¨

exp

⎡⎣ τ∫
dτ ′ λ̃1(τ ′)

⎤⎦ ∼ 1
τ2

,

(2.107)

exp

⎡⎣ τ∫
dτ ′ λ̃2,3(τ ′)

⎤⎦ ∼ e±iωτ

τ3/4
.

’ ±¨³ μ¡· §μ³, μ¸Í¨²²¨·ÊÕÐ¥¥ ·¥Ï¥´¨¥ ¤²Ö h1 É ±μ¥ ¦¥, ÎÉμ ¨ ¢ (2.102),
¢ Éμ ¢·¥³Ö ± ± ³¥¤²¥´´μ ³¥´ÖÕÐ¥¥¸Ö (´¥μ¸Í¨²²¨·ÊÕÐ¥¥) ·¥Ï¥´¨¥ Ê¡Ò¢ ¥É
³¥¤²¥´´¥¥,   ¨³¥´´μ, ± ± 1/τ2 ¢³¥¸Éμ 1/τ3.

�Éμ · §²¨Î¨¥ ¸¢Ö§ ´μ, ¶μ-¢¨¤¨³μ³Ê, ¸μ ¸¢μ¡μ¤μ° ¢ ·¥Ï¥´¨¨ �’� ´Ê²¥-
¢μ£μ ¶μ·Ö¤±  ¶μ μÉ´μÏ¥´¨Õ ± ¸¤¢¨£Ê ¢·¥³¥´¨:

h0 =
1

2(τ + δ)
=

1
2τ

− δ

2τ2
. (2.108)

’ ± Ö ¸¢μ¡μ¤  Ê± §Ò¢ ¥É ´  Éμ, ÎÉμ ¸² £ ¥³Ò¥ ¶μ·Ö¤±  1/τ2 ¢ ¶μ¶· ¢± Ì ¶¥·-
¢μ£μ ¶μ·Ö¤±  Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ¢ ± ±μ³-Éμ ¸³Ò¸²¥ ¶·μ¨§¢μ²Ó´Ò³¨. �μÔÉμ³Ê ·¥Ï¥´¨¥
h1 ∼ 1/τ2 ´¥ ¶·¥¤¸É ¢²Ö¥É Ë¨§¨Î¥¸±μ£μ ¨´É¥·¥¸  ¨ ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ μ¶ÊÐ¥´μ.
‚ ²Õ¡μ³ ¸²ÊÎ ¥ ´¥μ¸Í¨²²¨·ÊÕÐ¨¥ ·¥Ï¥´¨Ö ¤²Ö h1 ¡Ò¸É·μ ¨¸Î¥§ ÕÉ  ¸¨³-
¶ÉμÉ¨Î¥¸±¨ ¨ ¨³¨ ³μ¦´μ ¶·¥´¥¡·¥ÎÓ.
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� °¤¥´´Ò¥ ¢ÒÏ¥ ·¥Ï¥´¨Ö μ¶¨¸Ò¢ ÕÉ ±μ²¥¡ ´¨Ö ¶ · ³¥É·  • ¡¡²  ¢μ-
±·Ê£ ¥£μ §´ Î¥´¨Ö ¢ �’�, · ¢´μ£μ 1/(2τ). 	μ²¥¥ Éμ£μ,  ³¶²¨ÉÊ¤  É ±¨Ì μ¸Í¨²-
²ÖÍ¨° ¶ ¤ ¥É ³¥¤²¥´´¥¥, Î¥³ 1/τ , ¶μÔÉμ³Ê ´  ´¥±μÉμ·μ³ ÔÉ ¶¥ μ¸Í¨²²ÖÍ¨¨
¸É ´ÊÉ ¡μ²ÓÏ¨³¨,   Ê¸²μ¢¨¥ h1 � h ¡μ²ÓÏ¥ ´¥ ¡Ê¤¥É ¢Ò¶μ²´ÖÉÓ¸Ö. �μ¸²¥ ¤μ-
¸É¨¦¥´¨Ö ÔÉμ° ¸É ¤¨¨ ²¨´¥°´ Ö  ¶¶·μ±¸¨³ Í¨Ö μ± ¦¥É¸Ö ´¥¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ°,
  ¨¸¶μ²Ó§Ê¥³Ò° ¢ÒÏ¥ ³¥Éμ¤ ´¥¶·¨³¥´¨³Ò³.

’¥³ ´¥ ³¥´¥¥ ³μ¦´μ ´ °É¨  ¸¨³¶ÉμÉ¨±¨ ÉμÎ´ÒÌ ´¥²¨´¥°´ÒÌ Ê· ¢´¥-
´¨° (2.8) ¨ (2.90) ´  ¡μ²ÓÏ¨Ì ¢·¥³¥´ Ì, ¥¸²¨ ¨¸± ÉÓ ·¥Ï¥´¨Ö ¢ ¢¨¤¥

h(τ) = A(τ) + Bs(τ) sin ντ + Bc(τ) cos ντ, (2.109 )
r(τ) = C(τ) + Ds(τ) sin ντ + Dc(τ) cos ντ. (2.109¡)

‡¤¥¸Ó ±μÔËË¨Í¨¥´ÉÒ A, B, C ¨ D Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ³¥¤²¥´´μ ³¥´ÖÕÐ¨³¨¸Ö ËÊ´±Í¨Ö-
³¨ ¢·¥³¥´¨,   ν, ¶·¥¤¶μ² £ ¥³μ¥ ¡μ²ÓÏ¨³, ³μ¦¥É ¢ ¶·¨´Í¨¶¥ μÉ²¨Î ÉÓ¸Ö μÉ
ω. Š ± ³Ò Ê¢¨¤¨³ ´¨¦¥, ÔÉμ ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ É ± ¨§-§  · ¤¨ Í¨μ´´ÒÌ ¶μ¶· ¢μ±
(¶¥·¥´μ·³¨·μ¢±¨ ³ ¸¸Ò ¸± ²Ö·μ´ ). ‚ ¨¸¶μ²Ó§Ê¥³μ° §¤¥¸Ó  ¶¶·μ±¸¨³ Í¨¨
¨³¥¥³ ν = ω.

�μ²ÊÎ¨³ ¶·¨¡²¨¦¥´´Ò¥ Ê· ¢´¥´¨Ö ¤²Ö ÔÉ¨Ì ËÊ´±Í¨°, ¶·¨· ¢´¨¢ Ö ±μÔË-
Ë¨Í¨¥´ÉÒ ¶¥·¥¤ ³¥¤²¥´´μ ³¥´ÖÕÐ¨³¨¸Ö ¸² £ ¥³Ò³¨,   É ±¦¥ ¶¥·¥¤ sin ωτ
¨ cos ωτ . �É¨ Ê· ¢´¥´¨Ö Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ¶·¨¡²¨¦¥´´Ò³¨, ¶μ¸±μ²Ó±Ê ³Ò ´¥ · ¸-
¸³ É·¨¢ ¥³ ¢Ò¸μ±μÎ ¸ÉμÉ´Ò¥ ¸² £ ¥³Ò¥, ¢μ§´¨± ÕÐ¨¥ ¢ ·¥§Ê²ÓÉ É¥ ´¥²¨´¥°-
´μ¸É¨, ´μ ¢Ò¡· ´´ Ö  ¶¶·μ±¸¨³ Í¨Ö μ± §Ò¢ ¥É¸Ö ¤μ¢μ²Ó´μ ÉμÎ´μ°. „¥°¸É¢ÊÖ
Ê± § ´´Ò³ μ¡· §μ³, ´ Ìμ¤¨³ ¨§ Ê· ¢´¥´¨° (2.95):

A′ + 2A2 + B2
s + B2

c = −C

6
, (2.110 )

B′
s − Bcν + 4ABs = −Ds

6
, (2.110¡)

B′
c + Bsν + 4ABc = −Dc

6
, (2.110¢)

C′′ + 3
(

AC′ +
1
2
BsD

′
s +

1
2
BcD

′
c −

1
2
νBsDc +

1
2
νBcDs

)
+ ω2C = 0,

(2.110£)

D′′
s − 2νD′

c − ν2Ds + 3A(D′
s − νDc) + 3C′Bs + ω2Ds = 0, (2.110¤)

D′′
c + 2νD′

s − ν2Dc + 3A(D′
c + νDs) + 3C′Bc + ω2Dc = 0. (2.110¥)

�·¥¤¶μ² £ Ö, ÎÉμ

A =
a

τ
, Bs =

bs

τ
, Bc =

bc

τ
, C =

c

τ2
, Ds =

ds

τ
, Dc =

dc

τ
, (2.111)

¨ Ê¤¥·¦¨¢ Ö Éμ²Ó±μ £² ¢´Ò¥ Î²¥´Ò (´¨§Ï¨° ¶μ·Ö¤μ± ¶μ 1/τ ), ¶μ²ÊÎ¨³
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·¥Ï¥´¨Ö

ν2 = ω2, (2.112 )

ds = 6ωbc, (2.112¡)

dc = −6ωbs, (2.112¢)

b2
s + b2

c = 2a(2a− 1), (2.112£)

c = 18a(1 − 2a). (2.112¤)

ˆ´É¥·¥¸´μ, ÎÉμ Ê· ¢´¥´¨¥ (2.112£) É·¥¡Ê¥É a > 1/2 ¶·¨ ´ ²¨Î¨¨ ±μ²¥¡ ´¨°.
ŒÒ Ê¢¨¤¨³ ¨§ Î¨¸²¥´´μ£μ ·¥Ï¥´¨Ö, ÎÉμ ÔÉμ ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ É ±.

�¥§Õ³¨·ÊÖ, ¢¨¤¨³ É ±ÊÕ ¸¨ÉÊ Í¨Õ: ¨§´ Î ²Ó´μ ³Ò ¶·¥¤¶μ² £ ¥³, ÎÉμ
h1/h � 1 ¨ ·¥Ï ¥³ ²¨´¥ ·¨§μ¢ ´´Ò¥ ¸¨¸É¥³Ò (2.97) ¨/¨²¨ (2.104), ¶μ²Ê-
Î Ö, ÎÉμ ¶ · ³¥É· • ¡¡²  ±μ²¥¡²¥É¸Ö ¢μ±·Ê£ §´ Î¥´¨Ö 1/(2τ) ¸  ³¶²¨ÉÊ¤μ°,
· ¸ÉÊÐ¥° ¸μ ¢·¥³¥´¥³ ± ± h1/h ∼ τ1/4. ‚ ¨Éμ£¥ É ±¨¥ ±μ²¥¡ ´¨Ö (¨, ¸²¥-
¤μ¢ É¥²Ó´μ, ´¥²¨´¥°´Ò¥ ¸² £ ¥³Ò¥) ¸É ´ÊÉ ¤μ³¨´¨·ÊÕÐ¨³¨ ¨ ²¨´¥°´ Ö  ¶-
¶·μ±¸¨³ Í¨Ö ´ ·ÊÏ¨É¸Ö. �¤´ ±μ ³Ò ³μ¦¥³ ¶·μ¤μ²¦¨ÉÓ, ¨¸¶μ²Ó§ÊÖ ¸¢μ¥£μ
·μ¤  Ê¸¥Î¥´´μ¥ · §²μ¦¥´¨¥ ”Ê·Ó¥, ±μÉμ·μ¥ ¶μ§¢μ²Ö¥É ÊÎ¥¸ÉÓ ´¥²¨´¥°´μ¸ÉÓ
¸¨¸É¥³Ò ¢ ¶·¥¤¥²¥ ωτ 
 1. ‚ ·¥§Ê²ÓÉ É¥ ´ Ìμ¤¨³, ÎÉμ h1/h → const. „·Ê-
£¨³¨ ¸²μ¢ ³¨,  ³¶²¨ÉÊ¤  μ¸Í¨²²¨·ÊÕÐ¥° Î ¸É¨ h  ¸¨³¶ÉμÉ¨Î¥¸±¨ ¢¥¤¥É ¸¥¡Ö
± ± 1/τ , É. ¥. É ±¨³ ¦¥ μ¡· §μ³, ± ± ¨ ³¥¤²¥´´μ ³¥´ÖÕÐ Ö¸Ö Î ¸ÉÓ h.

—Éμ¡Ò ¡ÒÉÓ ¶μ²´μ¸ÉÓÕ Ê¢¥·¥´´Ò³¨ ¢ ÔÉ¨Ì  ´ ²¨É¨Î¥¸±¨Ì ·¥§Ê²ÓÉ É Ì,
³Ò ¤μ²¦´Ò ¶·μ¢¥·¨ÉÓ, ¡Ê¤¥É ²¨ ÉμÎ´μ¥ Î¨¸²¥´´μ¥ ·¥Ï¥´¨¥ ¸¨¸É¥³Ò (2.94)
¤¥³μ´¸É·¨·μ¢ ÉÓ É ±μ¥ ¦¥ ¶μ¢¥¤¥´¨¥. ’¥³ ´¥ ³¥´¥¥ ¶·¨¢¥¤¥´´Ò¥ ¢ÒÏ¥  ´ -
²¨É¨Î¥¸±¨¥ μÍ¥´±¨ ¶·¥¤¸É ¢²ÖÕÉ ¡μ²ÓÏμ° ¨´É¥·¥¸ ¤²Ö · ¸Î¥É  Ô¢μ²ÕÍ¨¨ R
¨ H ¸ ÊÎ¥Éμ³ ÔËË¥±Éμ¢ ·μ¦¤¥´¨Ö Î ¸É¨Í.

—¨¸²¥´´Ò¥ ·¥Ï¥´¨Ö. ŒÒ ¨´É¥£·¨·Ê¥³ ¸¨¸É¥³Ê Ê· ¢´¥´¨° (2.94), ´ Î¨´ Ö
¸μ ¢·¥³¥´¨ τ0 = 1/2, ¸ ´ Î ²Ó´Ò³¨ Ê¸²μ¢¨Ö³¨

h0 = 1 + δh0, h′
0 = −2 + δh′

0,

y0 = 1 + δy0,
(2.113)

£¤¥ δh0, δh′
0 ¨ δy0 ´¥ μ¡· Ð ÕÉ¸Ö ¢ ´Ê²Ó μ¤´μ¢·¥³¥´´μ. Š ± μ¦¨¤ ²μ¸Ó,

Î¨¸²¥´´μ¥ ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨¥ ¸ ´ Î ²Ó´Ò³¨ Ê¸²μ¢¨Ö³¨, ¶·¨¢¥¤¥´´Ò³¨ ¢ (2.96),
¤ ¥É μ¡ÒÎ´μ¥ ·¥Ï¥´¨¥ μ¡Ð¥° É¥μ·¨¨ μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ¸É¨, h = 1/(2τ), ¢ ¶·¥-
¤¥² Ì ÉμÎ´μ¸É¨ Î¨¸²¥´´ÒÌ · ¸Î¥Éμ¢, ¶μÔÉμ³Ê ´ ¸ ¨´É¥·¥¸Ê¥É ¡μ²¥¥ μ¡Ð¨°
¸²ÊÎ °, ¢ ±μÉμ·μ³ ´ Î ²Ó´Ò¥ Ê¸²μ¢¨Ö μÉ±²μ´ÖÕÉ¸Ö μÉ §´ Î¥´¨° ¢ �’�.

Š ± μÉ³¥Î ²μ¸Ó ¢ÒÏ¥, ¸¨¸É¥³Ò (2.94) ¨ (2.95) Ö¢²ÖÕÉ¸Ö Ô±¢¨¢ ²¥´É´Ò³¨.
�¤´ ±μ ¤²Ö Î¨¸²¥´´μ£μ ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨Ö ÔÉ¨Ì ¸¨¸É¥³ ´Ê¦´μ § ¤ ÉÓ ´ Î ²Ó-
´Ò¥ §´ Î¥´¨Ö · §²¨Î´ÒÌ ¢¥²¨Î¨´. „²Ö ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨Ö ¸¨¸É¥³Ò (2.94) ´Ê¦´μ
Ë¨±¸¨·μ¢ ÉÓ h0, h′

0 ¨ y0,   ¤²Ö ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨Ö (2.95) ´Ê¦´μ μ¶·¥¤¥²¨ÉÓ ¢¥-
²¨Î¨´Ò h0, r0 ¨ r′0. ‘¢Ö§Ó μ¤´μ£μ ´ ¡μ·  ´ Î ²Ó´ÒÌ §´ Î¥´¨° ¸ Ô±¢¨¢ ²¥´É-
´Ò³¨ §´ Î¥´¨Ö³¨ ¤·Ê£μ£μ ´ ¡μ·  ³μ¦´μ ´ °É¨, ¨¸¶μ²Ó§ÊÖ · ¸¸³ É·¨¢ ¥³Ò¥
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Ê· ¢´¥´¨Ö. „¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ, ¥¸²¨ ¢Ò¡· ´Ò h0, h′
0 ¨ y0, Éμ h′′

0 μ¤´μ§´ Î´μ μ¶·¥-
¤¥²Ö¥É¸Ö ¶¥·¢Ò³ Ê· ¢´¥´¨¥³ ¢ (2.94), ¨ ¸²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ, μ¶·¥¤¥²¥´Ò É ±¦¥ r0

¨ r′0 Î¥·¥§ (2.95). ‚ ±μ´¥Î´μ³ ¸Î¥É¥ μ¡¥ ¸¨¸É¥³Ò Ô±¢¨¢ ²¥´É´Ò μ¤´μ³Ê ¨
Éμ³Ê ¦¥ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ³Ê Ê· ¢´¥´¨Õ É·¥ÉÓ¥£μ ¶μ·Ö¤± , ·¥Ï¥´¨¥ ±μÉμ·μ£μ
μ¶·¥¤¥²Ö¥É¸Ö É·¥³Ö ´ Î ²Ó´Ò³¨ Ê¸²μ¢¨Ö³¨.

� ³¨ Ê¸É ´μ¢²¥´μ, ÎÉμ Î¨¸²¥´´Ò¥ ·¥Ï¥´¨Ö ¸¨¸É¥³Ò Ê· ¢´¥´¨° (2.94)
¸ ´ Î ²Ó´Ò³¨ Ê¸²μ¢¨Ö³¨ (2.113) ´ Ìμ¤ÖÉ¸Ö ¢ μÎ¥´Ó Ìμ·μÏ¥³ ¸μ£² ¸¨¨ ¸ ¶·¥-

�¨¸. 15. —¨¸²¥´´μ¥ ·¥Ï¥´¨¥ ¸¨¸É¥³Ò (2.94) ¶·¨ δh0 = 10−4, δh′
0 = 0, y0 = 1 ¨ ω =

10. „²Ö ËÊ´±Í¨μ´ ²Ó´μ° Ëμ·³Ò (2.115) ²ÊÎÏ¥ ¢¸¥£μ ¶μ¤Ìμ¤¨É α � 1, β � 6,29 · 10−5

�¨¸. 16. —¨¸²¥´´μ¥ ·¥Ï¥´¨¥ ¸¨¸É¥³Ò (2.94) ¶·¨ δh0 = 10−3, δh′
0 = 0, y0 = 1, ω = 10.

‹ÊÎÏ¥ ¢¸¥£μ ¶μ¤Ìμ¤¨É α � 1, β � 6,28 · 10−4

�¨¸. 17. —¨¸²¥´´μ¥ ·¥Ï¥´¨¥ ¸¨¸É¥³Ò (2.94) ¶·¨ δh0 = 10−2, δh′
0 = 0, y0 = 1, ω = 10.

‹ÊÎÏ¥ ¢¸¥£μ ¶μ¤Ìμ¤¨É α � 1, β � 6,26 · 10−3
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¤Ò¤ÊÐ¨³¨  ´ ²¨É¨Î¥¸±¨³¨ μÍ¥´± ³¨ ¢ ²¨´¥°´μ³ ·¥¦¨³¥, É. ¥. ¤²Ö ´ Î ²Ó´ÒÌ
Ê¸²μ¢¨°, Ê¤μ¢²¥É¢μ·ÖÕÐ¨Ì É·¥¡μ¢ ´¨Ö³ δh0/h0 � 1, δy0/y0 � 1 ¨ ωτ 
 1.
�  ·¨¸. 15, 16 ¨ 17 ¶·¥¤¸É ¢²¥´Ò Î¨¸²¥´´Ò¥ ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ ¤²Ö ¡¥§· §³¥·´μ£μ
¶ · ³¥É·  • ¡¡²  h, ¶μ²ÊÎ¥´´Ò¥ ¨§ ¸¨¸É¥³Ò Ê· ¢´¥´¨° (2.94) ¸ ω = 10 ¨
´ Î ²Ó´Ò³¨ Ê¸²μ¢¨Ö³¨

δh0 = 10−4, δh′
0 = 0, δy0 = 0 (·¨¸. 15), (2.114 )

δh0 = 10−3, δh′
0 = 0, δy0 = 0 (·¨¸. 16), (2.114¡)

δh0 = 10−2, δh′
0 = 0, δy0 = 0 (·¨¸. 17). (2.114¢)

� °¤¥´´ Ö ËÊ´±Í¨Ö hτ μ¸Í¨²²¨·Ê¥É ¢μ±·Ê£ Í¥´É· ²Ó´μ£μ §´ Î¥´¨Ö h = 1/2
¸  ³¶²¨ÉÊ¤μ° h1 ∼ τ−3/4. �μ ³¥·¥ Ê¢¥²¨Î¥´¨Ö μÉ±²μ´¥´¨Ö μÉ ¨¤¥ ²Ó´μ£μ
¶μ¢¥¤¥´¨Ö �’� ¸·¥¤´¥¥ §´ Î¥´¨¥ hτ É ±¦¥ ³¥´Ö¥É¸Ö, ¨ ¢ μ¡Ð¥³ ¸²ÊÎ ¥ μ´μ
¡μ²ÓÏ¥ ´¥ · ¢´μ 1/2. �Î¥´Ó Ìμ·μÏ¥° ËÊ´±Í¨μ´ ²Ó´μ° Ëμ·³μ° ¤²Ö ¶μ¤¡μ· 
·¥Ï¥´¨° Ö¢²Ö¥É¸Ö

h(τ) 	 α + β τ1/4 sin (ωτ + ϕ)
2τ

≡ α

2τ
+ hosc, (2.115)

£¤¥ ¡¥§· §³¥·´Ò¥ ¶ · ³¥É·Ò α ¨ β Å μÎ¥´Ó ³¥¤²¥´´μ ³¥´ÖÕÐ¨¥¸Ö ËÊ´±Í¨¨
¢·¥³¥´¨. �É  ¶μ¤£μ´±  ¶μ± § ´ , ´ ¶·¨³¥·, ´  ·¨¸. 18 ¨ 19, £¤¥ ¶·¨¢¥¤¥´Ò
Î¨¸²¥´´Ò¥ ·¥Ï¥´¨Ö ¤²Ö δh0 = 0,5. �É±²μ´¥´¨Ö μÉ  ´ ²¨É¨Î¥¸±¨Ì μÍ¥´μ±
²¨´¥ ·¨§μ¢ ´´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° ¸²¥¤Ê¥É μ¦¨¤ ÉÓ ¢ ÔÉμ° ¸¨ÉÊ Í¨¨, É ± ± ± Ê¸²μ¢¨¥
δh0/h0 � 1 ´¥ ¢Ò¶μ²´Ö¥É¸Ö, ¨ ¢ ¦´Ò ´¥²¨´¥°´Ò¥ Î²¥´Ò ¢ Ê· ¢´¥´¨ÖÌ (2.94).

�  ·¨¸. 20 ¨ 21 ¶·¥¤¸É ¢²¥´Ò Î¨¸²¥´´Ò¥ ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ ¤²Ö ´ Î ²Ó´ÒÌ
Ê¸²μ¢¨°

δh0 = 1,5, δh′
0 = 0, δy0 = 0, ω = 100. (2.116)

�¨¸. 18. —¨¸²¥´´μ¥ ·¥Ï¥´¨¥ ¸¨¸É¥³Ò (2.94) ¶·¨ δh0 = 0,5, δh′
0 = 0, y0 = 1, ω = 10.

�  ¡μ²ÓÏ¨Ì ¢·¥³¥´ Ì ²ÊÎÏ¥ ¢¸¥£μ ¶μ¤Ìμ¤¨É α � 1,14 (¶μ± § ´μ ¶Ê´±É¨·´μ° ²¨´¨¥°
´  ·¨¸.   β � 0,20. �É³¥É¨³, ÎÉμ ´  ·¨¸. ¡ μ¸Í¨²²¨·ÊÕÐ Ö Î ¸ÉÓ h ´¥ Ê¡Ò¢ ¥É ÉμÎ´μ
± ± τ−3/4. �Î¥¢¨¤´ Ö  ¸¨³³¥É·¨Ö ¢¥·Ì´¥° ¨ ´¨¦´¥° Î ¸É¥° ¢ hosc μ¡Ê¸²μ¢²¥´  É¥³,
ÎÉμ α Ö¢²Ö¥É¸Ö ËÊ´±Í¨¥° ¢·¥³¥´¨, ¨ ³Ò Í¥´É·¨·μ¢ ²¨ μ¸Í¨²²ÖÍ¨¨ ¢μ±·Ê£ ¥¥ §´ Î¥´¨Ö
¢ ¶μ§¤´¨¥ ¢·¥³¥´ 
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�¨¸. 19. �¢μ²ÕÍ¨Ö α ¸μ ¢·¥³¥´¥³.
� Î ²Ó´Ò¥ Ê¸²μ¢¨Ö É¥ ¦¥, ÎÉμ ¨ ´ 
·¨¸. 18

�¨¸. 20. —¨¸²¥´´μ¥ ·¥Ï¥´¨¥ ¤²Ö ¡¥§· §³¥·´μ£μ ¶ · ³¥É·  • ¡¡²  h ¸ ´ Î ²Ó´Ò³¨
Ê¸²μ¢¨Ö³¨ (2.116). �  ·¨¸.   ±μ²¥¡ ´¨Ö ¨³¥ÕÉ ¶μÎÉ¨ ¶μ¸ÉμÖ´´ÊÕ  ³¶²¨ÉÊ¤Ê, ¢ Éμ
¢·¥³Ö ± ± ´  ·¨¸. ¡  ³¶²¨ÉÊ¤  Ö¢´μ Ê³¥´ÓÏ ¥É¸Ö

�¨¸. 21. —¨¸²¥´´μ¥ ·¥Ï¥´¨¥ ¤²Ö ¡¥§· §³¥·´μ£μ ¸± ²Ö·  ±·¨¢¨§´Ò r ¸ ´ Î ²Ó´Ò³¨
Ê¸²μ¢¨Ö³¨ (2.116)

�¥§Ê²ÓÉ ÉÒ, ¶μ ±· °´¥° ³¥·¥ ± Î¥¸É¢¥´´μ, ¸μ£² ¸ÊÕÉ¸Ö ¸  ´ ²¨É¨Î¥¸±¨³¨
μÍ¥´± ³¨, ¢Ò¶μ²´¥´´Ò³¨ ¢ ´¥²¨´¥°´μ³ ·¥¦¨³¥ ¤²Ö ωτ 
 1. �Î¥¢¨¤´μ, ÎÉμ
 ³¶²¨ÉÊ¤Ò μ¸Í¨²²¨·ÊÕÐ¨Ì ¸² £ ¥³ÒÌ ¢ h ¨ r Ê¡Ò¢ ÕÉ ¡Ò¸É·¥¥, Î¥³ τ−3/4

(²¨´¥°´Ò° ·¥¦¨³), ¨ ¤μ¢μ²Ó´μ ¡²¨§±¨ ± τ−1. 	μ²¥¥ Éμ£μ, ¶ · ³¥É· • ¡¡² 
μ¸Í¨²²¨·Ê¥É ´¥ ¢μ±·Ê£ §´ Î¥´¨Ö hτ = 1/2, ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¥£μ �’�,   ¢μ-
±·Ê£ ¡μ²ÓÏ¥£μ §´ Î¥´¨Ö, ± ± ¨ μ¦¨¤ ²μ¸Ó ¨§ Ê· ¢´¥´¨Ö (2.112£). ” ±É¨Î¥¸±¨
¤²Ö ÔÉ¨Ì ´ Î ²Ó´ÒÌ Ê¸²μ¢¨° ´ ¨²ÊÎÏ¥¥ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¥ ¶·¨ · ¸¸³ É·¨¢ ¥³μ³
±μ´¥Î´μ³ ¢·¥³¥´¨ ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨Ö ¤ ¥É¸Ö α 	 1,246.
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2.2.2. �¡· É´ Ö ·¥ ±Í¨Ö ·μ¦¤¥´¨Ö Î ¸É¨Í ´  Ô¢μ²ÕÍ¨Õ ¸± ²Ö· 
±·¨¢¨§´Ò. ‘±μ·μ¸ÉÓ ·μ¦¤¥´¨Ö Î ¸É¨Í μ¸Í¨²²¨·ÊÕÐ¨³ £· ¢¨É Í¨μ´´Ò³ ¶μ-
²¥³ ¢ R2-£· ¢¨É Í¨¨ · ¸¸³ É·¨¢ ² ¸Ó ¢ · ¡μÉ Ì [33, 123, 125], £¤¥ μ´  ¡Ò² 
μÍ¥´¥´  ± ± Γ ∼ m3/M2

Pl. ‡¤¥¸Ó, ¸²¥¤ÊÖ ´ Ï¥° · ¡μÉ¥ [126], ³Ò ¶·¨¢μ¤¨³
¡μ²¥¥ ¸É·μ£¨¥ · ¸Î¥ÉÒ, ±μÉμ·Ò¥ ¶μ ¸ÊÐ¥¸É¢Ê ¸μ£² ¸ÊÕÉ¸Ö ¸μ ¸É ÉÓ¥° [125].
�¨¦¥ ³Ò ¶μ²ÊÎ¨³ § ³±´ÊÉμ¥ Ê· ¢´¥´¨¥ ¤¢¨¦¥´¨Ö ¤²Ö ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±μ° Ô¢μ-
²ÕÍ¨¨ ¸± ²Ö·  ±·¨¢¨§´Ò R ¸ ÊÎ¥Éμ³ μ¡· É´μ° ·¥ ±Í¨¨ ·μ¦¤¥´¨Ö Î ¸É¨Í.
„²Ö ÔÉμ£μ · ¸¸³μÉ·¨³ ¡¥§³ ¸¸μ¢μ¥ ¸± ²Ö·´μ¥ ¶μ²¥ φ, ³¨´¨³ ²Ó´μ ¸¢Ö§ ´´μ¥
¸ £· ¢¨É Í¨¥°. …£μ ¤¥°¸É¢¨¥ ³μ¦´μ § ¶¨¸ ÉÓ ¢ ¢¨¤¥

Sφ =
1
2

∫
d4x

√
−g gμν∂μφ∂νφ, (2.117)

μÉ±Ê¤  ¢ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥´´μ-¶²μ¸±μ° Ëμ´μ¢μ° FRW-³¥É·¨±¥ (2.7) ¸²¥¤Ê¥É Ê· ¢-
´¥´¨¥ ¤¢¨¦¥´¨Ö

φ̈ + 3Hφ̇ − 1
a2

Δφ = 0. (2.118)

�μ²¥ φ ¢Ìμ¤¨É ¢ Ê· ¢´¥´¨¥ ¤¢¨¦¥´¨Ö ¤²Ö R (2.90) Î¥·¥§ ¸²¥¤ É¥´§μ·  Ô´¥·£¨¨-
¨³¶Ê²Ó¸ :

T μ
μ (φ) = −gμν∂μφ∂νφ ≡ −(∂φ)2.

“¤μ¡´μ ¢¢¥¸É¨ ±μ´Ëμ·³´μ ¶¥·¥³ ¸ÏÉ ¡¨·μ¢ ´´μ¥ ¶μ²¥ χ ≡ a(t)φ ¨ ±μ´-
Ëμ·³´μ¥ ¢·¥³Ö η É ±μ¥, ÎÉμ a dη = dt. ‚ É¥·³¨´ Ì ÔÉ¨Ì ¢¥²¨Î¨´ ³μ¦´μ
¶¥·¥¶¨¸ ÉÓ Ê· ¢´¥´¨Ö ¤¢¨¦¥´¨Ö ± ±

R′′ + 2
a′

a
R′ + m2a2R =

= 8π
m2

M2
Pl

1
a2

[
χ′2 − (�∇χ)2 +

a′2

a2
χ2 −

a′

a
(χχ′ + χ′χ)

]
, (2.119)

R = −6a′′

a3
, (2.120)

χ′′ − Δχ +
1
6

a2R χ = 0, (2.121)

  ¤¥°¸É¢¨¥ (2.117) ¶·¨³¥É ¢¨¤

Sχ =
1
2

∫
dη d3x

(
χ′2 − (�∇χ)2 − a2R

6
χ2

)
. (2.122)

‡¤¥¸Ó ¨ ¢ÒÏ¥ ÏÉ·¨Ì μ§´ Î ¥É ¶·μ¨§¢μ¤´ÊÕ ¶μ ±μ´Ëμ·³´μ³Ê ¢·¥³¥´¨.
� Ï¥° Í¥²ÓÕ Ö¢²Ö¥É¸Ö ¢Ò¢μ¤ § ³±´ÊÉμ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö ¤²Ö R, ¤²Ö Î¥£μ É·¥-

¡Ê¥É¸Ö ¢ÒÎ¨¸²¨ÉÓ ¢ ±ÊÊ³´Ò¥ ¸·¥¤´¨¥ § ¢¨¸ÖÐ¨Ì μÉ χ ±¢ ´Éμ¢ÒÌ μ¶¥· Éμ-
·μ¢ ¢ ¶· ¢μ° Î ¸É¨ Ê· ¢´¥´¨Ö (2.119) ¢ ¶·¨¸ÊÉ¸É¢¨¨ ¢´¥Ï´¥£μ ±² ¸¸¨Î¥¸±μ£μ



�””…Š’› �…“‘’�‰—ˆ‚�‘’ˆ ‚ F (R)-Œ�„ˆ”ˆ–ˆ��‚����‰ ƒ��‚ˆ’�–ˆˆ 1189

£· ¢¨É Í¨μ´´μ£μ ¶μ²Ö R. � Ï¨  ·£Ê³¥´ÉÒ ¶μ ¸ÊÐ¥¸É¢Ê ¶μ¢Éμ·ÖÕÉ É¥, ÎÉμ
¶·¨¢¥¤¥´Ò ¢ · ¡μÉ¥ [175], £¤¥ Ê· ¢´¥´¨¥ ¡Ò²μ ¶μ²ÊÎ¥´μ ¢ μ¤´μ¶¥É²¥¢μ³ ¶·¨-
¡²¨¦¥´¨¨.

‘¢μ¡μ¤´μ¥ ¶μ²¥ χ(0) ±¢ ´ÉÊ¥É¸Ö ± ± μ¡ÒÎ´μ:

χ(0)(x) =
∫

d3k

(2π)3 2Ek

[
âk e−ik·x + â†

k eik·x
]
, (2.123)

£¤¥ xμ = (η,x), kμ = (Ek,k) ¨ kμkμ = 0. �¶¥· Éμ·Ò ·μ¦¤¥´¨Ö-Ê´¨ÎÉμ¦¥´¨Ö
Ê¤μ¢²¥É¢μ·ÖÕÉ μ¡ÒÎ´Ò³ ±μ³³ÊÉ Í¨μ´´Ò³ ¸μμÉ´μÏ¥´¨Ö³ 	μ§¥:[

âk, â†
k

]
= (2π)3 2Ek δ(3)(k − k′). (2.124)

“· ¢´¥´¨¥ (2.121) ¨³¥¥É Ëμ·³ ²Ó´μ¥ ·¥Ï¥´¨¥

χ(x) = χ(0)(x) − 1
6

∫
d4y G(x, y) a2(y)R(y)χ(y) ≡ χ(0)(x) + δχ(x), (2.125)

£¤¥ ¡¥§³ ¸¸μ¢ Ö ËÊ´±Í¨Ö ƒ·¨´  · ¢´ 

G(x, y) =
1

4π|x − y|δ ((x0 − y0) − |x − y|) ≡ 1
4πr

δ(Δη − r). (2.126)

ŒÒ ¶·¥¤¶μ² £ ¥³, ÎÉμ ÔËË¥±ÉÒ ·μ¦¤¥´¨Ö Î ¸É¨Í ´¥§´ Î¨É¥²Ó´μ ¢μ§³ÊÐ ÕÉ
¸¢μ¡μ¤´μ¥ ·¥Ï¥´¨¥, É ± ÎÉμ δχ ³μ¦´μ ¸Î¨É ÉÓ ³ ²Ò³,   ¤ °¸μ´μ¶μ¤μ¡´Ò°
·Ö¤ ³μ¦´μ μ¡μ·¢ ÉÓ ´  ¶¥·¢μ³ ¶μ·Ö¤±¥, ¶μ²ÊÎ Ö

χ(x) 	 χ(0)(x) − 1
6

∫
d4y G(x, y) a2(y)R(y)χ(0)(y) ≡ χ(0)(x) + χ(1)(x).

(2.127)
’¥¶¥·Ó ³μ¦´μ ¢ÒÎ¨¸²¨ÉÓ ¢ ±ÊÊ³´Ò¥ ¸·¥¤´¨¥ · §²¨Î´ÒÌ ¸² £ ¥³ÒÌ ¢ ¶· -

¢μ° Î ¸É¨ Ê· ¢´¥´¨Ö (2.119), Ê¤¥·¦¨¢ Ö ¢ χ(1) Éμ²Ó±μ Î²¥´Ò ¶¥·¢μ£μ ¶μ·Ö¤± .
‚¸¥ ¸² £ ¥³Ò¥, ¸μ¤¥·¦ Ð¨¥ Éμ²Ó±μ χ(0) ¨ ¥£μ ¶·μ¨§¢μ¤´Ò¥, ´¥ ¨³¥ÕÉ μÉ´μ-
Ï¥´¨Ö ± ·μ¦¤¥´¨Õ Î ¸É¨Í ¨ ³μ£ÊÉ ¡ÒÉÓ ¢±²ÕÎ¥´Ò ¸ ¶μ³μÐÓÕ ¶·μÍ¥¤Ê·Ò
¶¥·¥´μ·³¨·μ¢±¨ ¢ ¶ · ³¥É·Ò É¥μ·¨¨, ¶μÔÉμ³Ê μ´¨ ³ ²μ¨´É¥·¥¸´Ò. �¸É ¢-
Ï¨¥¸Ö ¸² £ ¥³Ò¥ ¢ÒÎ¨¸²ÖÕÉ¸Ö ¸ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´¨¥³ Ëμ·³Ê² ¢¨¤ 

∂x

∫
d4y G(x, y) a2(y)R(y)χ(y) =

∫
d4y G(x, y)

[
a2R∂yχ + ∂y(a2R)χ

]
,

∞∫
0

dk eiαk = πδ(α) + iP
(∞

α

)
.

(2.128)
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‘μ¡¨· Ö ¢¸¥ ¸² £ ¥³Ò¥, ¶μ²ÊÎ¨³ ¢Ò· ¦¥´¨Ö

〈χ2〉 	 − 1
48π2

η∫
η0

dη′ a2(η′)R(η′)
η − η′ , (2.129 )

〈χ′2 − (�∇χ)2〉 	 − 1
96π2

η∫
η0

dη′ (a2(η′)R(η′))′′

η − η′ , (2.129¡)

〈χχ′ + χ′χ〉 	 − 1
48π2

η∫
η0

dη′ (a2(η′)R(η′))′

η − η′ . (2.129¢)

�μ¤¸É ¢²ÖÖ ´ °¤¥´´Ò¥ ¢¥²¨Î¨´Ò ¢ (2.119), ¶·¨Ìμ¤¨³ ± § ³±´ÊÉμ³Ê ¨´É¥£·μ-
¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ³Ê Ê· ¢´¥´¨Õ ¤²Ö R, ¤²Ö ±μÉμ·μ£μ ¡Ê¤¥³ ¨¸± ÉÓ ¶·¨¡²¨-
¦¥´´μ¥  ´ ²¨É¨Î¥¸±μ¥ ·¥Ï¥´¨¥.

�·¥¦¤¥ ¢¸¥£μ, ¸²¥¤Ê¥É μÉ³¥É¨ÉÓ, ÎÉμ, ´¥¸³μÉ·Ö ´  ¨³¥ÕÐ¨¥¸Ö μ¸Í¨²²ÖÍ¨¨
H ¨ R, ³ ¸ÏÉ ¡´Ò° Ë ±Éμ· a ¢ Í¥²μ³ ¶μ¤Î¨´Ö¥É¸Ö ¸É¥¶¥´´μ³Ê § ±μ´Ê · ¸-
Ï¨·¥´¨Ö, ¶μÔÉμ³Ê μ´ μÎ¥´Ó ³ ²μ ³¥´Ö¥É¸Ö §  ¢·¥³Ö ´¥¸±μ²Ó±¨Ì μ¸Í¨²²ÖÍ¨°.
’ ±¨³ μ¡· §μ³, ³Ò μ¦¨¤ ¥³, ÎÉμ dη/η ∼ dt/t ¨ ÎÉμ ¤μ³¨´ ´¨·ÊÕÐ Ö Î ¸ÉÓ
¨´É¥£· ²μ¢ ¢ (2.127) ¤ ¥É¸Ö ¶·μ¨§¢μ¤´Ò³¨ R, É ± ± ± R′ ∼ ωR+ t−1R 	 ωR,
  ωt 
 1. ‘²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ, £² ¢´Ò° ¢±² ¤ ·μ¦¤¥´¨Ö Î ¸É¨Í μ¶·¥¤¥²Ö¥É¸Ö
Ê· ¢´¥´¨¥³ (2.129¡) ¨ · ¢¥´

R̈ + 3HṘ + m2R 	 − 1
12π

m2

M2
Pl

1
a4

η∫
η0

dη′ (a2(η′)R(η′))′′

η − η′ 	

	 − 1
12π

m2

M2
Pl

t∫
t0

dt′
R̈(t′)
t − t′

. (2.130)

�Éμ Ê· ¢´¥´¨¥ ´¥²μ± ²Ó´μ ¶μ ¢·¥³¥´¨, É ± ± ± ¢²¨Ö´¨¥ ·μ¦¤¥´¨Ö Î ¸É¨Í
§ ¢¨¸¨É μÉ ¢¸¥° ¨¸Éμ·¨¨ Ô¢μ²ÕÍ¨¨ ¸¨¸É¥³Ò. “· ¢´¥´¨¥ ²¨´¥°´μ ¶μ R, ¢ μÉ-
²¨Î¨¥ μÉ · ¡μÉÒ [169], £¤¥ ¶· ¢ Ö Î ¸ÉÓ Ê· ¢´¥´¨Ö ±¢ ¤· É¨Î´  ¶μ R, ÎÉμ
Ö¢²Ö¥É¸Ö Ë¨§¨Î¥¸±¨ ¸μ³´¨É¥²Ó´Ò³, ¶μ¸±μ²Ó±Ê ¥¸²¨ §´ ± R ¨§³¥´¨É¸Ö, Éμ ·μ-
¦¤¥´¨¥ Î ¸É¨Í ¡Ê¤¥É ´¥ μ¸² ¡²ÖÉÓ ±μ²¥¡ ´¨Ö,   Ê¸¨²¨¢ ÉÓ ¨Ì.

�´ ²¨É¨Î¥¸±¨¥ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨Ö. �μ¢Éμ·¨³ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨Ö ¶. 2.2.1, ¨¸¶μ²Ó§ÊÖ
· §²μ¦¥´¨¥ (2.109) ¨ ÊÎ¨ÉÒ¢ Ö ÔËË¥±ÉÒ μ¡· É´μ° ·¥ ±Í¨¨ ¢ ¢¨¤¥ Ê· ¢´¥-
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´¨Ö (2.130). �· ¢ÊÕ Î ¸ÉÓ ÔÉμ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö ³μ¦´μ § ¶¨¸ ÉÓ ¢ ¢¨¤¥

g

t∫
t0

dt′
R̈(t′)
t − t′

= g

t−t0∫
0

dτ
R̈(t − τ)

τ
=

= g

t−t0∫
ε

dτ
R̈(t − τ)

τ
+ g

ε∫
0

dτ
R̈(t − τ)

τ
= g

t−t0∫
ε

dτ
C̈

τ
+

+ g cos (m1t)

t−t0∫
ε

dτ
1
τ

[Fc cos (m1τ) − Fs sin (m1τ)] +

+ g sin (m1t)

t−t0∫
ε

dτ
1
τ

[Fc sin (m1τ) + Fs cos (m1τ)] , (2.131)

£¤¥

g ≡ − 1
12π

m2
1

M2
Pl

, (2.132 )

Fc ≡ D̈c + 2m1Ḋs − m2
1Dc, (2.132¡)

Fs ≡ D̈s − 2m1Ḋc − m2
1Ds. (2.132¢)

—Éμ¡Ò ¨§¡¥¦ ÉÓ ¶ÊÉ ´¨ÍÒ, § ³¥É¨³, ÎÉμ τ §¤¥¸Ó Ö¢²Ö¥É¸Ö ¶·μ¸Éμ ¶¥·¥³¥´-
´μ° ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨Ö ¨ μÉ²¨Î ¥É¸Ö μÉ ¡¥§· §³¥·´μ£μ ¢·¥³¥´¨ τ ¶·¥¤Ò¤ÊÐ¨Ì
¶Ê´±Éμ¢.

ŒÒ ¢¢¥²¨ ´μ¢μ¥ μ¡μ§´ Î¥´¨¥ m1, ±μÉμ·μ¥ · ¢´μ m ¶²Õ¸ · ¤¨ Í¨μ´´Ò¥
¶μ¶· ¢±¨, ÊÉμÎ´¥´´Ò¥ ´¨¦¥, ¨ ±μÉμ·μ¥ ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É ν ¢ (2.109 ), (2.109¡).
� §´¨Í  ³¥¦¤Ê m ¨ m1 ´¥ ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´  ¶μ¤ ¨´É¥£· ²μ³, ´μ ¥¥ ´Ê¦´μ ÊÎ¨ÉÒ-
¢ ÉÓ ¢ ²¥¢μ° Î ¸É¨ Ê· ¢´¥´¨Ö (2.119), £¤¥ ´Ê¦´μ ¡· ÉÓ m1 ¢³¥¸Éμ m.

�¡· É¨³ ¢´¨³ ´¨¥, ÎÉμ ³¥¤²¥´´μ ³¥´ÖÕÐ¨¥¸Ö ËÊ´±Í¨¨ C, Ds ¨ Dc ¶μ¤
¨´É¥£· ² ³¨ ´Ê¦´μ μÍ¥´¨¢ ÉÓ ¶·¨ (t − τ),   ÉμÎ±  μ§´ Î ¥É ¶·μ¨§¢μ¤´ÊÕ ¶μ
(Ë¨§¨Î¥¸±μ³Ê) ¢·¥³¥´¨ t,   ´¥ τ . ˆ§-§  ³´μ¦¨É¥²Ö 1/τ ¨´É¥£· ²Ò · ¸Ìμ¤ÖÉ¸Ö
²μ£ ·¨Ë³¨Î¥¸±¨, ´μ ÔÉÊ · ¸Ìμ¤¨³μ¸ÉÓ ³μ¦´μ Ê¡· ÉÓ ¶¥·¥´μ·³¨·μ¢±μ° ³ ¸¸Ò
m ¨ ±μ´¸É ´ÉÒ ¸¢Ö§¨ g. ŒÒ · §¤¥²¨²¨ ¨´É¥£· ² ´  ¤¢¥ Î ¸É¨: μ¤´Ê, £¤¥ τ
³¥´Ö¥É¸Ö μÉ 0 ¤μ ´¥±μÉμ·μ£μ ³ ²μ£μ ¶ · ³¥É·  ε, μ¶·¥¤¥²ÖÕÐ¥£μ ÉμÎ±Ê ¶¥·¥-
´μ·³¨·μ¢±¨, ¢ ±μÉμ·μ° Ë¨§¨Î¥¸± Ö ³ ¸¸  ¨ ¸¢Ö§Ó Ë¨±¸¨·μ¢ ´Ò, ¨ ¤·Ê£ÊÕ, £¤¥
¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨¥ ¢¥¤¥É¸Ö μÉ ε ¤μ (t−t0), ¤ ÕÐÊÕ ¶μ¶· ¢±¨ ± ³ ¸¸¥ ¨ ±μ´¸É ´É¥
¸¢Ö§¨ ¢¸²¥¤¸É¢¨¥ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö. „¥É ²¨ ³μ¦´μ ´ °É¨ ¢ · ¡μÉ¥ [175].

�·¨· ¢´¨¢ Ö ±μÔËË¨Í¨¥´ÉÒ ¶·¨ ³¥¤²¥´´μ ³¥´ÖÕÐ¨Ì¸Ö ¸² £ ¥³ÒÌ,
sin m1t ¨ cos m1t É ± ¦¥, ± ± ÔÉμ ¡Ò²μ ¸¤¥² ´μ ¢ ¶. 2.2.1, ¸³. (2.110), ¶μ²Ê-
Î¨³ É ±¨¥ ¦¥ ¶¥·¢Ò¥ É·¨ Ê· ¢´¥´¨Ö (2.110 ), (2.110¡), (2.110¢), £¤¥ ÔËË¥±ÉÒ
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·μ¦¤¥´¨Ö Î ¸É¨Í ´¥¶μ¸·¥¤¸É¢¥´´μ ´¥ ¶·μÖ¢²ÖÕÉ¸Ö, ¨ μ¸É ¢Ï¨¥¸Ö É·¨ Ê· ¢´¥-
´¨Ö ¸ ¤μ¶μ²´¨É¥²Ó´Ò³¨ ¸² £ ¥³Ò³¨ ¨§ (2.130) ¸ ÊÎ¥Éμ³ · §²μ¦¥´¨Ö (2.131).
�μ¸²¥¤´¨¥ Ê· ¢´¥´¨Ö ¸É ´μ¢ÖÉ¸Ö ¨´É¥£·μ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´Ò³¨, ´μ ¨Ì ³μ¦´μ
¸¢¥¸É¨ ± ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´Ò³ Ê· ¢´¥´¨Ö³ ¢ ¸²ÊÎ ¥ ¡Ò¸É·ÒÌ μ¸Í¨²²ÖÍ¨°. ’ -
±¨³ μ¡· §μ³, ¶μ²´ Ö ¸¨¸É¥³  Ê· ¢´¥´¨° ¸ ÊÎ¥Éμ³ ·μ¦¤¥´¨Ö Î ¸É¨Í ¨³¥¥É ¢¨¤
(¤²Ö Ê¤μ¡¸É¢  ³Ò É ±¦¥ ¢±²ÕÎ¨²¨ ´¥¨§³¥´¥´´Ò¥ ¶¥·¢Ò¥ É·¨ Ê· ¢´¥´¨Ö ¨§
´ ¡μ·  (2.110)):

Ȧ + 2A2 + B2
s + B2

c = −C

6
, (2.133 )

Ḃs − Bcm1 + 4ABs = −Ds

6
, (2.133¡)

Ḃc + Bsm1 + 4ABc = −Dc

6
, (2.133¢)

C̈ + 3AĊ +
3
2
BsḊs +

3
2
BcḊc −

3
2
m1BsDc +

3
2
m1BcDs + m2C 	

	 g

t−t0∫
ε

dτ
C̈

τ
, (2.133£)

D̈s + (m2 − m2
1)Ds − 2m1Ḋc + 3A(Ḋs − m1Dc) + 3ĊBs 	

	 g

t−t0∫
ε

dτ
Fs cos (mτ) + Fc sin (mτ)

τ
, (2.133¤)

D̈c + (m2 − m2
1)Dc + 2m1Ḋs + 3A(Ḋc + m1Ds) + 3ĊBc 	

	 g

t−t0∫
ε

dτ
Fc cos (mτ) − Fs sin (mτ)

τ
. (2.133¥)

‚ ¨´É¥£· ² Ì (2.133¤) ¨ (2.133¥), ¸μ¤¥·¦ Ð¨Ì ¡Ò¸É·μ μ¸Í¨²²¨·ÊÕÐ¨¥ ËÊ´±-
Í¨¨, ÔËË¥±É¨¢´μ¥ §´ Î¥´¨¥ τ Å ¶μ·Ö¤±  1/m. ’μ£¤  ³μ¦´μ  ¶¶·μ±¸¨³¨-
·μ¢ ÉÓ F (t − τ) ≈ F (t) ¨ ¢Ò´¥¸É¨ ÔÉ¨ ³´μ¦¨É¥²¨ ¨§-¶μ¤ ¨´É¥£· ²μ¢. �·μ-
 ´ ²¨§¨·Ê¥³ ¤²Ö ¶·¨³¥·  Ê· ¢´¥´¨¥ (2.133¤) Ï £ §  Ï £μ³. �´ ²¨§ (2.133¥)
 ´ ²μ£¨Î¥´. �¨¦¥ ³Ò ¶·¥´¥¡·¥£ ¥³ D̈ ¶μ ¸· ¢´¥´¨Õ ¸ m2D.

„μ³¨´ ´É´μ¥ ¸² £ ¥³μ¥ ¢ Ê· ¢´¥´¨¨ (2.133¤), Ö¢²ÖÕÐ¥¥¸Ö ±μÔËË¨Í¨¥´-
Éμ³ ¶·¨ Ds, μ¶·¥¤¥²Ö¥É ¶¥·¥´μ·³¨·μ¢±Ê m:

m2
1 = m2 + g m2

t−t0∫
ε

dτ

τ
cos mτ. (2.134)
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‘²¥¤ÊÕÐ¥¥, ¸Ê¡¤μ³¨´ ´É´μ¥ ¸² £ ¥³μ¥, ¸²Ê¦ Ð¥¥ ±μÔËË¨Í¨¥´Éμ³ ¶¥·¥¤ Ḋc,
μ¶·¥¤¥²Ö¥É ¸±μ·μ¸ÉÓ · ¸¶ ¤  Dc:

Ḋc =
gm

2
Dc

t−t0∫
ε

dτ

τ
sin mτ ≈ πgm

4
Dc. (2.135)

ŒÒ μ¶Ê¸É¨²¨ §¤¥¸Ó ¸² £ ¥³μ¥ gḊc, ¶·¨¢μ¤ÖÐ¥¥ ± ¶μ¶· ¢± ³ ¡μ²¥¥ ¢Ò¸μ±μ£μ
¶μ·Ö¤±  ± ¸±μ·μ¸É¨ ·μ¦¤¥´¨Ö. ’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¸±μ·μ¸ÉÓ · ¸¶ ¤  · ¢´ 

ΓR = −πgm

4
=

m3

48M2
Pl

. (2.136)

‘μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ, μ¸Í¨²²¨·ÊÕÐ¨¥ Î ¸É¨ R ¨ H ¢¥¤ÊÉ ¸¥¡Ö ± ±

cos m1t → e−ΓRt cos m1t. (2.137)

ŒÒ ¨¸¶μ²Ó§Ê¥³ ÔÉμÉ ·¥§Ê²ÓÉ É ´¨¦¥ ¶·¨ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨¨ ¶·¨Éμ±  ¶²μÉ´μ¸É¨ Ô´¥·-
£¨¨ ·μ¦¤¥´´ÒÌ Î ¸É¨Í ¢ ¶¥·¢¨Î´ÊÕ ¶² §³Ê.

2.2.3. ƒ· ¢¨É Í¨μ´´μ¥ ·μ¦¤¥´¨¥ Î ¸É¨Í. ˆ§ (2.121) ¸²¥¤Ê¥É, ÎÉμ  ³-
¶²¨ÉÊ¤  £· ¢¨É Í¨μ´´μ£μ ·μ¦¤¥´¨Ö ¤¢ÊÌ μ¤¨´ ±μ¢ÒÌ χ-Î ¸É¨Í ¸ ¨³¶Ê²Ó¸ ³¨
p1 ¨ p2 ¢ ¶¥·¢μ³ ¶μ·Ö¤±¥ É¥μ·¨¨ ¢μ§³ÊÐ¥´¨° ¤ ¥É¸Ö ¢Ò· ¦¥´¨¥³

A(p1, p2) 	
∫

dη d3x
a2R

6
〈p1, p2 |χχ| 0〉 , (2.138)

£¤¥ ±μ´¥Î´μ¥ ¤¢ÊÌÎ ¸É¨Î´μ¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ μ¶·¥¤¥²Ö¥É¸Ö ± ±

|p, q〉 =
1√
2

â†
p â†

q|0〉.

Œ´μ¦¨É¥²Ó 1/
√

2 ´Ê¦¥´ ¤²Ö ±μ··¥±É´μ° ´μ·³¨·μ¢±¨ ¤¢ÊÌÎ ¸É¨Î´μ£μ ¸μ¸Éμ-
Ö´¨Ö ¨§-§  ¡μ§¥-¸É É¨¸É¨±¨. ˆ¸¶μ²Ó§ÊÖ (2.123), ´ Ìμ¤¨³

〈p1, p2|χχ|0〉 =
√

2
8(2π)6

∫
d3k d3k′

Ek Ek′
ei(Ek+Ek′ )η−i(k+k′)·x〈0| âp1 âp2 â†

k â†
k′ |0〉,
(2.139)

=
√

2 ei(Ep1+Ep2)η−i(p1+p2)·x.

‡¤¥¸Ó E2
k = k2,   ËÊ´±Í¨Ö a2R ¨³¥¥É ¢¨¤

a2(η)R(η) = D(η) sin (ω̃η),

£¤¥ D(η) Å ³¥¤²¥´´μ ³¥´ÖÕÐ Ö¸Ö ËÊ´±Í¨Ö ±μ´Ëμ·³´μ£μ ¢·¥³¥´¨; ω̃ Å
Î ¸ÉμÉ , μÉ´μ¸ÖÐ Ö¸Ö ± ±μ´Ëμ·³´μ³Ê ¢·¥³¥´¨. ‚ ÔÉμ³ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¨  ³¶²¨-
ÉÊ¤  (2.138) ¸É ´μ¢¨É¸Ö · ¢´μ°

A(p1, p2) =
i

6
√

2

∫
dη d3xD(η)

(
eiω̃η − e−iω̃η

)
ei(Ep1+Ep2)η e−i(p1+p2)·x.

(2.140)
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�μ² £ Ö Epi � 0 ¨ ¶·¥´¥¡·¥£ Ö ´  ÔÉμ³ ÔÉ ¶¥ ¨§³¥´¥´¨¥³ D ¸μ ¢·¥³¥´¥³,
¶μ²ÊÎ ¥³

A(p1, p2) 	 − i

6
√

2
D(η)(2π)4 δ(3)(p1 + p2) δ(Ep1 + Ep2 − ω̃). (2.141)

—Éμ¡Ò ´ °É¨ ¸±μ·μ¸ÉÓ ·μ¦¤¥´¨Ö Î ¸É¨Í ´  ¥¤¨´¨ÍÊ ¸μ¶ÊÉ¸É¢ÊÕÐ¥£μ μ¡Ñ¥³  ¢
¥¤¨´¨ÍÊ ±μ´Ëμ·³´μ£μ ¢·¥³¥´¨, ´Ê¦´μ ¶·μ¨´É¥£·¨·μ¢ ÉÓ ±¢ ¤· É ³μ¤Ê²Ö ÔÉμ°
 ³¶²¨ÉÊ¤Ò ¶μ Ë §μ¢μ³Ê ¶·μ¸É· ´¸É¢Ê,   ¨³¥´´μ:

n′ =
∫

d2p1 d3p2

(2π)64Ep1Ep2

|A(p1, p2)|2
V Δη

	 1
72

D2(η)
∫

d3p1 d3p2

(2π)64Ep1Ep2

×

× (2π)4 δ(3)(p1 + p2) δ(Ep1 + Ep2 − ω̃) 	 D2(η)
576π

, (2.142)

£¤¥ V ¨ Δη Å ¶μ²´Ò° μ¡Ñ¥³ ¨ ±μ´Ëμ·³´μ¥ ¢·¥³Ö, ±μÉμ·Ò¥, ±μ´¥Î´μ, ¸É·¥-
³ÖÉ¸Ö ± ¡¥¸±μ´¥Î´μ¸É¨. n Ö¢²Ö¥É¸Ö ¶²μÉ´μ¸ÉÓÕ Î¨¸²  ·μ¦¤¥´´ÒÌ Î ¸É¨Í,
  ÏÉ·¨Ì μ¡μ§´ Î ¥É ¶·μ¨§¢μ¤´ÊÕ ¶μ ±μ´Ëμ·³´μ³Ê ¢·¥³¥´¨. ’ ± ± ± Ô´¥·£¨Ö
·μ¦¤¥´´ÒÌ Î ¸É¨Í · ¢´  ω̃/2, ´ Ìμ¤¨³ ¸±μ·μ¸ÉÓ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨Ö £· ¢¨É Í¨-
μ´´μ° Ô´¥·£¨¨ ¢ Ô²¥³¥´É ·´Ò¥ Î ¸É¨ÍÒ:

ρ′ =
n′ω̃

2
=

D2(η)ω̃
1152π

, (2.143)

  ¸±μ·μ¸ÉÓ ¨§³¥´¥´¨Ö Ë¨§¨Î¥¸±μ° ¶²μÉ´μ¸É¨ Ô´¥·£¨¨ ·μ¦¤¥´´ÒÌ χ-Î ¸É¨Í
· ¢´ 

ρ̇χ =
m〈R2〉
1152π

. (2.144)

‡¤¥¸Ó 〈R2〉 Ö¢²Ö¥É¸Ö ±¢ ¤· Éμ³  ³¶²¨ÉÊ¤Ò μ¸Í¨²²ÖÍ¨° R, ¨ ³Ò ¶μ¤¸É ¢¨²¨
ω̃ = am. —Éμ¡Ò ¶μ²ÊÎ¨ÉÓ ¶μ²´ÊÕ ¸±μ·μ¸ÉÓ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨Ö £· ¢¨É Í¨μ´´μ°
Ô´¥·£¨¨ ¢ Ô²¥³¥´É ·´Ò¥ Î ¸É¨ÍÒ, ´Ê¦´μ Ê³´μ¦¨ÉÓ ¢Ò· ¦¥´¨¥ ¢ÒÏ¥ ´  Î¨¸²μ
É¨¶μ¢ ·μ¦¤¥´´ÒÌ Î ¸É¨Í Neff , É ± ÎÉμ ¶μ²´ Ö ¸±μ·μ¸ÉÓ ·μ¦¤¥´¨Ö ³ É¥·¨¨
¥¸ÉÓ ρ̇PP = Neff ρ̇χ. �É³¥É¨³, ÎÉμ ·¥§Ê²ÓÉ É (2.144) ¸μ¢¶ ¤ ¥É ¸ ·¥§Ê²ÓÉ Éμ³
· ¡μÉÒ [125], ÌμÉÖ ¨ ¶μ²ÊÎ¥´ ¢ ´¥¸±μ²Ó±μ ¤·Ê£μ³ ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±μ³ ·¥¦¨³¥.

’¥¶¥·Ó ³μ¦´μ ¢ÒÎ¨¸²¨ÉÓ Ô¢μ²ÕÍ¨Õ ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±μ° ¶²μÉ´μ¸É¨ Ô´¥·£¨¨
³ É¥·¨¨, μ¶·¥¤¥²Ö¥³ÊÕ Ê· ¢´¥´¨¥³

ρ̇ = −4Hρ + ρ̇PP. (2.145)

‡¤¥¸Ó ³Ò ¶·¥¤¶μ²μ¦¨²¨, ÎÉμ ·μ¦¤¥´´ Ö ³ É¥·¨Ö Ö¢²Ö¥É¸Ö ·¥²ÖÉ¨¢¨¸É¸±μ°,
¶μÔÉμ³Ê ¶¥·¢μ¥ ¸² £ ¥³μ¥ ¢ ¶· ¢μ° Î ¸É¨ μ¶¨¸Ò¢ ¥É μ¡ÒÎ´μ¥ ±μ¸³μ²μ£¨Î¥-
¸±μ¥ ±· ¸´μ¥ ¸³¥Ð¥´¨¥, ¢ Éμ ¢·¥³Ö ± ± ¢Éμ·μ¥ ¸²Ê¦¨É ¨¸ÉμÎ´¨±μ³ Î ¸É¨Í
¨§ μ¸Í¨²²ÖÍ¨° R. �μ¸±μ²Ó±Ê ρ ´¥μ¸Í¨²²¨·ÊÕÐ Ö,   ¶² ¢´μ ³¥´ÖÕÐ Ö¸Ö
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ËÊ´±Í¨Ö ¢·¥³¥´¨, ¥¥ ±· ¸´μ¥ ¸³¥Ð¥´¨¥ ¶·¥¨³ÊÐ¥¸É¢¥´´μ μ¶·¥¤¥²Ö¥É¸Ö ´¥-
μ¸Í¨²²¨·ÊÕÐ¥° Î ¸ÉÓÕ ¶ · ³¥É·  • ¡¡² , Hc 	 α/2t (¸³. (2.115)).

� · ³¥É·¨§ÊÖ μ¸Í¨²²¨·ÊÕÐÊÕ Î ¸ÉÓ ¶ · ³¥É·  • ¡¡²  ± ± Hosc 	
β cos mt/t, ´ Ìμ¤¨³ ¤²Ö μ¸Í¨²²¨·ÊÕÐ¥° Î ¸É¨ ±·¨¢¨§´Ò

R 	 −6βm sin mt

t
e−ΓRt. (2.146)

‡¤¥¸Ó ³Ò ÊÎ¨ÉÒ¢ ¥³ Ô±¸¶μ´¥´Í¨ ²Ó´μ¥ § ÉÊÌ ´¨¥ R, μ¶ÊÐ¥´´μ¥ ¤²Ö ±· É±μ-
¸É¨ ¢ ¢Ò· ¦¥´¨¨ ¢ÒÏ¥ ¤²Ö H .

‘μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ, ¶²μÉ´μ¸ÉÓ Ô´¥·£¨¨ ³ É¥·¨¨ ¶μ¤Î¨´Ö¥É¸Ö Ê· ¢´¥´¨Õ

ρ̇ = −2α

t
ρ +

β2m3Neff

32πt2
e−2ΓRt. (2.147)

�Éμ Ê· ¢´¥´¨¥ ³μ¦´μ Ö¢´μ ¶·μ¨´É¥£·¨·μ¢ ÉÓ ¢ ¨³¥ÕÐ¥³¸Ö ¢¨¤¥, ´μ ¤²Ö ¶·μ-
¸Éμ°  ´ ²¨É¨Î¥¸±μ° μÍ¥´±¨ ¡Ê¤¥³ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¥ ³£´μ¢¥´´μ£μ
· ¸¶ ¤ . � ¨³¥´´μ, ¶·¥´¥¡·¥¦¥³ Ô±¸¶μ´¥´Í¨ ²Ó´μ § ÉÊÌ ÕÐ¨³ ¸² £ ¥³Ò³,
±μ£¤  2ΓRt < 1, ¨ ¢μ§Ó³¥³ α = α1 = 1,25, ¸μ£² ¸´μ Î¨¸²¥´´μ° μÍ¥´±¥ ¨§
¶. 2.2.1. „²Ö 2ΓRt > 1 ¶μ²´μ¸ÉÓÕ ¶·μ¨£´μ·¨·Ê¥³ ¢Éμ·μ¥ ¸² £ ¥³μ¥ (¨¸ÉμÎ-
´¨±) ¢ Ê· ¢´¥´¨¨ (2.147) ¨ ¶μ²μ¦¨³ α = α2 = 1. �ÉμÉ ¢Ò¡μ· ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É
·¥Ï¥´¨Õ �’�, ¨ ³Ò ¸Î¨É ¥³, ÎÉμ μ´μ ·¥ ²¨§Ê¥É¸Ö, ±μ£¤  μ¸Í¨²²ÖÍ¨¨ ¨¸Î¥-
§ ÕÉ, ± ± ¸²¥¤Ê¥É ¨§ ¶·¨¢¥¤¥´´ÒÌ ¢ÒÏ¥  ´ ²¨É¨Î¥¸±¨Ì μÍ¥´μ±. ’ ±¨³ μ¡· -
§μ³, ´  ³ ²ÒÌ ¢·¥³¥´ Ì, ±μ£¤  2ΓRt < 1, ¶²μÉ´μ¸ÉÓ Ô´¥·£¨¨ ³ É¥·¨¨ ¡Ê¤¥É
· ¢´ 

ρ = ρin

(
tin
t

)2α1

+
β2m3Neff

32π(2α1 − 1)t

(
1 − t2α1−1

in

t2α1−1

)
. (2.148)

„²Ö ¡μ²ÓÏ¨Ì ¢·¥³¥´, É. ¥. ¶·¨ 2ΓRt > 1, Ê· ¢´¥´¨¥ (2.147) ¸É ´μ¢¨É¸Ö μ¤-
´μ·μ¤´Ò³ ¨ ¥£μ ·¥Ï¥´¨¥ ¥¸ÉÓ ¶·μ¸Éμ ·¥²ÖÉ¨¢¨¸É¸±¨ ¸³¥Ð¥´´ Ö ¶²μÉ´μ¸ÉÓ
Ô´¥·£¨¨ ¸ ´ Î ²Ó´Ò³ §´ Î¥´¨¥³, μ¶·¥¤¥²¥´´Ò³ ¨§ Ê· ¢´¥´¨Ö (2.148) ¶·¨
t = 1/(2ΓR):

ρ =
m6

768π M2
Pl (2ΓRt)2α2

×

×
[
κ

8
(2tinΓR)2α1−2 +

β2Neff

2α1 − 1
(
1 − (2ΓRtin)2α1−1

)]
, (2.149)

£¤¥ ³Ò ¶ · ³¥É·¨§μ¢ ²¨ ¶²μÉ´μ¸ÉÓ Ô´¥·£¨¨ ³ É¥·¨¨ ¢ ´ Î ²Ó´Ò° ³μ³¥´É ¢·¥-
³¥´¨ tin ± ±

ρin =
3M2

Plκ

32πt2in
. (2.150)
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� · ³¥É· κ ¶·μ¨§¢μ²¥´ ¨ § ¢¨¸¨É μÉ É¥¶²μ¢μ° ¨¸Éμ·¨¨ ‚¸¥²¥´´μ° ¤μ ¢·¥³¥´¨
tin. ‚ Î ¸É´μ¸É¨, §´ Î¥´¨¥ κ = 0 ¢μ§³μ¦´μ ¨ ´¥ ¶·μÉ¨¢μ·¥Î¨É ´ Ï¥° ± ·É¨´¥,
¶μ¸±μ²Ó±Ê Ê· ¢´¥´¨Ö ¤¢¨¦¥´¨Ö ¨³¥ÕÉ ´¥´Ê²¥¢Ò¥ μ¸Í¨²²¨·ÊÕÐ¨¥ ·¥Ï¥´¨Ö,
¤ ¦¥ ¥¸²¨ ρ = 0.

�¥·¢μ¥ ¸² £ ¥³μ¥ ¢ Ê· ¢´¥´¨¨ (2.149) Ö¢²Ö¥É¸Ö ¢±² ¤μ³ μ¡ÒÎ´μ° É¥¶²μ-
¢μ° ·¥²ÖÉ¨¢¨¸É¸±μ° ³ É¥·¨¨, ¢ Éμ ¢·¥³Ö ± ± ¢Éμ·μ¥ ¸² £ ¥³μ¥ É ±¦¥ μ¶¨¸Ò-
¢ ¥É ·¥²ÖÉ¨¢¨¸É¸±ÊÕ ³ É¥·¨Õ, ´μ ÔÉ  ³ É¥·¨Ö ³μ¦¥É ´¥ ¡ÒÉÓ É¥¶²μ¢μ°, ¶μ
±· °´¥° ³¥·¥ ¢ É¥Î¥´¨¥ Éμ£μ ¦¥ ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±μ£μ ¶¥·¨μ¤ . ‚ § ¢¨¸¨³μ¸É¨
μÉ ¶ · ³¥É·μ¢ μÉ´μ¸¨É¥²Ó´ Ö ¢¥²¨Î¨´  ´¥É¥¶²μ¢μ° ³ É¥·¨¨ ³μ¦¥É ¢ ·Ó¨·μ-
¢ ÉÓ¸Ö μÉ ¶·¥´¥¡·¥¦¨³μ ³ ²μ° ¤μ ¤μ³¨´¨·ÊÕÐ¥°.

2.2.4. �¡¸Ê¦¤¥´¨¥ ¨ §´ Î¨³μ¸ÉÓ. • · ±É¥·´μ¥ ¢·¥³Ö · ¸¶ ¤  μ¸Í¨²²¨-
·ÊÕÐ¥° ±·¨¢¨§´Ò · ¢´μ

τR =
1

2ΓR
=

24M2
Pl

m3
	 2

(
105 ƒÔ‚

m

)3

¸. (2.151)

‚±² ¤ ·μ¦¤¥´´ÒÌ Î ¸É¨Í ¢ ¶μ²´ÊÕ ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±ÊÕ ¶²μÉ´μ¸ÉÓ Ô´¥·£¨¨ ¤μ-
¸É¨£ ¥É ¸¢μ¥£μ ³ ±¸¨³ ²Ó´μ£μ §´ Î¥´¨Ö ¶·¨¡²¨§¨É¥²Ó´μ §  ÔÉμ ¢·¥³Ö. �É´μ-
Ï¥´¨¥ ¶²μÉ´μ¸É¨ Ô´¥·£¨¨ ·μ¤¨¢Ï¨Ì¸Ö Î ¸É¨Í ¢Ò¸μ±¨Ì Ô´¥·£¨° ± ¶²μÉ´μ¸É¨
Ô´¥·£¨¨ Î ¸É¨Í, Ê¦¥ ¸ÊÐ¥¸É¢ÊÕÐ¨Ì ¢ ¶² §³¥, ¸μ£² ¸´μ (2.149), · ¢´μ

ρhigh

ρtherm
=

8β2Neff

κ(2α1 − 1)
1 − (2ΓRtin)2α1−1

(2ΓRtin)2α1−2
. (2.152)

…¸²¨ ¢§ÖÉÓ tin 	 1/m, Éμ tinΓR 	 m2/M2
Pl � 1 ¨ ÔËË¥±É ³¨ ´¥É¥¶²μ¢μ°

³ É¥·¨¨ ³μ¦´μ ¶·¥´¥¡·¥ÎÓ. �¤´ ±μ ¤²Ö ¤μ¸É ÉμÎ´μ ¡μ²ÓÏ¨Ì β ¨ ¢μ§³μ¦´μ
³ ²ÒÌ κ ´¥É¥¶²μ¢Ò¥ Î ¸É¨ÍÒ ³μ£ÊÉ ¨£· ÉÓ §´ Î¨É¥²Ó´ÊÕ ·μ²Ó ¢ ±μ¸³μ²μ£¨-
Î¥¸±μ° ¨¸Éμ·¨¨. �·¨Éμ± ¶·μÉμ´μ¢ ¨  ´É¨¶·μÉμ´μ¢ ¢Ò¸μ±¨Ì Ô´¥·£¨° ³μ£ ¡Ò
μ± § ÉÓ ¢²¨Ö´¨¥ ´  ¶¥·¢¨Î´Ò° ´Ê±²¥μ¸¨´É¥§. ’¥³ ¸ ³Ò³ ÔÉμ ²¨¡μ ¶μ§¢μ²¨²μ
¡Ò ¶μ²ÊÎ¨ÉÓ μ£· ´¨Î¥´¨Ö ´  m, ²¨¡μ ¤ ¦¥ Ê²ÊÎÏ¨ÉÓ ¸μ£² ¸¨¥ ³¥¦¤Ê É¥μ-
·¥É¨Î¥¸±¨³¨ ¶·¥¤¸± § ´¨Ö³¨ ¤²Ö ¶¥·¢¨Î´μ£μ ´Ê±²¥μ¸¨´É¥§  ¨ ¨§³¥·¥´¨Ö³¨
¶¥·¢¨Î´ÒÌ μ¡¨²¨° ²¥£±¨Ì Ö¤¥·.

3. „†ˆ�‘�‚‘Š�Ÿ �…“‘’�‰—ˆ‚�‘’œ
ˆ ��’ˆƒ��‚ˆ’�–ˆŸ ‚ F (R)-’…��ˆŸ•

‚ ¤ ´´μ³ · §¤¥²¥ · ¸¸³ É·¨¢ ÕÉ¸Ö ¸Ë¥·¨Î¥¸±¨-¸¨³³¥É·¨Î´Ò¥ ·¥Ï¥´¨Ö
¢ F (R)-É¥μ·¨ÖÌ ¢ ¸¨¸É¥³ Ì ¸ · ¸ÉÊÐ¥° ¶²μÉ´μ¸ÉÓÕ Ô´¥·£¨¨. „²Ö ·¥Ï¥´¨°,
¢ ±μÉμ·ÒÌ ¸± ²Ö· ±·¨¢¨§´Ò μ¸Í¨²²¨·Ê¥É ¸ ¡μ²ÓÏμ°  ³¶²¨ÉÊ¤μ° ¨ ¢Ò¸μ±μ° Î -
¸ÉμÉμ°, ´ °¤¥´´ÒÌ ¢ ´ Ï¨Ì · ¡μÉ Ì [121,126,131Ä133], ¶μ± § ´μ, ÎÉμ · §¢¨-
É¨¥ ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¨ „¦¨´¸  ¸¨²Ó´μ ³μ¤¨Ë¨Í¨·Ê¥É¸Ö [135Ä139]. �¡´ ·Ê¦¥´μ,
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ÎÉμ ¤²Ö ¡μ²ÓÏ¨Ì  ¸É·μ´μ³¨Î¥¸±¨Ì μ¡Ñ¥±Éμ¢ ³μ¤¨Ë¨Í¨·μ¢ ´´ Ö £· ¢¨É Í¨Ö
³μ¦¥É ¸É ´μ¢¨ÉÓ¸Ö μÉÉ ²±¨¢ ÕÐ¥°, ¶μÔÉμ³Ê É ±¨¥ μ¡Ñ¥±ÉÒ ¸¦¨³ ÕÉ¸Ö, μ¡· -
§ÊÖ μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ Éμ´±¨¥ μ¡μ²μÎ±¨ ¢³¥¸Éμ ±¢ §¨μ¤´μ·μ¤´ÒÌ É¥². �Éμ ³μ£²μ
¡Ò μ¡ÑÖ¸´¨ÉÓ μ¡· §μ¢ ´¨¥ ±μ¸³¨Î¥¸±¨Ì ¶Ê¸ÉμÉ.

3.1. ‘Ë¥·¨Î¥¸±¨-¸¨³³¥É·¨Î´Ò¥ ·¥Ï¥´¨Ö ¢ F (R)-£· ¢¨É Í¨¨ ¨ £· ¢¨-
É Í¨μ´´μ¥ μÉÉ ²±¨¢ ´¨¥. „¥É ²Ó´μ¥ ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨¥ ·¥Ï¥´¨° Ê· ¢´¥´¨° ³μ-
¤¨Ë¨Í¨·μ¢ ´´μ° £· ¢¨É Í¨¨ ¢ ¸μ¢·¥³¥´´μ° ‚¸¥²¥´´μ° ¤²Ö  ¸É·μ´μ³¨Î¥¸±¨Ì
μ¡Ñ¥±Éμ¢ ±μ´¥Î´μ£μ · §³¥·  ¡Ò²μ ¶·μ¢¥¤¥´μ ¢ · ¡μÉ Ì [131, 132] (¸³. É ±¦¥
· §¤. 1, ¶. 1.2). ’ ³ ¡Ò²μ ¶μ± § ´μ, ÎÉμ ¢ ¸¨¸É¥³ Ì ¸ · ¸ÉÊÐ¥° ¸μ ¢·¥³¥-
´¥³ ¶²μÉ´μ¸ÉÓÕ Ô´¥·£¨¨ ¢μ§´¨± ÕÉ ¡Ò¸É·Ò¥ μ¸Í¨²²ÖÍ¨¨ ¸± ²Ö·  ±·¨¢¨§´Ò
¸  ³¶²¨ÉÊ¤μ°, ¢μ§³μ¦´μ, ´ ³´μ£μ ¡μ²ÓÏ¥°, Î¥³ μ¡ÒÎ´μ¥ §´ Î¥´¨¥ R = −T̃
¢ μ¡Ð¥° É¥μ·¨¨ μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ¸É¨. ’ ±μ¥ ·¥Ï¥´¨¥ ³μ¦´μ ¶·¥¤¸É ¢¨ÉÓ ¢ ¢¨¤¥

R = RGR(r)y(t), (3.1)

£¤¥ RGR = −T̃ (r) Ö¢²Ö¥É¸Ö ¶·¥¤¶μ² £ ¥³Ò³ ·¥Ï¥´¨¥³ ¢ ¶·¥¤¥²¥ �’�, ¢
Éμ ¢·¥³Ö ± ± ¡Ò¸É·μ μ¸Í¨²²¨·ÊÕÐ Ö ËÊ´±Í¨Ö y(t) ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ §´ Î¨É¥²Ó´μ
¡μ²ÓÏ¥ ¥¤¨´¨ÍÒ. ‘μ£² ¸´μ ´ Ï¥° · ¡μÉ¥ [135] ³ ±¸¨³ ²Ó´μ¥ §´ Î¥´¨¥ y(t)
¢ μ¡² ¸É¨ ¶¨±μ¢ μ¶·¥¤¥²Ö¥É¸Ö Ëμ·³Ê²μ°

y(t) ∼ 6n(2n + 1)mtU

(
tU

tcontr

)[
ρm(t)
ρm0

](n+1)/2 (
ρc

ρm0

)2n+2

, (3.2)

£¤¥ tU ¥¸ÉÓ ¢μ§· ¸É ‚¸¥²¥´´μ°, tcontr Ö¢²Ö¥É¸Ö Ì · ±É¥·´Ò³ ¢·¥³¥´¥³ ¸¦ -
É¨Ö. �²μÉ´μ¸ÉÓ Ô´¥·£¨¨ ¸Î¨É ¥É¸Ö · ¸ÉÊÐ¥° ± ± ρm(t) = ρm0(1 + t/tcontr),
£¤¥ ρm0 Å ´ Î ²Ó´ Ö ¶²μÉ´μ¸ÉÓ Ô´¥·£¨¨ μ¡² ± ,   ρc = 10−29 £/¸³3 Å
±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸± Ö ¶²μÉ´μ¸ÉÓ Ô´¥·£¨¨ ¢ ´ ¸ÉμÖÐ¥¥ ¢·¥³Ö. ’ ± ± ± ³ ¸¸μ¢Ò°
¶ · ³¥É· m, ¢Ìμ¤ÖÐ¨° ¢ ËÊ´±Í¨Õ F (R) ¢ ³μ¤¥²¨ (1.20), ¤μ²¦¥´ ¡ÒÉÓ ¡μ²ÓÏ¥
Î¥³ 105 ƒÔ‚ [126], ÎÉμ¡Ò ¨§¡¥¦ ÉÓ ±μ´Ë²¨±É  ¸ ¶·¥¤¸± § ´¨Ö³¨ ¶¥·¢¨Î´μ£μ
´Ê±²¥μ¸¨´É¥§ , Ë ±Éμ· mtU Ö¢²Ö¥É¸Ö μ£·μ³´Ò³: mtU � 1047. �·¨ ÔÉμ³ y
³μ¦¥É ¤μ¸É¨£ ÉÓ μÎ¥´Ó ¡μ²ÓÏ¨Ì §´ Î¥´¨°, ¥¸²¨ ´¥ ¡Ê¤¥É ¶μ¤ ¢²ÖÉÓ¸Ö ³ ²Ò³
μÉ´μÏ¥´¨¥³ (ρc/ρm0)2n+2 ¶·¨ ¡μ²ÓÏ¨Ì n.

Š ± ¶μ± § ´μ ¢ · ¡μÉ Ì [132, 135], ¶¨±¨ ¸ É ±μ° ¡μ²ÓÏμ°  ³¶²¨ÉÊ¤μ°
¡Ê¤ÊÉ Ëμ·³¨·μ¢ ÉÓ¸Ö, ¥¸²¨

6n2(2n + 1)2
(

tu
tcontr

)2 [
ρm(t)
ρm0

]3n+1 (
ρc

ρm0

)2n+2

> 1. (3.3)

‡´ Î¥´¨Ö ¶²μÉ´μ¸É¥° ρm0 ¨ ρm(t) § ¢¨¸ÖÉ μÉ · ¸¸³ É·¨¢ ¥³μ£μ μ¡Ñ¥±É . …¸²¨
³Ò £μ¢μ·¨³ μ¡ μ¡· §μ¢ ´¨¨ £ ² ±É¨± ¨²¨ ¨Ì ±² ¸É¥·μ¢, ³μ¦´μ μ¦¨¤ ÉÓ ¸²¥-
¤ÊÕÐ¨Ì ¸μμÉ´μÏ¥´¨°: ρm0/ρc = 1−103,   ρm(t)/ρm0 ¢ ·Ó¨·Ê¥É¸Ö ¢ μ¡² ¸É¨
1−105. „¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ, μ¸Í¨²²ÖÍ¨¨ ±·¨¢¨§´Ò ¢μ§¡Ê¦¤ ÕÉ¸Ö ¢ É ±¨Ì ¸¨¸É¥-
³ Ì, ¥¸²¨ ¨Ì ¶²μÉ´μ¸ÉÓ Ô´¥·£¨¨ · ¸É¥É ¸μ ¢·¥³¥´¥³. „²Ö ±·Ê¶´μ³ ¸ÏÉ ¡-
´ÒÌ ¸É·Ê±ÉÊ· ÔÉμÉ ¶·μÍ¥¸¸ ´ Î ²¸Ö, ±μ£¤  μ´¨ μÉ¤¥²¨²¨¸Ó μÉ μ¡Ð¥£μ ¶μÉμ± 
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• ¡¡² , ÎÉμ, ¢ μ¸´μ¢´μ³, ¶·μ¨¸Ìμ¤¨²μ ¶·¨ ±· ¸´ÒÌ ¸³¥Ð¥´¨ÖÌ ¢ ¨´É¥·¢ ²¥
z = 10−0 ¨ ³μ£²μ ¶·¨¢μ¤¨ÉÓ ± ¸μ§¤ ´¨Õ £ ² ±É¨± ¸ ¶²μÉ´μ¸ÉÓÕ Ô´¥·£¨¨ ´ 
5 ¶μ·Ö¤±μ¢ ¢ÒÏ¥ ¸μ¢·¥³¥´´μ° ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±μ° ¶²μÉ´μ¸É¨. …¸²¨ ³Ò · ¸¸³μ-
É·¨³ Ëμ·³¨·μ¢ ´¨¥ §¢¥§¤´ÒÌ ¨²¨ ¶² ´¥É ·´ÒÌ μ¡Ñ¥±Éμ¢ ¨§ ³¥¦£ ² ±É¨Î¥-
¸±μ£μ £ §  ¸ ´ Î ²Ó´μ° ¶²μÉ´μ¸ÉÓÕ 10−24 £/¸³3, Éμ Ê¢¨¤¨³, ÎÉμ ρm0/ρc = 105

¨ ρm(t)/ρm0 ³μ¦¥É ³¥´ÖÉÓ¸Ö ¢ μ¡² ¸É¨ 1−1024 ¨²¨ ¤ ¦¥ ¡μ²ÓÏ¥.
„ ¦¥ ¥¸²¨ Ê¸²μ¢¨¥ (3.3) ´¥ ¢Ò¶μ²´Ö¥É¸Ö ¨ ·¥Ï¥´¨Ö ¸ ¶¨± ³¨ ¡μ²ÓÏμ°  ³-

¶²¨ÉÊ¤Ò ´¥ ¢μ§¡Ê¦¤ ÕÉ¸Ö,  ³¶²¨ÉÊ¤  y(t), ± ± ¶μ± §Ò¢ ÕÉ  ´ ²¨É¨Î¥¸±¨¥ ¨
Î¨¸²¥´´Ò¥ · ¸Î¥ÉÒ, ¶·¨¢¥¤¥´´Ò¥ ¢ · ¡μÉ Ì [131Ä133], ¡Ê¤¥É ¡μ²ÓÏ¥ ¥¤¨´¨ÍÒ,
ÎÉμ Ö¢²Ö¥É¸Ö ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´Ò³ ¤²Ö ¶·¥¤¸É ¢²¥´´μ£μ ´¨¦¥ ·¥§Ê²ÓÉ É  μ £· ¢¨É -
Í¨μ´´μ³ μÉÉ ²±¨¢ ´¨¨ ¢´ÊÉ·¨ ¸¨¸É¥³ ¸ · ¸ÉÊÐ¥° ¶²μÉ´μ¸ÉÓÕ Ô´¥·£¨¨.

�´ ²¨§, ¶·μ¢¥¤¥´´Ò° ¢ ¸É ÉÓÖÌ [131Ä133], ¡Ò² ¸¤¥² ´ ¢ ¶·¥¤¶μ²μ¦¥´¨¨,
ÎÉμ Ëμ´μ¢μ¥ ¶·μ¸É· ´¸É¢μ-¢·¥³Ö ¡²¨§±μ ± ¶²μ¸±μ³Ê,   Ëμ´μ¢ÊÕ ³¥É·¨±Ê
³μ¦´μ ¸Î¨É ÉÓ ³¥É·¨±μ° Œ¨´±μ¢¸±μ£μ. �¤´ ±μ ¡μ²ÓÏ¨¥ μÉ±²μ´¥´¨Ö ±·¨-
¢¨§´Ò μÉ ¥¥ §´ Î¥´¨Ö ¢ �’�, ´ °¤¥´´Ò¥ ¢ Í¨É¨·Ê¥³ÒÌ · ¡μÉ Ì, ³μ£ÊÉ ´ ·Ê-
Ï ÉÓ ¶·¥¤¶μ²μ¦¥´¨¥ μ ¶·¨¡²¨¦¥´´μ ¶²μ¸±μ³ Ëμ´¥ ¨ É·¥¡ÊÕÉ ¥£μ ¶·μ¢¥·±¨.
‚ ¤ ²Ó´¥°Ï¥³ ³Ò ¡Ê¤¥³ · ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ ¸Ë¥·¨Î¥¸±¨-¸¨³³¥É·¨Î´Ò° ®¶Ê§Ò·Ó¯
³ É¥·¨¨, ´ ¶·¨³¥·, £ §μ¢μ¥ μ¡² ±μ ¨²¨ ± ±μ°-²¨¡μ ¤·Ê£μ°  ¸É·μ´μ³¨Î¥¸±¨°
μ¡Ñ¥±É, § ´¨³ ÕÐ¨° ±μ´¥Î´ÊÕ μ¡² ¸ÉÓ ¶·μ¸É· ´¸É¢  · ¤¨Ê¸  rm, ¨ ¡Ê¤¥³ ¨§Ê-
Î ÉÓ ¸Ë¥·¨Î¥¸±¨-¸¨³³¥É·¨Î´μ¥ ·¥Ï¥´¨¥ Ê· ¢´¥´¨° ¤¢¨¦¥´¨Ö (B.33) ¨ (B.34)
¢ É¥μ·¨¨ ¸ ËÊ´±Í¨¥° F (R) ¢ ³μ¤¥²¨ (1.20), ¶·¥¤¶μ² £ Ö, ÎÉμ ³¥É·¨±  ¨³¥¥É
Ëμ·³Ê ˜¢ ·ÍÏ¨²Ó¤ :

ds2 = A(r, t) dt2 − B(r, t) dr2 − r2(dθ2 + sin2 θ dφ2). (3.4)

Œ¥É·¨±  É ±μ£μ É¨¶  ¢ F (R)-É¥μ·¨ÖÌ  ´ ²¨§¨·μ¢ ² ¸Ó ¢ · ¡μÉ Ì [179, 180],
´μ μ¸Í¨²²ÖÍ¨¨ ±·¨¢¨§´Ò, ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´Ò¥ ¢ ´ Ï¥° · ¡μÉ¥ [135], ¢ ´¨Ì ´¥ ÊÎ¨-
ÉÒ¢ ²¨¸Ó. 	¥§ ÊÎ¥É  É ±¨Ì μ¸Í¨²²ÖÍ¨° ´ Ï¨ ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ ¸μ£² ¸ÊÕÉ¸Ö ¸ Í¨É¨-
·Ê¥³Ò³¨ ¸É ÉÓÖ³¨.

�·¥¤¶μ²μ¦¨³, ÎÉμ ³¥É·¨Î¥¸±¨¥ ±μÔËË¨Í¨¥´ÉÒ A ¨ B ³ ²μ μÉ²¨Î ÕÉ¸Ö
μÉ ¥¤¨´¨ÍÒ, ¨ ¶·μ¢¥·¨³, ¶·¨ ± ±¨Ì Ê¸²μ¢¨ÖÌ ÔÉμ ¶·¥¤¶μ²μ¦¥´¨¥ ¸¶· ¢¥¤²¨¢μ.
�¥´Ê²¥¢Ò¥ ±μ³¶μ´¥´ÉÒ É¥´§μ·  �¨ÎÎ¨ ¢ ³¥É·¨±¥ (3.4) ¨³¥ÕÉ ¢¨¤

R00 =
A′′ − B̈

2B
+

(Ḃ)2 − A′B′

4B2
+

ȦḂ − (A′)2

4AB
+

A′

rB
, (3.5)

Rrr =
B̈ − A′′

2A
+

(A′)2 − ȦḂ

4A2
+

A′B′ − (Ḃ)2

4AB
+

B′

rB
, (3.6)

Rθθ = − 1
B

+
rB′

2B2
− rA′

2AB
+ 1, (3.7)

Rϕϕ =
(
− 1

B
+

rB′

2B2
− rA′

2AB
+ 1

)
sin2 θ = Rθθ sin2 θ, (3.8)

R0r =
Ḃ

rB
. (3.9)
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‡¤¥¸Ó ÏÉ·¨Ì ¨ ÉμÎ±  μ§´ Î ÕÉ ¤¨ËË¥·¥´Í¨·μ¢ ´¨¥ ¶μ r ¨ t ¸μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ.
‘± ²Ö· �¨ÎÎ¨ ¢ ¤ ´´μ³ ¸²ÊÎ ¥ μ¶·¥¤¥²Ö¥É¸Ö ± ±

R =
1
A

R00 −
1
B

Rrr −
1
r2

Rθθ −
1

r2 sin2 θ
Rϕϕ =

=
A′′ − B̈

AB
+

(Ḃ)2 − A′B′

2AB2
+

ȦḂ − (A′)2

2A2B
+

2A′

rAB
− 2B′

rB2
+

2
r2B

− 2
r2

=

=
2
A

R00 −
2B′

rB2
+

2
r2B

− 2
r2

. (3.10)

	Ê¤¥³ ¸Î¨É ÉÓ, ÎÉμ ³¥É·¨±  ¡²¨§±  ± ¶²μ¸±μ°, É. ¥.

A1 = A − 1 � 1 ¨ B1 = B − 1 � 1, (3.11)

¨ ¶·μ¢¥·¨³, μ¸É ´¥É¸Ö ²¨ ÔÉμ ¶·¥¤¶μ²μ¦¥´¨¥ ¢¥·´Ò³ ¤²Ö ·¥Ï¥´¨° ¸ μÎ¥´Ó
¡μ²ÓÏ¨³¨ §´ Î¥´¨Ö³¨ R, ´ °¤¥´´Ò³¨ ¢ ´ Ï¨Ì ¶·¥¤Ò¤ÊÐ¨Ì · ¡μÉ Ì [131Ä
133] (¸³. ¢¢¥¤¥´¨¥).

ƒ· ¢¨É Í¨μ´´Ò¥ Ê· ¢´¥´¨Ö ¤¢¨¦¥´¨Ö (B.33) ¨ (B.34) Ê¤μ¡´μ ¶·¥¤¸É ¢¨ÉÓ
¢ ¸²¥¤ÊÕÐ¥³ ¢¨¤¥:

R00 −
R

2
=

T̃00 + ΔF,R + F/2 − RF,R/2
1 + F,R

, (3.12)

Rrr +
R

2
=

T̃rr + (∂2
t + ∂2

r − Δ)F,R − F/2 + RF,R/2
1 + F,R

, (3.13)

¶μ¸±μ²Ó±Ê ¨Ì ²¥¢Ò¥ Î ¸É¨ ¸μ¤¥·¦ É Éμ²Ó±μ ¶¥·¢Ò¥ ¶·μ¨§¢μ¤´Ò¥ μÉ ³¥É·¨-
Î¥¸±¨Ì ±μÔËË¨Í¨¥´Éμ¢. ‚ ¶·¥¤¥²¥ ¸² ¡μ£μ ¶μ²Ö, ¢ ±μÉμ·μ³ ¶·μ¨§¢μ¤´Ò¥
ËÊ´±Í¨° A(r, t) ¨ B(r, t) ¤μ¸É ÉμÎ´μ ³ ²Ò, É ± ÎÉμ ¨Ì ±¢ ¤· É ³¨ ³μ¦´μ
¶·¥´¥¡·¥ÎÓ, ¶μ²ÊÎ ¥³ ¸²¥¤ÊÕÐ¨¥ ¢Ò· ¦¥´¨Ö ¤²Ö ±μ³¶μ´¥´É É¥´§μ·  �¨ÎÎ¨
R00 ¨ Rrr ¨ ¸± ²Ö·  ±·¨¢¨§´Ò R:

R00 ≈ A′′ − B̈

2
+

A′

r
, (3.14)

Rrr ≈ B̈ − A′′

2
+

B′

r
, (3.15)

R ≈ A′′ − B̈ +
2A′

r
− 2B′

r
+

2(1 − B)
r2

. (3.16)

…¸²¨ ¶²μÉ´μ¸ÉÓ Ô´¥·£¨¨ ¢¥Ð¥¸É¢  ¢´ÊÉ·¨ μ¡² ± , É. ¥. ¶·¨ r < rm, §´ Î¨-
É¥²Ó´μ ¡μ²ÓÏ¥, Î¥³ ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸± Ö ¶²μÉ´μ¸ÉÓ Ô´¥·£¨¨, ¢Ò¶μ²´ÖÕÉ¸Ö ¸²¥¤Ê-
ÕÐ¨¥ μ£· ´¨Î¥´¨Ö:

F,R � 1 ¨ F � R. (3.17)
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„²Ö ¸É Í¨μ´ ·´ÒÌ ·¥Ï¥´¨° ÔËË¥±ÉÒ ³μ¤¨Ë¨± Í¨° £· ¢¨É Í¨¨ ¢ ÔÉμ³ ¶·¥-
¤¥²¥ ¸² ¡Ò ¨, ± ± ³Ò Ê¢¨¤¨³ ¢ ¤ ²Ó´¥°Ï¥³, ·¥Ï¥´¨¥ μ± §Ò¢ ¥É¸Ö ¤μ¸É ÉμÎ´μ
¡²¨§±¨³ ± ¸É ´¤ ·É´μ³Ê ·¥Ï¥´¨Õ ˜¢ ·ÍÏ¨²Ó¤  ¢ ¸μ£² ¸¨¨ ¸ ¤·Ê£¨³¨ · -
¡μÉ ³¨ ´  ÔÉÊ É¥³Ê. �·¥¤¶μ²μ¦¨³, ÎÉμ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥´´Ò¥ ¶·μ¨§¢μ¤´Ò¥ F ′

R

³ ²Ò ¶μ ¸· ¢´¥´¨Õ ¸ ¶·μ¨§¢μ¤´Ò³¨ ¶μ ¢·¥³¥´¨. �Éμ ¶·¥¤¶μ²μ¦¥´¨¥ ¡Ê¤¥É
μ¡μ¸´μ¢ ´μ aposteriori, É ± ± ± ´¨¦¥ ³Ò ¨¸¶μ²Ó§Ê¥³ ·¥Ï¥´¨¥ ¸ ¡Ò¸É·μ μ¸Í¨²-
²¨·ÊÕÐ¨³ R, ´ °¤¥´´Ò³ ¢ · ¡μÉ Ì [131,132]. • · ±É¥·´μ¥ ¢·¥³Ö ¨§³¥´¥´¨Ö
ÔÉμ£μ ·¥Ï¥´¨Ö ³¨±·μ¸±μ¶¨Î¥¸±¨ ³ ²μ, ¢ Éμ ¢·¥³Ö ± ± ³ ¸ÏÉ ¡ ¶·μ¸É· ´-
¸É¢¥´´ÒÌ ¨§³¥´¥´¨° ³ ±·μ¸±μ¶¨Î¥¸±¨ ¢¥²¨±.

’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¨§ Ê· ¢´¥´¨Ö (B.34) (¨²¨, ÎÉμ Éμ ¦¥ ¸ ³μ¥, (2.10)) ¸²¥-
¤Ê¥É, ÎÉμ

(∂2
t − Δ)F,R = (T̃ + R)/3. (3.18)

’μ£¤  ¶μ²ÊÎ ¥³

B′
1 +

B1

r
= rT̃00, (3.19)

A′′
1 − A′

1

r
= −3B1

r2
+ B̈1 + T̃00 − 2T̃rr +

T̃θθ

r2
+

T̃ϕϕ

r2 sin2 θ
≡ SA. (3.20)

�μ¸±μ²Ó±Ê ³Ò ¸Î¨É ¥³, ÎÉμ μÉ±²μ´¥´¨Ö μÉ ³¥É·¨±¨ Œ¨´±μ¢¸±μ£μ ³ ²Ò, ³Ò
¶·¥´¥¡·¥£ ¥³ ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨³¨ ¶μ¶· ¢± ³¨ ¢ É¥´§μ·¥ Ô´¥·£¨¨-¨³¶Ê²Ó¸  Tμν .
‘¶· ¢¥¤²¨¢μ¸ÉÓ É ±μ£μ ¶·¥¤¶μ²μ¦¥´¨Ö Å ¨³¥´´μ Éμ, ÎÉμ ´Ê¦´μ ¶·μ¢¥·¨ÉÓ.

“· ¢´¥´¨¥ (3.19) ¨³¥¥É ·¥Ï¥´¨¥

B1(r, t) =
CB(t)

r
+

1
r

r∫
0

dr′r′2T̃00(r′, t). (3.21)

—Éμ¡Ò ¨§¡¥¦ ÉÓ ¸¨´£Ê²Ö·´μ¸É¨ ¶·¨ r = 0, ´Ê¦´μ ¶μ²μ¦¨ÉÓ CB(t) ≡ 0. �·¨
ÔÉμ³ ¢Ò· ¦¥´¨¥ ¤²Ö B1 Ëμ·³ ²Ó´μ ¸μ¢¶ ¤¥É ¸ μ¡ÒÎ´Ò³ ·¥Ï¥´¨¥³ ˜¢ ·-
ÍÏ¨²Ó¤ , ¢ Éμ ¢·¥³Ö ± ± Ê· ¢´¥´¨¥, μ¶·¥¤¥²ÖÕÐ¥¥ ³¥É·¨Î¥¸±¨° ±μÔËË¨Í¨¥´É
A1, ¤μ¶Ê¸± ¥É ¤μ¶μ²´¨É¥²Ó´ÊÕ ¸¢μ¡μ¤Ê:

A1(r, t) = C1A(t)r2 + C2A(t) +

rm∫
r

dr1 r1

rm∫
r1

dr2

r2
SA(r2, t). (3.22)

�·¥¤¥²Ò ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨Ö ¢Ò¡· ´Ò É ±¨³ μ¡· §μ³, ÎÉμ ¸¨´£Ê²Ö·´μ¸ÉÓ ¶·¨
r2 = 0 ¨¸±²ÕÎ¥´ . ˆ¸¶μ²Ó§ÊÖ Ê· ¢´¥´¨¥ (3.21) ¸ CB = 0, ³μ¦´μ § ¶¨-
¸ ÉÓ SA ± ±

SA = − 3
r3

r∫
0

dr′r′2T̃00(r′, t) +
1
r

r∫
0

dr′r′2
¨̃
T 00(r′, t)+

+ T̃00 − 2T̃rr +
T̃θθ

r2
+

T̃ϕϕ

r2 sin2 θ
. (3.23)
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‘μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ, ¶μ²ÊÎ ¥³ ¸²¥¤ÊÕÐ¥¥ ¢Ò· ¦¥´¨Ö ¤²Ö A1(r, t):

A1(r, t) = C1A(t)r2 + C2A(t)+

+

rm∫
r

dr1 r1

rm∫
r1

dr2

r2

(
T̃00(r2, t) − 2T̃rr(r2, t) +

T̃θθ(r2, t)
r2

+
T̃ϕϕ(r2, t)
r2 sin2 θ

)
−

−
rm∫
r

dr1 r1

rm∫
r1

dr2

r2

⎛⎝ 3
r3
2

r2∫
0

dr′r′2T̃00(r′, t) −
1
r2

r2∫
0

dr′r′2
¨̃
T 00(r′, t)

⎞⎠ . (3.24)

3.1.1. ˜¢ ·ÍÏ¨²Ó¤μ¢¸±¨° ¸²ÊÎ °. �μ²¥§´μ ¶·μ¢¥·¨ÉÓ, ± ± ·¥Ï¥-
´¨Ö (3.21) ¨ (3.24) ¸¢μ¤ÖÉ¸Ö ± ¢ ±ÊÊ³´μ³Ê ·¥Ï¥´¨Õ ˜¢ ·ÍÏ¨²Ó¤  ¢ �’�.
Œ ¸¸  ¢¥Ð¥¸É¢  ¢´ÊÉ·¨ Ï ·  · ¤¨Ê¸  r μ¶·¥¤¥²Ö¥É¸Ö μ¡ÒÎ´Ò³ μ¡· §μ³:

M(r, t) =

r∫
0

d3r T00(r, t) = 4π

r∫
0

dr r2 T00(r, t). (3.25)

…¸²¨ ¢¸¥ ¢¥Ð¥¸É¢μ § ±²ÕÎ¥´μ ¢´ÊÉ·¨ · ¤¨Ê¸  rm, ¶μ²´ Ö ³ ¸¸  M ≡ M(rm)
¨, ¢¸²¥¤¸É¢¨¥ § ±μ´  ¸μÌ· ´¥´¨Ö ³ ¸¸Ò, ´¥ § ¢¨¸¨É μÉ ¢·¥³¥´¨. ’ ± ± ± T̃00 =
8πT00/M

2
Pl, ¶μ²ÊÎ ¥³ ¤²Ö r > rm, ± ± ¨ μ¦¨¤ ²μ¸Ó, B1 = rg/r, £¤¥ rg =

2M/M2
Pl Å μ¡ÒÎ´Ò° Ï¢ ·ÍÏ¨²Ó¤μ¢¸±¨° · ¤¨Ê¸.

�¥·¥°¤¥³ ± ¢ÒÎ¨¸²¥´¨Õ A1 (3.24). �Î¥¢¨¤´μ, ¤²Ö r > rm ¶¥·¢μ¥ ¸² -
£ ¥³μ¥ ¸ ¨´É¥£· ²μ³ ¨¸Î¥§ ¥É, É ± ± ± r2 ¡μ²ÓÏ¥, Î¥³ rm, ¨ Ë ±É¨Î¥¸±¨ ¢

ÔÉμ° μ¡² ¸É¨ Tμν = 0. ˆ´É¥£· ², ¸μ¤¥·¦ Ð¨°
¨̃
T 00, É ±¦¥ μ¡· Ð ¥É¸Ö ¢ ´Ê²Ó

¢¸²¥¤¸É¢¨¥ ¸μÌ· ´¥´¨Ö ¶μ²´μ° ³ ¸¸Ò. �¸É ¢Ï¨°¸Ö ¨´É¥£· ² ²¥£±μ ¡¥·¥É¸Ö:

rm∫
r

dr1 r1

rm∫
r1

dr2

r2

3
r3
2

r2∫
0

dr′r′2T̃00(r′, t) =
rg

r
+

rg r2

2r3
m

− 3rg

2rm
. (3.26)

’ ±¨³ μ¡· §μ³, ³¥É·¨Î¥¸±¨° ±μÔËË¨Í¨¥´É ¢´¥ ¨¸ÉμÎ´¨±  · ¢¥´

A1 = −rg

r
+

[
C1A(t) − rg

2r3
m

]
r2 +

[
C2A(t) +

3rg

2rm

]
. (3.27)

‚Ò¡¨· Ö C1A = rg/(2r3
m), ÎÉμ¡Ò ¨§¡ ¢¨ÉÓ¸Ö μÉ r2-Î²¥´  ´  ¡¥¸±μ´¥Î´μ¸É¨, ¨

¸Î¨É Ö C2A = −3rg/(2rm), ¶μ²ÊÎ ¥³ μ¡ÒÎ´μ¥ ·¥Ï¥´¨¥ ˜¢ ·ÍÏ¨²Ó¤ .
3.1.2. �¥Ï¥´¨Ö ¢ ³μ¤¨Ë¨Í¨·μ¢ ´´μ° £· ¢¨É Í¨¨. ‚ ³μ¤¨Ë¨Í¨·μ¢ ´-

´μ° É¥μ·¨¨ ¢´ÊÉ·¥´´¥¥ ·¥Ï¥´¨¥ μ¸É ¥É¸Ö Éμ£μ ¦¥ ¢¨¤  (3.21) ¨ (3.24), ´μ
±μÔËË¨Í¨¥´É C1A ³μ¦¥É É¥¶¥·Ó ´¥É·¨¢¨ ²Ó´μ § ¢¨¸¥ÉÓ μÉ ¢·¥³¥´¨. �ÉμÉ ±μ-
ÔËË¨Í¨¥´É ³μ¦´μ ´ °É¨ ¨§ (3.16), ¥¸²¨ ¨§¢¥¸É¥´ ¸± ²Ö· ±·¨¢¨§´Ò. Š ± μÉ-
³¥Î ²μ¸Ó ¢ÒÏ¥, ¢ ´ Ï¨Ì · ¡μÉ Ì [131Ä133] (¸³. ¢¢¥¤¥´¨¥) ¡Ò²μ ¶μ± § ´μ, ÎÉμ
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¢ ¸¨¸É¥³ Ì ¸ · ¸ÉÊÐ¥° ¶²μÉ´μ¸ÉÓÕ Ô´¥·£¨¨ ¢¥²¨Î¨´  ¸± ²Ö·  ±·¨¢¨§´Ò ³μ-
¦¥É ¡ÒÉÓ §´ Î¨É¥²Ó´μ ¡μ²ÓÏ¥, Î¥³ ¥£μ §´ Î¥´¨¥ ¢ �’�. ˆ¸¶μ²Ó§ÊÖ Ê· ¢´¥´¨Ö
(3.21) ¨ (3.24) ¨ ¸· ¢´¨¢ Ö ¨Ì ¸ (3.16), ³μ¦´μ § ±²ÕÎ¨ÉÓ, ÎÉμ £² ¢´Ò° ¢±² ¤
¢ É ±ÊÕ Ëμ·³Ê ±·¨¢¨§´Ò ¤ ÕÉ ¸² £ ¥³Ò¥ A′′ + 2A′/r, É. ¥. C1A(t) = R(t)/6,
£¤¥ R(t) μ¶·¥¤¥²Ö¥É¸Ö Ê· ¢´¥´¨Ö³¨ (3.1), (3.2).

‘ÊÐ¥¸É¢Ê¥É § ³¥É´μ¥ · §²¨Î¨¥ ³¥¦¤Ê ³μ¤¨Ë¨Í¨·μ¢ ´´Ò³ ¨ ¸É ´¤ ·É´Ò³
·¥Ï¥´¨Ö³¨ ¢ ¢ ±ÊÊ³¥. ‚ ¸É ´¤ ·É´μ³ ¸²ÊÎ ¥ Î²¥´, ¶·μ¶μ·Í¨μ´ ²Ó´Ò° r2, ¶μ-
Ö¢²Ö¥É¸Ö ± ± ¶·¨ r < rm, É ± ¨ ¶·¨ r > rm ¸ μ¤´¨³ ¨ É¥³ ¦¥ ±μÔËË¨Í¨¥´Éμ³
¨, ¸²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ, ¤μ²¦¥´ ¨¸Î¥§´ÊÉÓ. ‘ ¤·Ê£μ° ¸Éμ·μ´Ò, ¤²Ö ³μ¤¨Ë¨Í¨·μ-
¢ ´´μ° £· ¢¨É Í¨¨ É ±μ¥ Ê¸²μ¢¨¥ ´¥¶·¨³¥´¨³μ, ¨ ¸² £ ¥³μ¥ C1Ar2 ³μ¦¥É
¶·¨¸ÊÉ¸É¢μ¢ ÉÓ ¶·¨ r < rm, ´μ μÉ¸ÊÉ¸É¢μ¢ ÉÓ ¶·¨ r 
 rm. ‚ ±ÊÊ³´μ¥ ·¥-
Ï¥´¨¥ ¤²Ö R, ¶·¥¤¶μ²μ¦¨É¥²Ó´μ, ¨³¥¥É ¶μ·Ö¤μ± ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±μ° ±·¨¢¨§´Ò,
R ∼ Rc, ¶²Õ¸ ¢μ§³μ¦´Ò¥ μ¸Í¨²²¨·ÊÕÐ¨¥ Î²¥´Ò.

’ ±¨³ μ¡· §μ³, ³¥É·¨Î¥¸±¨¥ ËÊ´±Í¨¨ ¢´ÊÉ·¨ μ¡² ±  · ¢´Ò

B(r, t) = 1 +
2M(r, t)
M2

Plr
≡ 1 + BSch

1 , (3.28)

A(r, t) = 1 +
R(t) r2

6
+ ASch

1 (r, t). (3.29)

„·Ê£¨³¨ ¸²μ¢ ³¨, ³Ò ¸É·μ¨³ ¢´ÊÉ·¥´´¥¥ ·¥Ï¥´¨¥, ¶μ² £ Ö, ÎÉμ μ´μ ¸μ-
¸Éμ¨É ¨§ ¤¢ÊÌ Î ¸É¥°: ·¥Ï¥´¨Ö ˜¢ ·ÍÏ¨²Ó¤  ¨ μ¸Í¨²²¨·ÊÕÐ¥° Î ¸É¨, ¨´-
¤ÊÍ¨·μ¢ ´´μ° · ¸ÉÊÐ¥° ¶²μÉ´μ¸ÉÓÕ. ‚Ò· ¦¥´¨¥ ¤²Ö ASch

1 (r, t) ³μ¦´μ ´ °É¨
¨§ (3.24) ¸ ±μ´¸É ´É ³¨ CA1 = rg/2r3

m ¨ CA2 = −3rg/rm, ± ± ¸²¥¤Ê¥É ¨§
Ëμ·³Ê²Ò (3.27). —Éμ ± ¸ ¥É¸Ö ¨´É¥£· ²μ¢ ¢ (3.24), Éμ μ´¨ ¢ÒÎ¨¸²ÖÕÉ¸Ö ¢ ¶·¥¤-
¶μ²μ¦¥´¨¨, ÎÉμ ³ É¥·¨Ö Ö¢²Ö¥É¸Ö ´¥·¥²ÖÉ¨¢¨¸É¸±μ°, É. ¥. ¶·μ¸É· ´¸É¢¥´´Ò¥
±μ³¶μ´¥´ÉÒ Tμν ¶·¥´¥¡·¥¦¨³μ ³ ²Ò ¶μ ¸· ¢´¥´¨Õ ¸ ¢·¥³¥´´μ° ±μ³¶μ´¥´-
Éμ° T00,   ¶²μÉ´μ¸ÉÓ ³ É¥·¨¨/Ô´¥·£¨¨ T00 ≡ ρm(t) Ö¢²Ö¥É¸Ö ¶·μ¸É· ´¸É¢¥´´μ
¶μ¸ÉμÖ´´μ°, ´μ ³μ¦¥É § ¢¨¸¥ÉÓ μÉ ¢·¥³¥´¨. �¥·¢Ò¥ ¤¢  ¨´É¥£· ²  ¢ (3.24) ¨¸-
Î¥§ ÕÉ, ¨ ¸μÌ· ´Ö¥É¸Ö Éμ²Ó±μ ¨´É¥£· ², ¸μ¤¥·¦ Ð¨° ¢Éμ·ÊÕ ¶·μ¨§¢μ¤´ÊÕ ¶μ
¢·¥³¥´¨ μÉ ¶²μÉ´μ¸É¨ ³ ¸¸Ò. ’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¤²Ö Ï¢ ·ÍÏ¨²Ó¤μ¢¸±μ° Î ¸É¨
·¥Ï¥´¨Ö ´ Ìμ¤¨³

ASch
1 (r, t) =

rgr
2

2r3
m

− 3rg

2rm
+

πρ̈m

3M2
Pl

(r2
m − r2)2. (3.30)

Š ± μÉ³¥Î ²μ¸Ó ¢ÒÏ¥, R(t) μ¡ÒÎ´μ ¡μ²ÓÏ¥, Î¥³ §´ Î¥´¨¥ ¸± ²Ö·  ±·¨-
¢¨§´Ò |RGR| = 8πρm/M2

Pl ¢ �’�, ¶μÔÉμ³Ê ¢Éμ·μ¥ ¸² £ ¥³μ¥ ¢ (3.29), R(t)r2/6,
¤ ¥É ¤μ³¨´¨·ÊÕÐ¨° ¢±² ¤ ¢ A1 = A−1 ¶·¨ ¤μ¸É ÉμÎ´μ ¡μ²ÓÏ¨Ì r. „¥°¸É¢¨-
É¥²Ó´μ, r2R(t) ∼ r2yRGR ¸ y > 1,   ± ´μ´¨Î¥¸±¨¥ Î²¥´Ò ·¥Ï¥´¨Ö ˜¢ ·Í-
Ï¨²Ó¤  ¨³¥ÕÉ ¶μ·Ö¤μ± rg/rm ∼ ρmr2

m/M2
Pl ∼ r2

mRGR.
“¦¥ Ê¶μ³¨´ ²μ¸Ó, ÎÉμ ·¥Ï¥´¨¥ ¸ ¡μ²ÓÏ¨³ μ¸Í¨²²¨·ÊÕÐ¨³ R(t) ¡Ò²μ

¶μ²ÊÎ¥´μ ¢ · ¡μÉ Ì [131Ä134] ¢ ¶·¥¤¶μ²μ¦¥´¨¨, ÎÉμ Ëμ´μ¢ Ö ³¥É·¨±  ³ ²μ
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μÉ²¨Î ¥É¸Ö μÉ ¶²μ¸±μ° ³¥É·¨±¨ Œ¨´±μ¢¸±μ£μ. �Éμ μ¶·¥¤¥²¥´´μ ¸¶· ¢¥¤²¨¢μ
¤²Ö Ï¢ ·ÍÏ¨²Ó¤μ¢¸±μ° Î ¸É¨ ·¥Ï¥´¨Ö (3.30), ´μ ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ ¶μ¸É ¢²¥´μ
¶μ¤ ¸μ³´¥´¨¥ ¤²Ö r2R(t)/6-Î²¥´ . �Î¥¢¨¤´μ, ÎÉμ ¶²μ¸± Ö Ëμ´μ¢ Ö ³¥É·¨± 
´¥ ¡Ê¤¥É § ³¥É´μ ¨¸± ¦¥´ , ¥¸²¨ r2 < 6/R(t). …¸²¨ ¦¥ ´ Î ²Ó´ Ö ¶²μÉ-
´μ¸ÉÓ Ô´¥·£¨¨ μ¡² ±  ¨³¥¥É ¶μ·Ö¤μ± ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±μ° ¶²μÉ´μ¸É¨ Ô´¥·£¨¨,
É. ¥. R ∼ RGR ∼ 1/t2U , Éμ ³¥É·¨±  ¡Ê¤¥É μÉ±²μ´ÖÉÓ¸Ö μÉ ³¥É·¨±¨ Œ¨´±μ¢-
¸±μ£μ ¤²Ö μ¡² ±μ¢ ¸ · ¤¨Ê¸μ³ rm > tU/

√
y, £¤¥ ³ ±¸¨³ ²Ó´μ¥ §´ Î¥´¨¥ y

§ ¤ ¥É¸Ö Ê· ¢´¥´¨¥³ (3.2). „²Ö ¸¨¸É¥³, ¢ ±μÉμ·ÒÌ ¤μ¸É¨£ ÕÉ¸Ö μÎ¥´Ó ¡μ²Ó-
Ï¨¥ §´ Î¥´¨Ö y, ¶·¨¡²¨¦¥´¨¥ ¶²μ¸±μ£μ ¶·μ¸É· ´¸É¢  ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ ´ ·ÊÏ¥´μ
Ê¦¥ ¶·¨ ´¥¨´É¥·¥¸´μ ³ ²ÒÌ r. �¤´ ±μ ´  ¸É ¤¨¨ ·μ¸É  R(t), ±μ£¤  §´ Î¥´¨¥
y > 1, ´μ ´¥ μ£·μ³´μ, ÔÉμ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¥ ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ ¸¶· ¢¥¤²¨¢Ò³ ¤²Ö ¢¸¥£μ
μ¡Ñ¥³  ¸¦¨³ ÕÐ¥£μ¸Ö μ¡² ± .

„²Ö ¡μ²ÓÏ¨Ì μ¡Ñ¥±Éμ¢ ¨²¨ ¡μ²ÓÏ¨Ì y É ±¨Ì, ÎÉμ Rr2/6 ∼ 1, ¶·¨¡²¨-
¦¥´¨¥ ¶²μ¸±μ° Ëμ´μ¢μ° ³¥É·¨±¨ ¸É ´μ¢¨É¸Ö ´¥¶·¨³¥´¨³Ò³ ¨ ´Ê¦´μ ·¥Ï ÉÓ
ÉμÎ´Ò¥ ´¥²¨´¥°´Ò¥ Ê· ¢´¥´¨Ö (3.5)Ä(3.9). …¸²¨ ËÊ´±Í¨Ö A1 ¸É ´μ¢¨É¸Ö ¸· ¢-
´¨³μ° ¸ ¥¤¨´¨Í¥°, Ô¢μ²ÕÍ¨Ö R(t) ³μ¦¥É ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´μ μÉ²¨Î ÉÓ¸Ö μÉ ´ °¤¥´-
´μ° ¢ · ¡μÉ Ì [132Ä134], ´μ ± ¦¥É¸Ö μÎ¥¢¨¤´Ò³, ÎÉμ, ± ± Éμ²Ó±μ ±·¨¢¨§´ 
¤μ¸É¨£´¥É ¡μ²ÓÏ¨Ì §´ Î¥´¨° (y > 1), y ¡Ê¤¥É μ¸É ¢ ÉÓ¸Ö ¡μ²ÓÏ¨³ ¥¤¨´¨ÍÒ,
´¥¸³μÉ·Ö ´  ¢μ§³μ¦´ÊÕ μ¡· É´ÊÕ ·¥ ±Í¨Õ ´¥ ¶²μ¸±μ° ³¥É·¨±¨.

‚ ´¨§Ï¥³ ¶μ·Ö¤±¥ £· ¢¨É Í¨μ´´μ£μ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö ¤¢¨¦¥´¨¥ ´¥·¥²ÖÉ¨-
¢¨¸É¸±μ° ¶·μ¡´μ° Î ¸É¨ÍÒ μ¶·¥¤¥²Ö¥É¸Ö Ê· ¢´¥´¨¥³ (Ê· ¢´¥´¨¥ £¥μ¤¥§¨Î¥-
¸±μ° ¢ ³¥É·¨±¥ (3.4)):

r̈ = −A′

2
= −1

2

[
R(t)r

3
+

rgr

r3
m

]
, (3.31)

£¤¥ A ¤ ¥É¸Ö Ê· ¢´¥´¨¥³ (3.29). ’ ± ± ± R(t) ¢¸¥£¤  μÉ·¨Í É¥²Ó´μ ¨ ¢¥-
²¨±μ, · ¸¸³μÉ·¥´´Ò¥ §¤¥¸Ó ³μ¤¨Ë¨± Í¨¨ �’� ¢¥¤ÊÉ ±  ´É¨£· ¢¨É Í¨¨ ¢´ÊÉ·¨
μ¡² ±  ¸ ¶²μÉ´μ¸ÉÓÕ Ô´¥·£¨¨, ¶·¥¢μ¸Ìμ¤ÖÐ¥° ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±ÊÕ ¶²μÉ´μ¸ÉÓ.
ƒ· ¢¨É Í¨μ´´μ¥ μÉÉ ²±¨¢ ´¨¥ ¶·¥μ¡² ¤ ¥É ´ ¤ μ¡ÒÎ´Ò³ ¶·¨ÉÖ¦¥´¨¥³, ¥¸²¨

|R|r3
m

3rg
=

|R|r3
mM2

Pl

6M
=

|R|r3
mM2

Pl

8πρ r3
m

=
|R|
T̃00

≡ y > 1, (3.32)

É. ¥., ¶μ ¸ÊÐ¥¸É¢Ê, ÔÉμ ¡Ê¤¥É ¶·μ¨¸Ìμ¤¨ÉÓ ¢¸Ö±¨° · §, ±μ£¤  ±μ²¥¡ ´¨Ö R
´ Î¨´ ÕÉ · ¸É¨ ´¥§ ¢¨¸¨³μ μÉ ´ Î ²Ó´μ£μ §´ Î¥´¨Ö ¶²μÉ´μ¸É¨ ρ ¨, ¢ ± ±μ°-
Éμ ¸É¥¶¥´¨, μÉ ¸¶¥Í¨Ë¨±¨ · ¸¸³ É·¨¢ ¥³μ° F (R)-É¥μ·¨¨.

‘²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ, ¢Ò¢μ¤ μ ¶·¥μ¡² ¤ ´¨¨ £· ¢¨É Í¨μ´´μ£μ μÉÉ ²±¨¢ ´¨Ö ´ ¤
μ¡ÒÎ´Ò³ Ï¢ ·ÍÏ¨²Ó¤μ¢¸±¨³ ¶·¨ÉÖ¦¥´¨¥³ Ö¢²Ö¥É¸Ö ¡μ²¥¥ ËÊ´¤ ³¥´É ²Ó´Ò³
ÊÉ¢¥·¦¤¥´¨¥³, ¶·¨³¥´¨³Ò³ ¶· ±É¨Î¥¸±¨ ±μ ¢¸¥³ ³μ¤¥²Ö³ F (R), ¢ ±μÉμ·ÒÌ
¢μ§´¨± ÕÉ μ¸Í¨²²ÖÍ¨¨ ±·¨¢¨§´Ò ¸  ³¶²¨ÉÊ¤μ° ¡μ²ÓÏ¥°, Î¥³ §´ Î¥´¨¥ ±·¨-
¢¨§´Ò ¢ �’�. �É¨ ±μ²¥¡ ´¨Ö § ÉÊÌ ÕÉ ¢¸²¥¤¸É¢¨¥ £· ¢¨É Í¨μ´´μ£μ ·μ¦¤¥-
´¨Ö Î ¸É¨Í, ´μ ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¥¥ ¢·¥³Ö ¦¨§´¨ ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ ¸· ¢´¨³Ò³ ¨²¨
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¤ ¦¥ ¡μ²ÓÏ¨³, Î¥³ ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±μ¥ ¢·¥³Ö. ’ ±¨³ μ¡· §μ³, μ¡· §μ¢ ´¨¥
¸É·Ê±ÉÊ·Ò ¢ ³μ¤¨Ë¨Í¨·μ¢ ´´μ° £· ¢¨É Í¨¨ ¡Ê¤¥É μÉ²¨Î ÉÓ¸Ö μÉ  ´ ²μ£¨Î´μ£μ
¶·μÍ¥¸¸  ¢ μ¡Ð¥° É¥μ·¨¨ μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ¸É¨. „μ¸É ÉμÎ´μ ¡μ²ÓÏ¨¥ ¶¥·¢¨Î´Ò¥
μ¡² ±  ´¥ ¸¦¨³ ²¨¸Ó ¡Ò ¤μ ³¥´ÓÏ¨Ì ¨ ³¥´ÓÏ¨Ì É¥² ¸ ¡μ²¥¥ ¨²¨ ³¥´¥¥ μ¤-
´μ·μ¤´μ° ¶²μÉ´μ¸ÉÓÕ, ´μ ³μ£²¨ ¡Ò Ëμ·³¨·μ¢ ÉÓ Éμ´±¨¥ μ¡μ²μÎ±¨, ¶Ê¸ÉÒ¥
(¨²¨ ¶μÎÉ¨ ¶Ê¸ÉÒ¥) ¢´ÊÉ·¨, §  ¨¸±²ÕÎ¥´¨¥³, ¢μ§³μ¦´μ, ´¥±μÉμ·μ° Í¥´É· ²Ó-
´μ° ³ ¸¸Ò. ‘²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ, £· ¢¨É Í¨μ´´μ¥ μÉÉ ²±¨¢ ´¨¥, ´ °¤¥´´μ¥ ¢ ´ Ï¥°
· ¡μÉ¥ [135], ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ μÉ¢¥É¸É¢¥´´μ §  μ¡· §μ¢ ´¨¥ ±μ¸³¨Î¥¸±¨Ì ¶Ê¸ÉμÉ.

„²Ö ´¥±μÉμ·ÒÌ É¨¶μ¢ μ¡Ñ¥±Éμ¢ ÔÉμÉ ·¥§Ê²ÓÉ É ³μ¤¨Ë¨Í¨·Ê¥É  ´ ²¨§ Ëμ·-
³¨·μ¢ ´¨Ö ¨ Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¨  ¸É·μ´μ³¨Î¥¸±¨Ì ¸É·Ê±ÉÊ· ¢ F (R)-£· ¢¨É Í¨¨,
¶·¨¢¥¤¥´´Ò° ¢ · ¡μÉ Ì [181, 182]. �¤´ ±μ ´Ê¦´μ ¶μ¤Î¥·±´ÊÉÓ, ÎÉμ ¢ Í¨É¨-
·Ê¥³ÒÌ ¸É ÉÓÖÌ ´¥ ÊÎ¨ÉÒ¢ ²¨¸Ó ¶·μ¨§¢μ¤´Ò¥ ¶μ ¢·¥³¥´¨, ¶μÔÉμ³Ê · §²¨Î¨¥
¸ ´ Ï¨³¨ ·¥§Ê²ÓÉ É ³¨, £² ¢´Ò³ μ¡· §μ³, ¸¢Ö§ ´μ ¸ · §²¨Î´Ò³¨ Ë¨§¨Î¥¸±¨³¨
Ö¢²¥´¨Ö³¨.

‡¤¥¸Ó ¸²¥¤Ê¥É ¸¤¥² ÉÓ ¥Ð¥ μ¤´μ § ³¥Î ´¨¥. ‚ ¸É ´¤ ·É´μ° �’� ¸¶· ¢¥¤-
²¨¢  É¥μ·¥³  „¦¥¡¸¥´ Ä	¨·±ÌμË  [87, 88] (¸³. É ±¦¥ ±´¨£Ê [89]), ±μÉμ· Ö
£² ¸¨É, ÎÉμ ²Õ¡μ¥ ±μ´¥Î´μ¥ É¥²μ ¸ ¶μ²μ¦¨É¥²Ó´μ μ¶·¥¤¥²¥´´μ° ¶²μÉ´μ¸ÉÓÕ
Ô´¥·£¨¨ ³μ¦¥É ¸μ§¤ ¢ ÉÓ Éμ²Ó±μ £· ¢¨É Í¨μ´´μ¥ ¶·¨ÉÖ¦¥´¨¥. � Ï ·¥§Ê²ÓÉ É
´ Ìμ¤¨É¸Ö ¢ ¶·Ö³μ³ ¶·μÉ¨¢μ·¥Î¨¨ ¸ ÔÉ¨³ ÊÉ¢¥·¦¤¥´¨¥³. ’¥μ·¥³  „¦¥¡¸¥´ Ä
	¨·±£μË  ¢ ¸²ÊÎ ¥ ³μ¤¨Ë¨Í¨·μ¢ ´´μ° £· ¢¨É Í¨¨ ¤¥É ²Ó´μ μ¡¸Ê¦¤ ² ¸Ó ¢ μ¡-
§μ·¥ [129], ¸³. É ±¦¥ [183]. ’ ³ ¡Ò²μ ¶μ± § ´μ, ÎÉμ ¢ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥-¢·¥³¥´¨
¸ ¶μ¸ÉμÖ´´Ò³ ¸± ²Ö·μ³ ±·¨¢¨§´Ò ²Õ¡μ° ¸Ë¥·¨Î¥¸±¨-¸¨³³¥É·¨Î´Ò° Ëμ´ ´¥-
¨§¡¥¦´μ Ö¢²Ö¥É¸Ö ¸É É¨Î¥¸±¨³, É. ¥. É¥μ·¥³  „¦¥¡¸¥´ Ä	¨·±£μË  ¸¶· ¢¥¤²¨¢ 
¤²Ö F (R)-£· ¢¨É Í¨¨ ¸ ¶μ¸ÉμÖ´´μ° ±·¨¢¨§´μ°. �É  É¥μ·¥³  ´ ·ÊÏ ¥É¸Ö, ¥¸²¨
±·¨¢¨§´  ´¥ ¶μ¸ÉμÖ´´ , ± ± ÔÉμ ¶·μ¨¸Ìμ¤¨É ¢ · ¸¸³ É·¨¢ ¥³μ³ ´ ³¨ ¸²ÊÎ ¥.

3.2. �¢μ²ÕÍ¨Ö ¢μ§³ÊÐ¥´¨° ¶²μÉ´μ¸É¨ ¢ ´ÓÕÉμ´μ¢¸±μ° £· ¢¨É Í¨¨
¨ ¢ �’�. � §¢¨É¨¥ ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¥° ¢ ¸ ³μ£· ¢¨É¨·ÊÕÐ¨Ì ¸¨¸É¥³ Ì ¡Ò²μ
¢¶¥·¢Ò¥ ¨¸¸²¥¤μ¢ ´μ ¢ ¸²ÊÎ ¥ ´¥·¥²ÖÉ¨¢¨¸É¸±μ° ´ÓÕÉμ´μ¢¸±μ° £· ¢¨É Í¨¨
„¦¨´¸μ³ [184] ¢ 1902 £. ‚ 1946 £. ‹¨ËÏ¨Í · ¸Ï¨·¨² ÔÉ¨ ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨Ö ´ 
μ¡ÐÊÕ É¥μ·¨Õ μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ¸É¨ [185]. ‚ ´ ¸ÉμÖÐ¥¥ ¢·¥³Ö É ± Ö É¥μ·¨Ö Ï¨-
·μ±μ ¨¸¶μ²Ó§Ê¥É¸Ö ¢ ±μ¸³μ²μ£¨¨ ¤²Ö ¨§ÊÎ¥´¨Ö ·μ¸É  ¢μ§³ÊÐ¥´¨° ¢ ´ Ï¥°
‚¸¥²¥´´μ° [19Ä21, 186]. ‘· ¢´¥´¨¥ É¥μ·¥É¨Î¥¸±¨Ì · ¸Î¥Éμ¢ ¨  ¸É·μ´μ³¨Î¥-
¸±¨Ì ¤ ´´ÒÌ Ö¢²Ö¥É¸Ö μÎ¥´Ó ³μÐ´Ò³ ¨´¸É·Ê³¥´Éμ³ ¤²Ö ¶·μ¢¥·±¨ ‘É ´¤ ·É-
´μ° ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±μ° ³μ¤¥²¨.

‚ ¤ ´´μ³ ¶μ¤· §¤¥²¥ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ ´ Ï¥° · ¡μÉ¥ [136] ¤¦¨´¸μ¢¸± Ö ´¥-
Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸ÉÓ ¢ ¸¨¸É¥³ Ì ¸ · ¸ÉÊÐ¥° ¶²μÉ´μ¸ÉÓÕ Ô´¥·£¨¨ ¨¸¸²¥¤Ê¥É¸Ö ¢ ±² ¸-
¸¨Î¥¸±μ° ¨ ³μ¤¨Ë¨Í¨·μ¢ ´´μ° £· ¢¨É Í¨¨ ¢ ¶·¥¤¶μ²μ¦¥´¨¨, ÎÉμ Ëμ´μ¢ Ö
³¥É·¨±  ³¥¤²¥´´μ ³¥´Ö¥É¸Ö ¶μ ¸· ¢´¥´¨Õ ¸ Ì · ±É¥·´μ° Î ¸ÉμÉμ° ¨ ±μ³¶Éμ-
´μ¢¸±μ° ¤²¨´μ° ¢μ²´Ò ¶μ²Ö ¸± ²Ö·μ´ . ‚ · ¡μÉ Ì [137Ä139] £· ¢¨É Í¨μ´´ Ö
´¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸ÉÓ · ¸¸³ É·¨¢ ² ¸Ó ´  Ëμ´¥ ¡Ò¸É·μ μ¸Í¨²²¨·ÊÕÐ¥° ±·¨¢¨§´Ò.
� ³¨ ¡Ò²μ ¶μ± § ´μ, ÎÉμ ¢·¥³¥´´ Ö Ô¢μ²ÕÍ¨Ö ¢μ§³ÊÐ¥´¨° μ¶·¥¤¥²Ö¥É¸Ö ¤¨Ë-
Ë¥·¥´Í¨ ²Ó´Ò³ Ê· ¢´¥´¨¥³ Î¥É¢¥·Éμ£μ ¶μ·Ö¤±  ¢³¥¸Éμ μ¡ÒÎ´μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö
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¢Éμ·μ£μ ¶μ·Ö¤± , ÎÉμ ¶·¨¢μ¤¨É ± ¢μ§´¨±´μ¢¥´¨Õ ´μ¢ÒÌ É¨¶μ¢ ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢ÒÌ
·¥Ï¥´¨°.

3.2.1. „¦¨´¸μ¢¸± Ö ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸ÉÓ ¢ ´ÓÕÉμ´μ¢¸±μ° É¥μ·¨¨ ¸ ´¥μ¤-
´μ·μ¤´Ò³ ¨ ´¥¸É Í¨μ´ ·´Ò³ Ëμ´μ³. �·¨£¨´ ²Ó´Ò° ¶μ¤Ìμ¤ „¦¨´¸  μ¸´μ-
¢ ´ ´  Ìμ·μÏμ ¨§¢¥¸É´μ³ Ê· ¢´¥´¨¨ �Ê ¸¸μ´ , ¸¢Ö§Ò¢ ÕÐ¥³ ´ÓÕÉμ´μ¢¸±¨°
¶μÉ¥´Í¨ ² Φ ¸ ¶²μÉ´μ¸ÉÓÕ ³ É¥·¨¨ ρ:

ΔΦ =
4π

M2
Pl

ρ. (3.33)

�¢μ²ÕÍ¨Ö ¶²μÉ´μ¸É¨ ³ É¥·¨¨ ρ, ¤ ¢²¥´¨Ö P ¨ ¸±μ·μ¸É¨ v ¢ ¸μ¡¸É¢¥´´μ³
£· ¢¨É Í¨μ´´μ³ ¶μ²¥ μ¶¨¸Ò¢ ¥É¸Ö ¤¢Ê³Ö £¨¤·μ¤¨´ ³¨Î¥¸±¨³¨ Ê· ¢´¥´¨Ö³¨,
  ¨³¥´´μ, Ê· ¢´¥´¨¥³ �°²¥·  ¨ Ê· ¢´¥´¨¥³ ´¥¶·¥·Ò¢´μ¸É¨:

∂t(ρv) + ρ(v∇)v + ∇P + ρ∇Φ = 0, (3.34)

∂tρ + ∇(ρv) = 0. (3.35)

�  ÔÉμ° ¸É ¤¨¨ ¨³¥ÕÉ¸Ö É·¨ Ê· ¢´¥´¨Ö ¨ Î¥ÉÒ·¥ ´¥¨§¢¥¸É´ÒÌ: ρ, P , v ¨ Φ.
—Éμ¡Ò ¶μ²ÊÎ¨ÉÓ ¥Ð¥ μ¤´μ ´¥μ¡Ìμ¤¨³μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥, ´Ê¦´μ ¤μ¡ ¢¨ÉÓ ¨´Ëμ·-
³ Í¨Õ μ Ë¨§¨Î¥¸±¨Ì ¸¢μ°¸É¢ Ì ³ É¥·¨¨, ±μÉμ· Ö ¡Ê¤¥É ¢¢¥¤¥´  ´¨¦¥ Ê· ¢´¥-
´¨¥³ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö.

‘¨¸É¥³  Ê· ¢´¥´¨° (3.33)Ä(3.35) ·¥Ï ¥É¸Ö ¶¥·ÉÊ·¡ É¨¢´μ ¢ ¶·¥¤¶μ²μ¦¥-
´¨¨, ÎÉμ Ë²Ê±ÉÊ Í¨¨ ´ ¤ ¨§¢¥¸É´Ò³¨ Ëμ´μ¢Ò³¨ ¢¥²¨Î¨´ ³¨ Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ¨´Ë¨-
´¨É¥§¨³ ²Ó´Ò³¨:

ρ = ρb + δρ, v = vb + δv, P = Pb + δP, Φ = Φb + δΦ. (3.36)

‚ ·¥§Ê²ÓÉ É¥ ¢μ§´¨± ¥É ¸¨¸É¥³  É·¥Ì ²¨´¥°´ÒÌ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨°
¤²Ö ¢μ§³ÊÐ¥´¨° δρ, δv, δP ¨ δΦ. „²Ö § ³Ò± ´¨Ö ÔÉμ° ¸¨¸É¥³Ò μ¡ÒÎ´μ
¤μ¡ ¢²ÖÕÉ ® ±Ê¸É¨Î¥¸±μ¥¯ Ê· ¢´¥´¨¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö

δP = c2
sδρ, (3.37)

£¤¥ cs Å ¸±μ·μ¸ÉÓ §¢Ê± .
‚ É¥μ·¨¨ „¦¨´¸  ¶·¥¤¶μ² £ ¥É¸Ö, ÎÉμ Ëμ´μ¢ Ö ¶²μÉ´μ¸ÉÓ ³ ¸¸Ò μ¤´μ-

·μ¤´  ¨ ´¥ § ¢¨¸¨É μÉ ¢·¥³¥´¨,   Ëμ´μ¢μ¥ ¤ ¢²¥´¨¥ ¨ Ëμ´μ¢ Ö ¸±μ·μ¸ÉÓ
· ¢´Ò ´Ê²Õ, P = 0 ¨ v = 0. Œμ¦´μ ²¥£±μ Ê¢¨¤¥ÉÓ, ÎÉμ ÔÉ¨ ¶·¥¤¶μ²μ¦¥-
´¨Ö ´¥ Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ¸ ³μ¸μ£² ¸μ¢ ´´Ò³¨. ˆ§ Ê· ¢´¥´¨Ö �°²¥·  (3.34) ¸²¥¤Ê¥É,
ÎÉμ Ëμ´μ¢Ò° ¶μÉ¥´Í¨ ² ¤μ²¦¥´ ¡ÒÉÓ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥´´μ ¶μ¸ÉμÖ´¥´, ∇Φb = 0,
´μ ÔÉμ ¶·μÉ¨¢μ·¥Î¨É Ê· ¢´¥´¨Õ �Ê ¸¸μ´  (3.33) ¢ ´Ê²¥¢μ³ ¶μ·Ö¤±¥, É. ¥. ¤²Ö
Ëμ´μ¢ÒÌ ¢¥²¨Î¨´.

„ ´´ Ö ¶·μ¡²¥³  μ¡¸Ê¦¤ ² ¸Ó ¢ ±´¨£¥ ‡¥²Ó¤μ¢¨Î  ¨ �μ¢¨±μ¢  [186], £¤¥
ÊÉ¢¥·¦¤ ²μ¸Ó, ÎÉμ ¤²Ö § ¢¨¸ÖÐ¥° μÉ ¢·¥³¥´¨, ´μ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥´´μ ¶μ¸ÉμÖ´´μ°
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Ëμ´μ¢μ° ¶²μÉ´μ¸É¨, ρb(t), É¥μ·¨Õ ³μ¦´μ ¸Ëμ·³Ê²¨·μ¢ ÉÓ ¢ ¸ ³μ¸μ£² ¸μ¢ ´-
´μ³ ¢¨¤¥. ”¨§¨Î¥¸±¨ É ±μ° ¸²ÊÎ ° ·¥ ²¨§Ê¥É¸Ö ¢ ±μ¸³μ²μ£¨¨.

‘ ¤·Ê£μ° ¸Éμ·μ´Ò, ¤²Ö Ê¸É· ´¥´¨Ö ÔÉμ£μ ´¥¤μ¸É É±  ¢ ¶²μ¸±μ³ ¶·μ¸É· ´-
¸É¢¥-¢·¥³¥´¨ ŒÊÌ ´μ¢ [19] ¶·¥¤²μ¦¨² ¢¢¥¸É¨ ¨¸±Ê¸¸É¢¥´´ÊÕ  ´É¨£· ¢¨É¨·Ê-
ÕÐÊÕ ¸Ê¡¸É ´Í¨Õ, ± ±, ´ ¶·¨³¥·, ¢ ±ÊÊ³´μ¶μ¤μ¡´ÊÕ Ô´¥·£¨Õ, ±μÉμ· Ö ¡Ê¤¥É
Ê· ¢´μ¢¥Ï¨¢ ÉÓ £· ¢¨É Í¨μ´´μ¥ ¶·¨ÉÖ¦¥´¨¥ Ëμ´ . ’ ±¨³ μ¡· §μ³, Ê· ¢´¥-
´¨¥ (3.33) ¡Ê¤¥É ¢Ò¶μ²´ÖÉÓ¸Ö ¢ ´Ê²¥¢μ³ ¶μ·Ö¤±¥. �²ÓÉ¥·´ É¨¢´ Ö ¢μ§³μ¦-
´μ¸ÉÓ, ¨¸¶μ²Ó§Ê¥³ Ö ¢ ¸É ÉÓ¥ [187], § ±²ÕÎ ¥É¸Ö ¢ ¶·¥¤¶μ²μ¦¥´¨¨, ÎÉμ Ëμ-
´μ¢ Ö ¶²μÉ´μ¸ÉÓ ¨¸Î¥§ ¥É, É ± ÎÉμ (3.33) ¸É ´μ¢¨É¸Ö ¸μμÉ´μÏ¥´¨¥³ ³¥¦¤Ê
¢¥²¨Î¨´ ³¨ ¶¥·¢μ£μ ¶μ·Ö¤± .

�μ¤Î¥·±´¥³, ÎÉμ ÔÉ  ¶·μ¡²¥³  μÉ¸ÊÉ¸É¢Ê¥É ¢ ·¥²ÖÉ¨¢¨¸É¸±μ° ±μ¸³μ²μ£¨¨,
£¤¥ Ëμ´μ¢Ò¥ Ê· ¢´¥´¨Ö Ê¤μ¢²¥É¢μ·ÖÕÉ¸Ö ¢ ´Ê²¥¢μ³ ¶μ·Ö¤±¥ (¸³. ±´¨£¨ [21,
186]). ‚ μÉ²¨Î¨¥ μÉ ¸²ÊÎ Ö ¢μ§³ÊÐ¥´¨° ¢ ¶²μ¸±μ³ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥-¢·¥³¥´¨, Ëμ-
´μ¢Ò¥ ¢¥²¨Î¨´Ò ¢ ±μ¸³μ²μ£¨¨ ¤μ²¦´Ò ¡ÒÉÓ ·¥Ï¥´¨Ö³¨ Ê· ¢´¥´¨° ¤¢¨¦¥´¨Ö
¢ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¨ ´Ê²¥¢μ£μ ¶μ·Ö¤± .

‚ ´ Ï¥° · ¡μÉ¥ [136] ¶·¥¤²μ¦¥´ ¡μ²¥¥ ÉμÎ´Ò° ¶μ¤Ìμ¤ ± ·¥Ï¥´¨Õ ¶·μ-
¡²¥³Ò, ¶·¨ ±μÉμ·μ³ Ê· ¢´¥´¨Ö ¤²Ö Ëμ´  ¢Ò¶μ²´ÖÕÉ¸Ö ¢ ´Ê²¥¢μ³ ¶μ·Ö¤±¥.
‚ ± Î¥¸É¢¥ ¶·¨³¥·  · ¸¸³μÉ·¨³ ¸Ë¥·¨Î¥¸±¨-¸¨³³¥É·¨Î´μ¥ μ¡² ±μ Î ¸É¨Í ¸
´ Î ²Ó´μ ¨¸Î¥§ ÕÐ¨³¨ ¤ ¢²¥´¨¥³ ¨ ¸±μ·μ¸ÉÖ³¨ ¨ ¨§ÊÎ¨³ ±² ¸¸¨Î¥¸±ÊÕ ´¥·¥-
²ÖÉ¨¢¨¸É¸±ÊÕ § ¤ ÎÊ „¦¨´¸  ¢ ´ÓÕÉμ´μ¢¸±μ° £· ¢¨É Í¨¨. ŒÒ ´¥ ¡Ê¤¥³ μ£· -
´¨Î¨¢ ÉÓ¸Ö ¸²ÊÎ ¥³ ´¥§ ¢¨¸¨³μ£μ μÉ ¢·¥³¥´¨ Ëμ´ . ‚³¥¸Éμ ÔÉμ£μ · ¸¸³μÉ·¨³
¸Í¥´ ·¨°, § ¢¨¸ÖÐ¨° μÉ ¢·¥³¥´¨, ¢Ò¡¨· Ö ¢ ± Î¥¸É¢¥ ´ Î ²Ó´μ£μ Ê¸²μ¢¨Ö μ¤-
´μ·μ¤´μ¥ · ¸¶·¥¤¥²¥´¨¥ ¶²μÉ´μ¸É¨ ³ É¥·¨¨ ρb(t = 0) ≡ ρ0 = const ¢´ÊÉ·¨
¸Ë¥·Ò · ¤¨Ê¸  rm, ¢ Éμ ¢·¥³Ö ± ± ¢´¥ ÔÉμ° ¸Ë¥·Ò ρ = 0. � Î ²Ó´Ò¥ §´ Î¥-
´¨Ö ¸±μ·μ¸É¥° Î ¸É¨Í ¨ ¤ ¢²¥´¨Ö ¶·¨´¨³ ÕÉ¸Ö · ¢´Ò³¨ ´Ê²Õ,   ´ Î ²Ó´Ò°
¶μÉ¥´Í¨ ² Φ ¶·¨ t = 0 Ö¢²Ö¥É¸Ö ·¥Ï¥´¨¥³ Ê· ¢´¥´¨Ö �Ê ¸¸μ´  (3.33)

Φb(t = 0, r > rm) = − M

rM2
Pl

,

Φ0 ≡ Φb(t = 0, r < rm) =
2π

3M2
Pl

ρ0r
2 + C0,

(3.38)

£¤¥ ¶μ²´ Ö ³ ¸¸  £· ¢¨É¨·ÊÕÐ¥° ¸Ë¥·Ò · ¢´ 

M =
4π

3
ρ0r

3
m. (3.39)

�μ¸ÉμÖ´´ Ö C0 = −2πρ0r
2
m/M2

Pl ¢Ò¡· ´  É ±, ÎÉμ ¶μÉ¥´Í¨ ² Ö¢²Ö¥É¸Ö ´¥¶·¥-
·Ò¢´Ò³ ¶·¨ r = rm.

‚ ¤ ²Ó´¥°Ï¥³ ´ ¸ ¨´É¥·¥¸Ê¥É ¢´ÊÉ·¥´´¥¥ ·¥Ï¥´¨¥ ¶·¨ r < rm. ’¥¶¥·Ó
³Ò ³μ¦¥³ μ¶·¥¤¥²¨ÉÓ, ± ± Ëμ´μ¢Ò¥ ¢¥²¨Î¨´Ò ρ, v ¨ P Ô¢μ²ÕÍ¨μ´¨·ÊÕÉ ¸μ
¢·¥³¥´¥³ ¶·¨ ³ ²ÒÌ t. ˆ§ Ê· ¢´¥´¨Ö �°²¥·  (3.34) ¸²¥¤Ê¥É, ÎÉμ

vb(t, r) = −∇Φ0 t = − 4π

3M2
Pl

ρ0t r. (3.40)
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ˆ§ Ê· ¢´¥´¨Ö ´¥¶·¥·Ò¢´μ¸É¨ (3.35) ´ Ìμ¤¨³

ρb(t, r) = ρ0 + ρ1 = ρ0

(
1 +

2π

3M2
Pl

ρ0t
2

)
. (3.41)

ˆ´É¥·¥¸´μ, ÎÉμ ¶²μÉ´μ¸ÉÓ ρ ¢μ§· ¸É ¥É ¸μ ¢·¥³¥´¥³ É ±¨³ μ¡· §μ³, ÎÉμ μ¸É -
¥É¸Ö ¶μ¸ÉμÖ´´μ° ¢ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥. ˆ§-§  μ¤´μ·μ¤´μ¸É¨ ρ ¤ ¢²¥´¨¥ μ¸É ¥É¸Ö · ¢-
´Ò³ ´Ê²Õ, P1 = 0. ˆ§³¥´¥´¨¥ Ëμ´μ¢μ£μ ¶μÉ¥´Í¨ ²  ¸μ ¢·¥³¥´¥³ ´ Ìμ¤¨É¸Ö
¸ ¶μ³μÐÓÕ Ê· ¢´¥´¨Ö �Ê ¸¸μ´  (3.33)

Φb(r, t) = Φ0 + Φ1 =
2π

3M2
Pl

r2ρ0

(
1 +

2π

3M2
Pl

ρ0t
2

)
. (3.42)

� ¸¸³μÉ·¨³ É¥¶¥·Ó Ô¢μ²ÕÍ¨Õ ¢μ§³ÊÐ¥´¨° ´ ¤ ÔÉ¨³ § ¢¨¸ÖÐ¨³ μÉ ¢·¥-
³¥´¨ Ëμ´μ³. �·μ¤μ²¦¨³, ± ± μ¡ÒÎ´μ, ¶·¥¤¸É ¢²ÖÖ ρ = ρb(r, t) + δρ, Φ =
Φb(r, t) + δΦ, v = v1(r, t) + δv ¨ δP = c2

sδρ, £¤¥ cs Å ¸±μ·μ¸ÉÓ §¢Ê± . ‡¤¥¸Ó
¢¸¥ δ-¢¥²¨Î¨´Ò Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ¡¥¸±μ´¥Î´μ ³ ²Ò³¨, ¨ §  ¶·¥¤¥² ³¨ ¶¥·¢μ£μ ¶μ-
·Ö¤±  ¨³¨ ³μ¦´μ ¶·¥´¥¡·¥ÎÓ. ŒÒ É ±¦¥ ¶·¥´¥¡·¥£ ¥³ ¨Ì ¶·μ¨§¢¥¤¥´¨Ö³¨,
Ö¢²ÖÕÐ¨³¨¸Ö Î²¥´ ³¨ ¢Éμ·μ£μ ¶μ·Ö¤± , ¨ ¶μ²ÊÎ ¥³

Δ(δΦ) =
4π

M2
Pl

δρ, (3.43)

∂tδv + ∇δΦ +
δρ

ρ0
∇Φb +

∇δP

ρ0
= 0, (3.44)

∂tδρ + ρ0∇(δv) = 0. (3.45)

‚ ´ Ï¨Ì ¶·¨¡²¨¦¥´¨ÖÌ § ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ ±μÔËË¨Í¨¥´Éμ¢ μÉ ¢·¥³¥´¨ ¨¸Î¥§² .
�¨¦¥ ³Ò ¤μ¡ ¢¨³ ± Ëμ´Ê ¶μ¶· ¢±¨, § ¢¨¸ÖÐ¨¥ μÉ ¢·¥³¥´¨.

“· ¢´¥´¨¥ (3.44) ¸μ¤¥·¦¨É ¸² £ ¥³μ¥ (δρ/ρ0)∇Φb, Ö¢´μ § ¢¨¸ÖÐ¥¥ μÉ
±μμ·¤¨´ ÉÒ r Î¥·¥§ Ëμ´μ¢Ò° ¶μÉ¥´Í¨ ² |∇Φb| = (4π/3)rρ0/M

2
Pl. �Í¥´¨³

ÔÉμ ¸² £ ¥³μ¥, § ³¥´ÖÖ r ´  ¥£μ ³ ±¸¨³ ²Ó´μ¥ §´ Î¥´¨¥ rm. —Éμ¡Ò Ê§´ ÉÓ,
Ö¢²Ö¥É¸Ö ÔÉμÉ Î²¥´ ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´Ò³ ¨²¨ ´¥É, ¸· ¢´¨³ ¥£μ ¸ ËÊ·Ó¥-μ¡· §μ³ ¶μ-
¸²¥¤´¥£μ ¸² £ ¥³μ£μ ¢ (3.44)∫

d3k

(2π)3
∇δP

ρ0
e−iλt+ikr ∼ kc2

s

δρ(λ,k)
ρ0

. (3.46)

ˆ´Ò³¨ ¸²μ¢ ³¨, ´ ³ ´Ê¦´μ ¸· ¢´¨ÉÓ kc2
s ¸ (4π/3)ρ0/M

2
Pl. �Î¥¢¨¤´μ, ÎÉμ

4π

3M2
Pl

rmρ0 =
rg

2r2
m

, (3.47)

£¤¥ rg = 2M/M2
Pl Å £· ¢¨É Í¨μ´´Ò° (Ï¢ ·ÍÏ¨²Ó¤μ¢¸±¨°) · ¤¨Ê¸,   M Å

¶μ²´ Ö ³ ¸¸  · ¸¸³ É·¨¢ ¥³μ£μ μ¡Ñ¥±É  (3.39). …¸²¨ k ¨³¥¥É ¶μ·Ö¤μ± ¤¦¨´-
¸μ¢¸±μ£μ ¢μ²´μ¢μ£μ Î¨¸² 

k ∼ kJ =
√

4πρ0

MPlcs
, (3.48)
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Éμ ³μ¦´μ ¶·¥´¥¡·¥ÎÓ § ¢¨¸ÖÐ¨³ μÉ r ¸² £ ¥³Ò³ (δρ/ρ0)∇Φb ¶μ ¸· ¢´¥´¨Õ
c ∇δP/ρ0 ¤²Ö cs >

√
2rg/(3rm). �Éμ Ê¸²μ¢¨¥ ¢Ò¶μ²´Ö¥É¸Ö ¤²Ö Ï¨·μ±μ£μ

¤¨ ¶ §μ´  ¶ · ³¥É·μ¢.
�·μ¢μ¤Ö ËÊ·Ó¥-¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨¥ Ê· ¢´¥´¨° (3.43)Ä(3.108) ¨ ¶·¥´¥¡·¥£ Ö

r-§ ¢¨¸¨³Ò³ Î²¥´μ³, ¶μ²ÊÎ¨³ Ê· ¢´¥´¨¥ ´  ¸μ¡¸É¢¥´´Ò¥ §´ Î¥´¨Ö ¢ ¢¨¤¥

k2

(
λ2 − c2

sk
2 +

4π

M2
Pl

ρ0

)
= 0. (3.49)

„²Ö ³ ²ÒÌ k ´ Ìμ¤¨³ μ¡ÒÎ´ÊÕ Ô±¸¶μ´¥´Í¨ ²Ó´ÊÕ ¤¦¨´¸μ¢¸±ÊÕ ´¥Ê¸Éμ°Î¨-
¢μ¸ÉÓ:

δρJ1

ρ0
∼ exp

[
t

(
4π

M2
Pl

ρ0 − c2
sk

2

)1/2
]

. (3.50)

�É¨ ³ ²Ò¥ ¢μ§³ÊÐ¥´¨Ö ¨³¥ÕÉ É ±μ¥ ¦¥ Ì · ±É¥·´μ¥ ¢·¥³Ö · §¢¨É¨Ö
∼ MPl/(4πρ0)1/2, ÎÉμ ¨ ±² ¸¸¨Î¥¸±¨° ·μ¸É ρ1. Œμ¦´μ μÍ¥´¨ÉÓ ¢²¨Ö´¨¥
· ¸ÉÊÐ¥° Ëμ´μ¢μ° ¶²μÉ´μ¸É¨ Ô´¥·£¨¨ ´  ·μ¸É ¢μ§³ÊÐ¥´¨°, ¨¸¶μ²Ó§ÊÖ  ¤¨ -
¡ É¨Î¥¸±μ¥ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¥, É. ¥. § ³¥´ÖÖ Ô±¸¶μ´¥´ÉÊ ¢ (3.50) ¨´É¥£· ²μ³:

δρJ2

ρ0
∼ exp

⎧⎨⎩
t∫

0

dt

[
4π

M2
Pl

ρb(t, r) − k2c2
s

]1/2
⎫⎬⎭ , (3.51)

£¤¥ ρb(t, r) ¤ ¥É¸Ö Ê· ¢´¥´¨¥³ (3.41).
�Í¥´¨¢ ¨´É¥£· ² (3.51) ¶·¨ ³ ²ÒÌ k, ´ Ìμ¤¨³, ÎÉμ ±μÔËË¨Í¨¥´É Ê¸¨-

²¥´¨Ö δρJ2/δρJ1 · ¢¥´ 1,027 ¤²Ö ¢·¥³¥´¨ t = tgrav, £¤¥ tgrav = 1/
√

4πGρ0,
¢ Éμ ¢·¥³Ö ± ± ¤²Ö t = 2 tgrav μ´ · ¢¥´ 1,23, ¤²Ö t = 3 tgrav Å 1,89,   ¤²Ö
t = 5 tgrav ÔÉμÉ ±μÔËË¨Í¨¥´É · ¢¥´ 11,9. ‡ ³¥É¨³, ÎÉμ ¶·¨ ¢Ò¢μ¤¥ Ê· ¢´¥-
´¨° (3.50) ¨ (3.51) ³Ò ¸Î¨É ²¨, ÎÉμ t < tgrav, É ± ÎÉμ ÔÉ¨ Ë ±Éμ·Ò ´¥ ¤μ²¦´Ò
· ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ¸Ö ± ± Î¨¸²¥´´μ ÉμÎ´Ò¥. ’¥³ ´¥ ³¥´¥¥ ¨Ì ³μ¦´μ ¨´É¥·¶·¥É¨-
·μ¢ ÉÓ ± ± Ê± § ´¨¥ ´  Éμ, ÎÉμ ·μ¸É Ë²Ê±ÉÊ Í¨° ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ ¶·μ¨¸Ìμ¤¨É
¡Ò¸É·¥¥, Î¥³ ¢ μ¡ÒÎ´μ³ ¸Í¥´ ·¨¨ „¦¨´¸ .

3.2.2. �¢μ²ÕÍ¨Ö ¢μ§³ÊÐ¥´¨° ¶²μÉ´μ¸É¨ ¢ μ¡Ð¥° É¥μ·¨¨ μÉ´μ¸¨-
É¥²Ó´μ¸É¨. ˆ§ÊÎ¥´¨¥ ¤¦¨´¸μ¢¸±μ° ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¨ ¢ μ¡Ð¥° É¥μ·¨¨ μÉ´μ¸¨-
É¥²Ó´μ¸É¨ ´ Î¨´ ¥É¸Ö ¸ Ê· ¢´¥´¨° �°´ÏÉ¥°´ :

Gμν ≡ Rμν − 1
2

gμνR =
8π

M2
Pl

Tμν ≡ T̃μν . (3.52)

�É¨ Ê· ¢´¥´¨Ö  ¢Éμ³ É¨Î¥¸±¨ ¢±²ÕÎ ÕÉ ¢ ¸¥¡Ö Ê· ¢´¥´¨Ö ¤¢¨¦¥´¨Ö ³ É¥·¨¨,
  ¨³¥´´μ, Ê· ¢´¥´¨¥ �°²¥·  ¨ Ê· ¢´¥´¨¥ ´¥¶·¥·Ò¢´μ¸É¨. ‘ ¤·Ê£μ° ¸Éμ·μ´Ò,
Ê· ¢´¥´¨Ö ¤¢¨¦¥´¨Ö ³ É¥·¨¨ ³μ¦´μ Ô±¢¨¢ ²¥´É´μ ¶μ²ÊÎ¨ÉÓ ¨§ Ê¸²μ¢¨Ö ±μ¢ -
·¨ ´É´μ£μ ¸μÌ· ´¥´¨Ö É¥´§μ·  Ô´¥·£¨¨-¨³¶Ê²Ó¸ 

DμT μ
ν = 0, (3.53)
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£¤¥ Dμ Å ±μ¢ ·¨ ´É´ Ö ¶·μ¨§¢μ¤´ Ö · ¸¸³ É·¨¢ ¥³μ£μ £· ¢¨É Í¨μ´´μ£μ ¶μ²Ö.
�¡ÒÎ´μ É¥Ì´¨Î¥¸±¨ ¡μ²¥¥ ¸²μ¦´μ ¢Ò¢¥¸É¨ Ê· ¢´¥´¨Ö �°²¥·  ¨ ´¥¶·¥·Ò¢´μ-
¸É¨ ¨§ Ê· ¢´¥´¨° �°´ÏÉ¥°´  (3.52), ¶μ¸±μ²Ó±Ê ¢ ÔÉμ³ ¸²ÊÎ ¥ ¢ ¢Ò· ¦¥´¨¨ ¤²Ö
É¥´§μ·  �¨ÎÎ¨ ´Ê¦´μ ÊÎ¨ÉÒ¢ ÉÓ Î²¥´Ò, ¶·μ¶μ·Í¨μ´ ²Ó´Ò¥ ±¢ ¤· É ³ ¸¨³¢μ-
²μ¢ Š·¨¸ÉμËË¥²Ö.

ŒÒ ¨¸¸²¥¤Ê¥³ Ô¢μ²ÕÍ¨Õ ¸± ²Ö·´ÒÌ ¢μ§³ÊÐ¥´¨° ¢ �’� ¢ ¸Ë¥·¨Î¥¸±¨-
¸¨³³¥É·¨Î´μ³ ¨  ¸¨³¶ÉμÉ¨Î¥¸±¨ ¶²μ¸±μ³ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥-¢·¥³¥´¨. ‚ μÉ²¨Î¨¥
μÉ · ¸¸³ É·¨¢ ¥³μ£μ μ¡ÒÎ´μ ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±μ£μ ¸²ÊÎ Ö Ëμ´μ¢ Ö ³¥É·¨±  ´¥
Éμ²Ó±μ § ¢¨¸¨É μÉ ¢·¥³¥´¨, ´μ É ±¦¥ Ö¢²Ö¥É¸Ö ËÊ´±Í¨¥° ¶·μ¸É· ´¸É¢¥´´ÒÌ
±μμ·¤¨´ É. �Éμ ¶·¨¢μ¤¨É ± É·Ê¤´μ¸ÉÖ³ ¸ ´ ²μ¦¥´¨¥³ ´ÓÕÉμ´μ¢¸±μ£μ ± -
²¨¡·μ¢μÎ´μ£μ Ê¸²μ¢¨Ö. �·μ¡²¥³  Ë¨±¸ Í¨¨ ± ²¨¡·μ¢±¨ ¶μ¤·μ¡´μ ¨§ÊÎ¥´ 
¢ ´ Ï¥° · ¡μÉ¥ [136].

Š ± ¨ ¢ÒÏ¥, · ¸¸³μÉ·¨³ ¸Ë¥·¨Î¥¸±¨-¸¨³³¥É·¨Î´μ¥ μ¡² ±μ ³ É¥·¨¨ ¸ ´ -
Î ²Ó´μ ¶μ¸ÉμÖ´´μ° ¶²μÉ´μ¸ÉÓÕ Ô´¥·£¨¨ ¢´ÊÉ·¨ μ£· ´¨Î¨¢ ÕÐ¥° ¸Ë¥·Ò · ¤¨-
Ê¸  r = rm. ‚Ò¡¥·¥³ ¨§μÉ·μ¶´Ò¥ ±μμ·¤¨´ ÉÒ,  ´ ²μ£¨Î´Ò¥ Ï¢ ·ÍÏ¨²Ó¤μ¢-
¸±¨³ ±μμ·¤¨´ É ³, ¢ ±μÉμ·ÒÌ ³¥É·¨±  ¶·¨´¨³ ¥É ¢¨¤

ds2 = Adt2 − B δij dxi dxj , (3.54)

£¤¥ ËÊ´±Í¨¨ A ¨ B ³μ£ÊÉ § ¢¨¸¥ÉÓ μÉ r ¨ t. ‘μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨¥ ¸¨³¢μ²Ò
Š·¨¸ÉμËË¥²Ö · ¢´Ò

Γt
tt =

Ȧ

2A
, Γt

jt =
∂jA

2A
, Γj

tt =
δjk∂kA

2B
, Γt

jk =
δjkḂ

2A
,

Γk
jt =

δk
j Ḃ

2B
, Γk

lj =
1

2B
(δk

l ∂jB + δk
j ∂lB − δljδ

kn∂nB),

(3.55)

£¤¥ ÉμÎ±  ¸¢¥·ÌÊ μ§´ Î ¥É ¶·μ¨§¢μ¤´ÊÕ ¶μ ¢·¥³¥´¨.
‚Ò· ¦¥´¨Ö ¤²Ö É¥´§μ·  �¨ÎÎ¨ ¸ ÊÎ¥Éμ³ ±¢ ¤· É¨Î´ÒÌ ¶μ Γ Î²¥´μ¢ ¨³¥ÕÉ ¢¨¤

Rtt =
ΔA

2B
− 3B̈

2B
+

3Ḃ2

4B2
+

3ȦḂ

4AB
+

∂jA∂jB

4B2
− ∂jA∂jA

4AB
, (3.56)

Rtj = −∂jḂ

B
+

Ḃ∂jB

B2
+

Ḃ∂jA

2AB
, (3.57)

Rij = δij

(
B̈

2A
− ΔB

2B
+

Ḃ2

4AB
− ȦḂ

4A2
− ∂kA∂kB

4AB
+

∂kB∂kB

4B2

)
−

− ∂i∂jA

2A
− ∂i∂jB

2B
+

∂iA∂jA

4A2
+

3∂iB∂jB

4B2
+

∂iA∂jB + ∂jA∂iB

4AB
. (3.58)

‡¤¥¸Ó ¨ ¤ ²¥¥ ´¨¦´¨¥ ¨´¤¥±¸Ò ¶μ¤´¨³ ÕÉ¸Ö ¸ ¶μ³μÐÓÕ ¸¨³¢μ²  Š·μ´¥±¥· ,
∂jA = δjk∂kA.
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‘μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ, ´ Ìμ¤¨³ ¸± ²Ö· ±·¨¢¨§´Ò:

R =
ΔA

AB
− 3B̈

AB
+

2ΔB

B2
+

3ȦḂ

2A2B
− ∂jA∂jA

2A2B
− 3∂jB∂jB

2B3
+

+
∂jA∂jB

2AB2
. (3.59)

�·¨¢¥¤¥³ ¢Ò· ¦¥´¨Ö ¤²Ö É¥´§μ·  �°´ÏÉ¥°´  Gμν = Rμν − 1/2 gμνR:

Gtt = −AΔB

B2
+

3Ḃ2

4B2
+

3A∂jB∂jB

4B3
, (3.60)

Gtj = Rtj , (3.61)

Gij = δij

(
ΔA

2A
+

ΔB

2B
− B̈

A
+

Ḃ2

4AB
+

ȦḂ

2A2
− ∂kA∂kA

4A2
− ∂kB∂kB

2B2

)
−

− ∂i∂jA

2A
− ∂i∂jB

2B
+

∂iA∂jA

4A2
+

3∂iB∂jB

4B2
+

∂iA∂jB + ∂jA∂iB

4AB
. (3.62)

’¥´§μ· Ô´¥·£¨¨-¨³¶Ê²Ó¸  ¢Ò¡· ´ ¢ Ëμ·³¥ ¨¤¥ ²Ó´μ° ¦¨¤±μ¸É¨ ¡¥§ ¤¨¸-
¸¨¶ É¨¢´ÒÌ ¶μ¶· ¢μ±:

Tμν = (ρ + P )UμUν − Pgμν , (3.63)

£¤¥ ρ ¨ P Å ¶²μÉ´μ¸ÉÓ Ô´¥·£¨¨ ¨ ¤ ¢²¥´¨¥ ¦¨¤±μ¸É¨ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ,
  4-¸±μ·μ¸ÉÓ · ¢´ 

Uμ =
dxμ

ds
¨ Uμ = gμαUα. (3.64)

ˆ´Ë¨´¨É¥§¨³ ²Ó´μ¥ Ë¨§¨Î¥¸±μ¥ (¸μ¡¸É¢¥´´μ¥) · ¸¸ÉμÖ´¨¥ ¥¸ÉÓ dl2 = B dr2.
�·¨ ÔÉμ³ ¢¥±Éμ· Ë¨§¨Î¥¸±μ° ¸±μ·μ¸É¨ μ¶·¥¤¥²Ö¥É¸Ö ± ± v =

√
B dr/dt. ŒÒ

¸Î¨É ¥³ 3-¸±μ·μ¸ÉÓ ³ ²μ° ¨ ¶·¥´¥¡·¥£ ¥³ Î²¥´ ³¨, ±¢ ¤· É¨Î´Ò³ ¶μ v. ‚ ·¥-
§Ê²ÓÉ É¥ ¶μ²ÊÎ ¥³

Uj = − Bvj√
A
√

1 − v2/A
≈ −Bvj√

A
, (3.65)

£¤¥ vj = vj . ˆ§ Ê¸²μ¢¨Ö

1 = gμνUμUν =
1
A

U2
t − 1

B
δkjUkUj ≈ 1

A
U2

t (3.66)

´ Ìμ¤¨³ Ut ≈ 1/
√

A. ’¥¶¥·Ó ³μ¦´μ § ¶¨¸ ÉÓ ±μ³¶μ´¥´ÉÒ É¥´§μ·  Ô´¥·£¨¨-
¨³¶Ê²Ó¸ :

Ttt = (ρ + P )U2
t − PA ≈ ρA, (3.67)

Tjt = (ρ + P )UtUj ≈ −(ρ + P )Bvj , (3.68)

Tij = (ρ + P )UiUj − Pgij ≈ PBδij . (3.69)
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“· ¢´¥´¨Ö μ¡Ð¥° É¥μ·¨¨ μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ¸É¨ μ¡ÒÎ´μ ¶¨ÏÊÉ¸Ö ¢ ¶·¥¤¥²¥
¸² ¡μ£μ ¶μ²Ö, ¶μÔÉμ³Ê ¢ ¢Ò· ¦¥´¨ÖÌ ¤²Ö É¥´§μ·  �¨ÎÎ¨ μ¶ÊÐ¥´Ò Î²¥´Ò,
¶·μ¶μ·Í¨μ´ ²Ó´Ò¥ Γ2. „¨ËË¥·¥´Í¨·ÊÖ (3.60) ¤²Ö Gtt-±μ³¶μ´¥´ÉÒ ¶μ ¢·¥-
³¥´¨,   (3.61) ¤²Ö ±μ³¶μ´¥´ÉÒ Gtj ¶μ ±μμ·¤¨´ É¥ xj , ¶μ²ÊÎ¨³ Ê· ¢´¥´¨¥
´¥¶·¥·Ò¢´μ¸É¨. ‚§Ö¢ ¶·μ¨§¢μ¤´ÊÕ ¶μ ¢·¥³¥´¨ μÉ Ê· ¢´¥´¨Ö ¤²Ö Gtj ¨ ¶·μ-
¨§¢μ¤´ÊÕ ¶μ xi μÉ Ê· ¢´¥´¨Ö ¤²Ö Gij , ¶μ²ÊÎ¨³ Ê· ¢´¥´¨¥ �°²¥· . �¤´ ±μ,
¥¸²¨ μ£· ´¨Î¨ÉÓ¸Ö Î²¥´ ³¨ ¶¥·¢μ£μ ¶μ·Ö¤±  ¶μ Γ ¢ É¥´§μ·¥ �¨ÎÎ¨, Ê· ¢´¥´¨Ö
´¥ ¡Ê¤ÊÉ ¸ ³μ¸μ£² ¸μ¢ ´´Ò³¨. �μÔÉμ³Ê ¶·¨ ¢Ò¢μ¤¥ Ê· ¢´¥´¨Ö ´¥¶·¥·Ò¢´μ-
¸É¨ ¨ Ê· ¢´¥´¨Ö �°²¥·  ¨§ Ê· ¢´¥´¨° �°´ÏÉ¥°´  ´Ê¦´μ ÊÎ¨ÉÒ¢ ÉÓ Î²¥´Ò,
¶·μ¶μ·Í¨μ´ ²Ó´Ò¥ Γ2, ¢ ¢Ò· ¦¥´¨ÖÌ ¤²Ö Rμν .

‘ ¤·Ê£μ° ¸Éμ·μ´Ò, ³μ¦´μ ¢Ò¡· ÉÓ ¡μ²¥¥ ¶·μ¸Éμ° ¶ÊÉÓ ¨ ¶μ²ÊÎ¨ÉÓ Ê· ¢-
´¥´¨Ö �°²¥·  ¨ ´¥¶·¥·Ò¢´μ¸É¨ ¨§ Ê¸²μ¢¨° DμT μ

j = 0 ¨ DμT μ
t = 0. ’ ±

± ± Ê ´ ¸ Î¥ÉÒ·¥ ´¥¨§¢¥¸É´Ò¥ ËÊ´±Í¨¨, ´ ³ ´Ê¦´Ò ¥Ð¥ ¤¢  Ê· ¢´¥´¨Ö. ŒÒ
³μ¦¥³ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ Ê· ¢´¥´¨¥ ¤²Ö Gtt ¨ ∂i∂j-±μ³¶μ´¥´ÉÊ Ê· ¢´¥´¨Ö ¤²Ö Gij

¢ ²¨´¥°´μ³ ¶μ·Ö¤±¥ ¶μ Γ. ‘μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ, ³Ò Ê¤¥·¦¨¢ ¥³ Éμ²Ó±μ Î²¥´Ò,
²¨´¥°´Ò¥ ¶μ ¶·μ¨§¢μ¤´Ò³ μÉ A ¨ B, ¶μ² £ Ö A = B = 1 ¢ ¤·Ê£¨Ì ¸²ÊÎ ÖÌ.

“· ¢´¥´¨Ö ¤²Ö Gtt ¨ ∂i∂j-±μ³¶μ´¥´É  Ê· ¢´¥´¨Ö ¤²Ö Gij ¨³¥ÕÉ ¢¨¤

−ΔB = ρ̃, (3.70 )

∂i∂j(A + B) = 0, (3.70¡)

£¤¥ ρ̃ = 8πρ/M2
Pl. “· ¢´¥´¨Ö ´¥¶·¥·Ò¢´μ¸É¨ ¨ �°²¥·  ¤ ÕÉ¸Ö, ¸μμÉ¢¥É-

¸É¢¥´´μ, ¢Ò· ¦¥´¨Ö³¨

ρ̇ + ∂j [(ρ + P )vj ] +
3
2
ρḂ = 0, (3.70¢)

ρv̇j + ∂jP +
1
2
ρ∂jA = 0. (3.70£)

ŒÒ ¸Î¨É ¥³, ÎÉμ Ëμ´μ¢ Ö ³¥É·¨±  ³¥¤²¥´´μ ³¥´Ö¥É¸Ö ± ± ËÊ´±Í¨Ö ¶·μ-
¸É· ´¸É¢  ¨ ¢·¥³¥´¨, ¨ ¨§ÊÎ ¥³ ³ ²Ò¥ Ë²Ê±ÉÊ Í¨¨ ¢μ±·Ê£ Ëμ´μ¢ÒÌ ¢¥²¨Î¨´:
ρ = ρb + δρ, δP = c2

sδρ, v = δv, A = Ab + δA, B = Bb + δB.
‘μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ Ö ¸¨¸É¥³  ²¨´¥°´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° ¤²Ö ¨´Ë¨´¨É¥§¨³ ²Ó´ÒÌ

¢μ§³ÊÐ¥´¨° ¨³¥¥É ¢¨¤

−ΔδB = δρ̃, (3.71)

∂i∂j(δA + δB) = 0, (3.72)

δρ̇ + ρb∂jδv
j +

3
2
ρbδḂ = 0, (3.73)

ρbδv̇j + ∂jδP +
1
2
ρb∂jδA = 0. (3.74)

“· ¢´¥´¨Ö (3.71)Ä(3.74) ¸μ¢¶ ¤ ÕÉ ¸ ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨³¨ Ê· ¢´¥´¨Ö³¨ ¢
±´¨£ Ì [19Ä21] ¢ ¸²ÊÎ ¥ ¸É É¨Î´μ° ‚¸¥²¥´´μ°, É. ¥. ¶·¨ a(t) = 1 ¨ H = 0.
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ŒÒ ¨Ð¥³ ·¥Ï¥´¨¥ ¢ ¢¨¤¥ ∼ exp [−iλt + ik · x] ¨ ¶μ²ÊÎ ¥³ ¸²¥¤ÊÕÐ¨¥
¢Ò· ¦¥´¨Ö ¤²Ö ¸μ¡¸É¢¥´´ÒÌ §´ Î¥´¨° Î ¸ÉμÉÒ:

λ2 =
c2
sk

2 − ρ̃b/2
1 + 3ρ̃b/(2k2)

. (3.75)

�ÉμÉ ·¥§Ê²ÓÉ É ¶μÎÉ¨ ¸μ¢¶ ¤ ¥É ¸ §´ Î¥´¨¥³ λ ¢ ´ÓÕÉμ´μ¢¸±μ³ ¸²ÊÎ ¥ (3.50).
„μ¶μ²´¨É¥²Ó´μ¥ ¸² £ ¥³μ¥ ¢ §´ ³¥´ É¥²¥ ¨´¤ÊÍ¨·Ê¥É¸Ö ·¥²ÖÉ¨¢¨¸É¸±¨³ ¨§³¥-
´¥´¨¥³ μ¡Ñ¥³  ¨ Ö¢²Ö¥É¸Ö ³ ²Ò³ ¤²Ö k ∼ kJ (3.48).

3.3. ‚μ§³ÊÐ¥´¨Ö ¶²μÉ´μ¸É¨ ¢ ³μ¤¨Ë¨Í¨·μ¢ ´´μ° £· ¢¨É Í¨¨. ‚ ³μ¤¨-
Ë¨Í¨·μ¢ ´´μ° É¥μ·¨¨ £· ¢¨É Í¨¨, μ¶¨¸Ò¢ ¥³μ° ¤¥°¸É¢¨¥³

S =
M2

Pl

16π

∫
d4x

√
−g[R + F (R)] + Sm,

² £· ´¦¨ ´ Ö¢²Ö¥É¸Ö ´¥²¨´¥°´μ° ËÊ´±Í¨¥° ±·¨¢¨§´Ò R, ¶μÔÉμ³Ê Ê· ¢´¥´¨Ö
¤¢¨¦¥´¨Ö Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´Ò³¨ Ê· ¢´¥´¨Ö³¨ ¢Ò¸μ±μ£μ (Î¥É¢¥·Éμ£μ)
¶μ·Ö¤± , ¨ Ô¢μ²ÕÍ¨Ö ¢μ§³ÊÐ¥´¨° ¶²μÉ´μ¸É¨ ¶·μ¨¸Ìμ¤¨É ¨´ Î¥, Î¥³ ¢ μ¡Ð¥°
É¥μ·¨¨ μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ¸É¨. ‚ ±μ¸³μ²μ£¨¨ ÔÉ  ¶·μ¡²¥³  · ¸¸³ É·¨¢ ² ¸Ó ¤²Ö
· §²¨Î´ÒÌ Ëμ·³ F (R) ¢ · ¡μÉ Ì [188Ä195]. �´ ²¨§ ¤¦¨´¸μ¢¸±μ° ´¥Ê¸Éμ°-
Î¨¢μ¸É¨ ¤²Ö §¢¥§¤´μ¶μ¤μ¡´ÒÌ μ¡Ñ¥±Éμ¢ ¢ ³μ¤¨Ë¨Í¨·μ¢ ´´μ° £· ¢¨É Í¨¨ ¡Ò²
¶·μ¢¥¤¥´ ¢ · ¡μÉ Ì [181, 182, 187]. ‚ ÔÉ¨Ì · ¡μÉ Ì ¶¥·ÉÊ·¡ É¨¢´μ¥ · §²μ-
¦¥´¨¥ F (R)-ËÊ´±Í¨¨ ¶·μ¢μ¤¨²μ¸Ó ²¨¡μ ¶·¨ R = 0, ²¨¡μ ¶·¨ R = Rc, £¤¥
Rc Å ¸μ¢·¥³¥´´μ¥ ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±μ¥ §´ Î¥´¨¥ ¸± ²Ö·  ±·¨¢¨§´Ò. �¨¦¥, ¸²¥-
¤ÊÖ ´ Ï¨³ · ¡μÉ ³ [136Ä139], ³Ò · ¸±² ¤Ò¢ ¥³ F (R) ¢μ±·Ê£ ±·¨¢¨§´Ò Ëμ´μ-
¢μ° ³¥É·¨±¨ Rb, ±μÉμ· Ö μ¡ÒÎ´μ §´ Î¨É¥²Ó´μ ¶·¥¢ÒÏ ¥É Rc. �Éμ ¶·¨¢μ¤¨É
± ´¥±μÉμ·Ò³ ±μ²¨Î¥¸É¢¥´´Ò³ · §²¨Î¨Ö³. Š·μ³¥ Éμ£μ, ³Ò ¨§ÊÎ ¥³ · §¢¨É¨¥
´¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¨ ´¥ Éμ²Ó±μ ´  ±¢ §¨¸É Í¨μ´ ·´μ³ Ëμ´¥, ± ± ÔÉμ μ¡ÒÎ´μ ¤¥-
² ¥É¸Ö, ´μ ¨ ´  Ëμ´¥ ¡Ò¸É·μ μ¸Í¨²²¨·ÊÕÐ¥° ±·¨¢¨§´Ò. Š ± μ¡¸Ê¦¤ ²μ¸Ó
¢ ¶. 1.2, É ±¨¥ ¢Ò¸μ±μÎ ¸ÉμÉ´Ò¥ ±μ²¥¡ ´¨Ö ¢μ§¡Ê¦¤ ÕÉ¸Ö ¢ ¸¦¨³ ÕÐ¨Ì¸Ö ¸¨-
¸É¥³ Ì ¸ · ¸ÉÊÐ¥° ¶²μÉ´μ¸ÉÓÕ Ô´¥·£¨¨. ‚ ÔÉμ³ ¸²ÊÎ ¥ ¢μ§´¨± ¥É ´¥ Éμ²Ó±μ
μ¡ÒÎ´μ¥ ·¥Ï¥´¨¥ „¦¨´¸  ¸μ ¸²¥£±  ¨§³¥´¥´´Ò³ (Ê³¥´ÓÏ¥´´Ò³) ³ ¸ÏÉ ¡μ³
¤²¨´Ò, ´μ ¨ ¶ · ³¥É·¨Î¥¸±μ¥ ·¥§μ´ ´¸´μ¥ Ê¸¨²¥´¨¥ ¢μ§³ÊÐ¥´¨° ¶²μÉ´μ¸É¨,
  É ±¦¥ ´μ¢Ò° ÔËË¥±É Ê¸¨²¥´¨Ö ¢μ§³ÊÐ¥´¨° §  ¸Î¥É ® ´É¨É·¥´¨Ö¯, ¸¢Ö§ ´-
´μ£μ ¸ μÉ·¨Í É¥²Ó´Ò³¨ §´ Î¥´¨Ö³¨ ±μÔËË¨Í¨¥´Éμ¢ ¶·¨ ´¥Î¥É´ÒÌ ¶·μ¨§¢μ¤-
´ÒÌ ¢ Ê· ¢´¥´¨¨ ¤¢¨¦¥´¨Ö.

3.3.1. “· ¢´¥´¨¥ Ô¢μ²ÕÍ¨¨. 	Ê¤¥³ ¸Î¨É ÉÓ, ÎÉμ Ëμ´μ¢ Ö ³¥É·¨±  ³ ²μ
μÉ±²μ´Ö¥É¸Ö μÉ ³¥É·¨±¨ Œ¨´±μ¢¸±μ£μ, ¢ Éμ ¢·¥³Ö ± ± ¶·μ¨§¢μ¤´Ò¥ ³¥É·¨±¨
³μ£ÊÉ ¸¨²Ó´μ μÉ²¨Î ÉÓ¸Ö μÉ ¨Ì §´ Î¥´¨° ¢ �’�. ‚ Î ¸É´μ¸É¨, ¸± ²Ö· ±·¨-
¢¨§´Ò R ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ ¤ ²¥± μÉ RGR = −T̃ . ŒÒ · ¸¸³ É·¨¢ ¥³  ¸É·μ´μ-
³¨Î¥¸±¨¥ ¸¨¸É¥³Ò, ¤²Ö ±μÉμ·ÒÌ |R| 
 |Rc|, ´μ R � m2, £¤¥ m Å ³ ¸¸ 
¸± ²Ö·μ´ . �¡  μ£· ´¨Î¥´¨Ö Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ¥¸É¥¸É¢¥´´Ò³¨ ¤²Ö μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ ¶²μÉ-
´ÒÌ ¸¨¸É¥³, ¢ ±μÉμ·ÒÌ ¶²μÉ´μ¸ÉÓ ¶·¥¢ÒÏ ¥É ¸·¥¤´¨° ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±¨° Ëμ´,
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´μ μ¸É ¥É¸Ö ³¥´ÓÏ¥, Î¥³ M2
Plm

2. �·¨ ÔÉμ³ ¥¸É¥¸É¢¥´´μ μ¦¨¤ ÉÓ, ÎÉμ

|F (R)| � |R|, |F ′(R)| � 1. (3.76)

�Éμ ¡¥§Ê¸²μ¢´μ ¢Ò¶μ²´Ö¥É¸Ö ¤²Ö ³μ¤¥²¨ (1.20), ¤²Ö ±μÉμ·μ° ¶·¨ R 
 Rc

¨³¥¥³

F (R) ≈ −λRc

[
1 −

(
Rc

R

)2n
]
− R2

6m2
. (3.77)

“· ¢´¥´¨Ö ¤¢¨¦¥´¨Ö (B.33) ¢ ÔÉμ³ ¸²ÊÎ ¥ ³μ¦´μ  ¶¶·μ±¸¨³¨·μ¢ ÉÓ ± ±

Gμν +
1

3ω2

(
∇μ∇ν − gμν∇2

)
R =

8π

M2
Pl

Tμν ≡ T̃μν , (3.78)

£¤¥ Gμν = Rμν − gμνR/2 Å μ¡ÒÎ´Ò° É¥´§μ· �°´ÏÉ¥°´ ,  

ω−2 = −3F ′′
RR. (3.79)

Š ± μ¡ÒÎ´μ, ³¥É·¨±  ¨ ±·¨¢¨§´  · ¸±² ¤Ò¢ ÕÉ¸Ö ¢μ±·Ê£ ¨Ì Ëμ´μ¢ÒÌ §´ Î¥-
´¨° ¢ ¶¥·¢μ³ ¶μ·Ö¤±¥ ¶μ ³ ²Ò³ ¢μ§³ÊÐ¥´¨Ö³:

A = Ab + δA, B = Bb + δB, R = Rb + δR. (3.80)

”μ´μ¢ Ö ³¥É·¨±  ¤²Ö ¸Ë¥·¨Î¥¸±¨-¸¨³³¥É·¨Î´μ£μ · ¸¶·¥¤¥²¥´¨Ö ¢¥Ð¥¸É¢ 
¨§ÊÎ ² ¸Ó ³´μ£¨³¨  ¢Éμ· ³¨. ‡¤¥¸Ó ¤²Ö ·¥Ï¥´¨Ö ¢μ ¢´ÊÉ·¥´´¥° μ¡² ¸É¨ ³Ò
¨¸¶μ²Ó§Ê¥³ Ëμ·³Ê (3.28), (3.29), ´ °¤¥´´ÊÕ ¢ ´ Ï¥° · ¡μÉ¥ [135]:

Bb(r, t) = 1 +
2M(r, t)
M2

Plr
≡ 1 + B1, (3.81)

Ab(r, t) = 1 +
Rb(t) r2

6
+ A1(r, t), (3.82)

£¤¥ M Å ¶μ²´ Ö ³ ¸¸  · ¸¸³ É·¨¢ ¥³μ£μ μ¡Ñ¥±É  (3.25),   ËÊ´±Í¨Ö A1(r, t)
¤ ¥É¸Ö Ê· ¢´¥´¨¥³ (3.30). Œ¥É·¨Î¥¸±¨¥ ËÊ´±Í¨¨ A1 ¨ B1 §¤¥¸Ó É ±¨¥ ¦¥,
± ± ¨ ¢ μ¡Ð¥° É¥μ·¨¨ μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ¸É¨,   ¥¤¨´¸É¢¥´´μ¥ μÉ²¨Î¨¥ μÉ �’�
¸μ¤¥·¦¨É¸Ö ¢μ ¢Éμ·μ³ ¸² £ ¥³μ³ Ê· ¢´¥´¨Ö (3.82).

�¢μ²ÕÍ¨Ö ¢μ§³ÊÐ¥´¨° ¨§ÊÎ ¥É¸Ö ¢ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¨ ¶μ¸ÉμÖ´´μ° ω. �Éμ Ìμ-
·μÏ Ö  ¶¶·μ±¸¨³ Í¨Ö, ¥¸²¨ Rb ≈ RGR = −T̃ Ö¢²Ö¥É¸Ö ³¥¤²¥´´μ ³¥´ÖÕÐ¥°¸Ö
ËÊ´±Í¨¥° ¢·¥³¥´¨. ‚ ³μ¤¥²¨ (3.77)

ω2 =

[
1

m2
+

6λn(2n + 1)
|Rc|

(
Rc

R

)2n+2
]−1

. (3.83)

Šμ¸³μ²μ£¨Î¥¸±¨¥ ¢μ§³ÊÐ¥´¨Ö ´ Î¨´ ÕÉ · ¸É¨ ¢ ´ Î ²¥ ´¥·¥²ÖÉ¨¢¨¸É¸±μ°
¸É ¤¨¨, ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¥° ±· ¸´μ³Ê ¸³¥Ð¥´¨Õ zeq = 104, ±μ£¤  Rc/Req ∼
10−12. ’ ±, ¤²Ö m = 105 ƒÔ‚, ÎÉμ Ö¢²Ö¥É¸Ö ´¨¦´¥° £· ´¨Í¥° ³ ¸¸Ò ¨§ ¶¥·-
¢¨Î´μ£μ ´Ê±²¥μ¸¨´É¥§  [126], ω ³μ¦¥É ¸Î¨É ÉÓ¸Ö ¶μ¸ÉμÖ´´μ°, ¥¸²¨ n � 3. „²Ö
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¸¨¸É¥³ ¸ ¶²μÉ´μ¸ÉÓÕ Ô´¥·£¨¨ ¶μ·Ö¤±  1 £/¸³3 Î ¸ÉμÉ  ω ¡Ê¤¥É μ¸É ¢ ÉÓ¸Ö ¶μ-
¸ÉμÖ´´μ° ¤²Ö n � 1. …¸²¨ ω · ¸É¥É ¸μ ¢·¥³¥´¥³, ·μ¸É ¢μ§³ÊÐ¥´¨° ¡Ê¤¥É ¶·μ-
¨¸Ìμ¤¨ÉÓ ¤ ¦¥ ¡Ò¸É·¥¥, Î¥³ ¢ ¸²ÊÎ ¥ ¶μ¸ÉμÖ´´μ° ω. …¸²¨ ¢ Ê· ¢´¥´¨¨ (3.83)
¤μ³¨´¨·Ê¥É ¢Éμ·μ¥ ¸² £ ¥³μ¥, Éμ

ω2 =
|Rc|

6λn(2n + 1)

(
R

Rc

)2n+2

, (3.84)

¨ Î ¸ÉμÉ  ³μ¦¥É ¸¨²Ó´μ § ¢¨¸¥ÉÓ μÉ ¢·¥³¥´¨, ´ ·ÊÏ Ö ¶·¨¡²¨¦¥´¨¥ ω =
const. �Éμ ¡Ê¤¥É É ± ¤²Ö ¢Ò¸μ±μÎ ¸ÉμÉ´ÒÌ μ¸Í¨²²¨·ÊÕÐ¨Ì ·¥Ï¥´¨°, ´ °¤¥´-
´ÒÌ ¢ ´ Ï¨Ì · ¡μÉ Ì [131, 132], £¤¥ ¸± ²Ö· ±·¨¢¨§´Ò R ¸¨²Ó´μ μÉ±²μ´Ö¥É¸Ö
μÉ RGR, ÌμÉÖ Ê¸²μ¢¨¥ R 
 RGR Ê³¥´ÓÏ ¥É ¢Éμ·μ¥ ¸² £ ¥³μ¥ ¢ (3.83). ’¥³
´¥ ³¥´¥¥ ¢ ¤ ²Ó´¥°Ï¥³ ³Ò ¶μ² £ ¥³ ω = const ¨ ¨§ÊÎ ¥³ · §¢¨É¨¥ ´¥Ê¸Éμ°-
Î¨¢μ¸É¥° ¢ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ³ Ê· ¢´¥´¨¨ Î¥É¢¥·Éμ£μ ¶μ·Ö¤± , μ¶¨¸Ò¢ ÕÐ¥³
·μ¸É ¢μ§³ÊÐ¥´¨° ¢ É ±μ° ³μ¤¥²¨. ‚ ÔÉμ³ ¸²ÊÎ ¥ Ô¢μ²ÕÍ¨Ö ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¥°
¸¨²Ó´μ μÉ²¨Î ¥É¸Ö μÉ ¸É ´¤ ·É´μ° ¸¨ÉÊ Í¨¨, μ¶¨¸Ò¢ ¥³μ° Ê· ¢´¥´¨¥³ ¢Éμ-
·μ£μ ¶μ·Ö¤±  ¢ μ¡Ð¥° É¥μ·¨¨ μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ¸É¨. ŒÒ ´¥ ¡Ê¤¥³ μ£· ´¨Î¨¢ ÉÓ
¸¥¡Ö ±μ´±·¥É´Ò³ ¢Ò¡μ·μ³ F (R)-ËÊ´±Í¨¨, ´μ ¡Ê¤¥³ ¸Î¨É ÉÓ, ÎÉμ ¢Ò¸μ±μ-
Î ¸ÉμÉ´Ò¥ ±μ²¥¡ ´¨Ö ±·¨¢¨§´Ò Ö¢²ÖÕÉ¸Ö μ¡Ð¨³ Ö¢²¥´¨¥³ ¢ É ±¨Ì ³μ¤¥²ÖÌ.
„¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ, ¢¸¥ ¨§¢¥¸É´Ò¥ F (R)-¸Í¥´ ·¨¨ ¶·¨¢μ¤ÖÉ ± ¸¨´£Ê²Ö·´μ¸É¨ ¸
R → +∞, ¥¸²¨ R2/m2-Î²¥´ ´¥ ¤μ¡ ¢²¥´ ¤²Ö ¶·¥¤μÉ¢· Ð¥´¨Ö ÔÉμ£μ. �Éμ ¸² -
£ ¥³μ¥ ¸μ§¤ ¥É μÉÉ ²±¨¢ ÕÐ¨° ÔËË¥±É¨¢´Ò° ¶μÉ¥´Í¨ ² ¤²Ö Ô¢μ²ÕÍ¨¨ R ¨
¢Ò§Ò¢ ¥É μ¸Í¨²²ÖÍ¨¨.

Š ± ¨ ¢ ¶. 3.2.2, ³Ò μ¶¨¸Ò¢ ¥³ Ô¢μ²ÕÍ¨Õ ¢μ§³ÊÐ¥´¨°, ¨¸¶μ²Ó§ÊÖ Ê· ¢-
´¥´¨¥ ¤²Ö Gtt-±μ³¶μ´¥´ÉÒ É¥´§μ·  �°´ÏÉ¥°´ , ∂i∂j-±μ³¶μ´¥´ÉÊ Ê· ¢´¥´¨Ö
¤²Ö Gij ,   É ±¦¥ Ê· ¢´¥´¨Ö �°²¥·  ¨ ´¥¶·¥·Ò¢´μ¸É¨, ¶μ²ÊÎ¥´´Ò¥ ¨§ Ê¸²μ¢¨°
±μ¢ ·¨ ´É´μ£μ ¸μÌ· ´¥´¨Ö DμT μ

j = 0 ¨ DμT μ
t = 0. �¤´ ±μ É¥¶¥·Ó ³Ò ´¥

¡Ê¤¥³ μ£· ´¨Î¨¢ ÉÓ¸Ö ¸²ÊÎ ¥³ ³¥¤²¥´´μ ³¥´ÖÕÐ¥°¸Ö Ëμ´μ¢μ° ³¥É·¨±¨,  ,
¸²¥¤ÊÖ · ¡μÉ¥ [137], ÊÎÉ¥³ ¨§³¥´¥´¨¥ ³¥É·¨±¨ ¸μ ¢·¥³¥´¥³, ÎÉμ ¶·¨¢μ¤¨É ±
´¥¸±μ²Ó±¨³ ´μ¢Ò³ ÔËË¥±É ³.

Šμ³¶μ´¥´É  ®tt¯ Ê· ¢´¥´¨Ö (3.78) ¨³¥¥É ¢¨¤

−ΔB

B2
+

1
3ω2B

(
ΔR − 3ḂṘ

2A
+

∂iB∂iR

2B

)
= ρ̃, (3.85)

¶μ¸±μ²Ó±Ê, ¢ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¨ ¸ (3.60) ¨ (3.67), Gtt = −AΔB/B2,   T̃tt = ρ̃A.
	Ê¤¥³ ¸Î¨É ÉÓ, ÎÉμ Ëμ´μ¢ Ö ³¥É·¨±  ¸² ¡μ § ¢¨¸¨É μÉ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥´´ÒÌ ±μ-
μ·¤¨´ É, ´μ ¡Ò¸É·μ μ¸Í¨²²¨·Ê¥É ¸μ ¢·¥³¥´¥³, ¶μÔÉμ³Ê ¶μ¸²¥¤´¨³ ¸² £ ¥³Ò³
¢ ±·Ê£²ÒÌ ¸±μ¡± Ì ¢ (3.85) ³μ¦´μ ¶·¥´¥¡·¥ÎÓ.

’ ± ± ± Ëμ´μ¢Ò¥ ¢¥²¨Î¨´Ò Rb ¨, ¸μ£² ¸´μ (3.29), Ab Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ¡Ò¸É·μ
μ¸Í¨²²¨·ÊÕÐ¨³¨ ËÊ´±Í¨Ö³¨ ¢·¥³¥´¨ ¸ ¢μ§³μ¦´μ ¡μ²ÓÏμ°  ³¶²¨ÉÊ¤μ° (®¶¨-
± ³¨¯, ´ °¤¥´´Ò³¨ ¢ · ¡μÉ Ì [131,132]), ¨Ì ¶·μ¨§¢μ¤´Ò¥ ¶μ ¢·¥³¥´¨ ¢¥²¨±¨,
¨ ³Ò ¡Ê¤¥³ Ê¤¥·¦¨¢ ÉÓ Î²¥´Ò ¢Éμ·μ£μ ¶μ·Ö¤±  ¶μ ∂t, É ±¨¥ ± ± ∂2

t A, ∂tA∂tR,
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¨ É. ¤. ‘μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ, Ê· ¢´¥´¨¥ ¤²Ö Ë²Ê±ÉÊ Í¨° ¶·¨´¨³ ¥É ¢¨¤

−ΔδB − 2ρ̃b δB +
1

3ω2

(
ΔδR − 3

2
δḂṘb

)
= δρ̃, (3.86)

£¤¥ Ë²Ê±ÉÊ Í¨Ö ±·¨¢¨§´Ò δR, ´ °¤¥´´ Ö ¨§ (3.59), · ¢´ 

δR = ΔδA − 3δB̈ + 2ΔδB +
3
2
ȦbδḂ. (3.87)

ŒÒ ¸Î¨É ¥³, ÎÉμ ¶·μ¨§¢μ¤´ Ö Ḃb ³ ²  ¶μ ¸· ¢´¥´¨Õ ¸ Ȧb ¨ Ṙb (¸³. (3.81) ¨
(3.82)), ¨ ¶μ² £ ¥³ Ab = Bb = 1 ¢ §´ ³¥´ É¥²ÖÌ ¤·μ¡¥° ¢ (3.86).

�´ ²μ£¨Î´μ ´ Ìμ¤¨³ ∂i∂j-±μ³¶μ´¥´ÉÊ Ê· ¢´¥´¨Ö ¤²Ö Gij :

∂i∂j

(
δA + δB − 2δR

3ω2

)
= 0. (3.88)

“· ¢´¥´¨¥ ´¥¶·¥·Ò¢´μ¸É¨, ¶μ²ÊÎ¥´´μ¥ ¨§ ∇μT μ
t = 0, § ¶¨Ï¥É¸Ö ± ±

δρ̇ + ρb∂jU
j +

3
2
ρbδḂ = 0, (3.89)

¢ Éμ ¢·¥³Ö ± ± Ê· ¢´¥´¨¥ �°²¥· , ∇μT μ
j = 0, ¡Ê¤¥É ¨³¥ÉÓ ¢¨¤

ρbδU̇j + ∂jP +
1
2
ρb∂jδA +

1
2
ȦbρbUj = 0. (3.90)

‚¢μ¤Ö U j = −Uj = −∂jσ, P = c2
sδρ ¨ ¶·¥¤¸É ¢²ÖÖ ·¥Ï¥´¨¥ ¢ ¢¨¤¥

∼ exp [−ik ·x], ¶μ²ÊÎ¨³ ¸²¥¤ÊÕÐÊÕ ¸¨¸É¥³Ê Ê· ¢´¥´¨° ¤²Ö ¶ÖÉ¨ ´¥¨§¢¥¸É´ÒÌ
ËÊ´±Í¨° ¢·¥³¥´¨, δA, δB, δR, δρ̃ ¨ σ:

3ω2(k2 − 2ρ̃b)δB − 3
2
δḂṘb − k2δR − 3ω2δρ̃ = 0, (3.91)

δR =
3
2
ω2(δA + δB), (3.92)

δR = −k2δA − 3δB̈ − 2k2δB +
3
2
ȦbδḂ, (3.93)

δ ˙̃ρ + ρ̃bk
2σ +

3
2
ρ̃bδḂ = 0, (3.94)

ρ̃bσ̇ − c2
sδρ̃ +

1
2
ρ̃b(Ȧbσ − δA) = 0. (3.95)

�  ¤ ´´μ³ ÔÉ ¶¥ ´Ê¦´μ μ¡μ¸´μ¢ ÉÓ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´¨¥ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨° ”Ê·Ó¥
¶·¨ ¢Ò¢μ¤¥ Ê· ¢´¥´¨° (3.91)Ä(3.95). �·¥μ¡· §μ¢ ´¨¥ ”Ê·Ó¥ ´ ¤ ¶·μ¸É· ´-
¸É¢¥´´Ò³¨ ¶¥·¥³¥´´Ò³¨ ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ ¶·μ¢¥¤¥´μ, Éμ²Ó±μ ¥¸²¨ ±μÔËË¨Í¨¥´ÉÒ
¢ Ê· ¢´¥´¨ÖÌ ´¥ § ¢¨¸ÖÉ μÉ ±μμ·¤¨´ É. �Éμ ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ É ± ¢ ´¥±μÉμ·ÒÌ Ë¨-
§¨Î¥¸±¨ ¨´É¥·¥¸´ÒÌ ¸²ÊÎ ÖÌ, μ¤´ ±μ ¢ ´ Ï¥³ ¶·¨³¥·¥ ³¥É·¨Î¥¸± Ö ËÊ´±Í¨Ö
Ab Ö¢´μ § ¢¨¸¨É μÉ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥´´ÒÌ ±μμ·¤¨´ É, Ë ±É¨Î¥¸±¨ (¸³. (3.82)):

Ab = 1 +
Rbr

2

6
. (3.96)



1216 ��	“‡�‚� ….‚., „�‹ƒ�‚ �. „.

�Î¥¢¨¤´μ, ¶·¨ ¤μ¸É ÉμÎ´μ ³ ²ÒÌ r É ±¨Ì, ÎÉμ Rbr
2/6 � 1, ³μ¦´μ ¶μ²´μ¸ÉÓÕ

¶·¥´¥¡·¥ÎÓ ÔÉ¨³ Î²¥´μ³ ¨ ¸¤¥² ÉÓ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨¥ ”Ê·Ó¥. �¤´ ±μ, μÉ¡·μ¸¨¢
¸² £ ¥³μ¥ Rbr

2/6, ³Ò ¨¸±²ÕÎ¨³ ¢²¨Ö´¨¥ § ¢¨¸ÖÐ¥£μ μÉ ¢·¥³¥´¨ Ëμ´ , ¶·¨-
¢μ¤ÖÐ¥£μ ± ´μ¢Ò³ Ëμ·³ ³ ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¨.

’¥³ ´¥ ³¥´¥¥ ³Ò ³μ¦¥³ ÊÎ¥¸ÉÓ ÔËË¥±ÉÒ r-§ ¢¨¸¨³ÒÌ Î²¥´μ¢ ¨ μ¡μ-
¸´μ¢ ÉÓ ¶·¨³¥´¨³μ¸ÉÓ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨Ö ”Ê·Ó¥ ¢ ¶·¥¤¥²¥ ± ± ¡μ²ÓÏ¨Ì, É ± ¨
³ ²ÒÌ r.

�·¨ ¡μ²ÓÏ¨Ì r ËÊ·Ó¥-¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨¥ ¶·¨³¥´¨³μ ¢  ¤¨ ¡ É¨Î¥¸±μ³ ¸²Ê-
Î ¥, ±μ£¤  Ëμ´μ¢Ò¥ ¢¥²¨Î¨´Ò ³ ²μ ³¥´ÖÕÉ¸Ö ´  μ¤´μ° ¤²¨´¥ ¢μ²´Ò ¢μ§³ÊÐ¥-
´¨°, λ = 2π/k. „¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ, ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨¥ ”Ê·Ó¥ Ê· ¢´¥´¨° ¸ÊÐ¥¸É¢¥´-
´Ò³ μ¡· §μ³ ¸μ¸Éμ¨É ¢ ¨Ì Ê³´μ¦¥´¨¨ ´  exp (ik ·r) ¨ ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨¨ ¶μ d3r.
…¸²¨ ±μÔËË¨Í¨¥´ÉÒ ²¨´¥°´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° ¤²Ö ¡¥¸±μ´¥Î´μ ³ ²ÒÌ ¢μ§³ÊÐ¥´¨°
´¥ § ¢¨¸ÖÉ μÉ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥´´ÒÌ ±μμ·¤¨´ É, ³Ò ¶·¨Ìμ¤¨³, ± ± μ¡ÒÎ´μ, ±  ²-
£¥¡· ¨Î¥¸±μ° ¸¨¸É¥³¥ ²¨´¥°´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° ¤²Ö ËÊ·Ó¥-³μ¤ Ë²Ê±ÉÊ Í¨°. …¸²¨,
± ± ¢ ´ Ï¥³ ¸²ÊÎ ¥, ´¥±μÉμ·Ò¥ ±μÔËË¨Í¨¥´ÉÒ ¢ ¨¸Ìμ¤´ÒÌ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó-
´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨ÖÌ § ¢¨¸ÖÉ μÉ r, Éμ ³Ò ¢¸¥ · ¢´μ ³μ¦¥³ ¶·¥μ¡· §μ¢ ÉÓ ´ Ï¨
Ê· ¢´¥´¨Ö, ¢ÒÎ¨¸²ÖÖ ¨´É¥£· ² d3r exp (ik · r) ´¥ ¶μ ¢¸¥³Ê ¶·μ¸É· ´¸É¢Ê,   ¢
´¥±μÉμ·μ° μ±·¥¸É´μ¸É¨ Ë¨±¸¨·μ¢ ´´μ£μ §´ Î¥´¨Ö r = r0 ¸ · ¤¨Ê¸μ³ Δr,
¢Ò¡· ´´Ò³ É ±, ÎÉμ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥´´μ-§ ¢¨¸¨³Ò¥ ±μÔËË¨Í¨¥´ÉÒ ¶· ±É¨Î¥¸±¨
¶μ¸ÉμÖ´´Ò ¢ ¶·¥¤¥² Ì ¤ ´´μ° μ±·¥¸É´μ¸É¨. „²Ö ÔÉμ£μ ´¥μ¡Ìμ¤¨³μ, ÎÉμ¡Ò
μ¡² ¸ÉÓ ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨Ö ¸μ¤¥·¦ ²  ³´μ£μ ¤²¨´ ¢μ²´, É. ¥. kΔr 
 1, ¨ ¢ Éμ ¦¥
¢·¥³Ö Δr ¤μ²¦´μ ¡ÒÉÓ ¤μ¸É ÉμÎ´μ ³ ²Ò³, ÎÉμ¡Ò r-§ ¢¨¸¨³Ò¥ ±μÔËË¨Í¨¥´ÉÒ
³μ£²¨ · ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ¸Ö ± ± ¶·¨¡²¨§¨É¥²Ó´μ ¶μ¸ÉμÖ´´Ò¥. ˆ§-§  ¡μ²ÓÏμ° ¢¥²¨-
Î¨´Ò kΔr É ±μ° ¨´É¥£· ² ¡Ê¤¥É ¡²¨§μ± ± ·¥ ²Ó´μ³Ê ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨Õ ”Ê·Ó¥
¸ ¡¥¸±μ´¥Î´Ò³¨ ¶·¥¤¥² ³¨ ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨Ö.

�Éμ, ¶μ ¸ÊÐ¥¸É¢Ê, ¶μ§¢μ²Ö¥É ´ ³ · ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ r ± ± ¶μ¸ÉμÖ´´Ò° ¶ -
· ³¥É·. Šμ´¥Î´Ò¥ ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ, ´¥¸μ³´¥´´μ, ¡Ê¤ÊÉ § ¢¨¸¥ÉÓ μÉ · ¤¨Ê¸  r, ¢
¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ¸É¨ ³Ò ¶·¥¤¸É ¢¨³ ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ, ¶μ²ÊÎ¥´´Ò¥ ¢ ¤¢ÊÌ · §´ÒÌ ¶·¥-
¤¥² Ì kr 
 1 ¨ kr � 1. �¥·¢μ¥ Ê¸²μ¢¨¥ Ö¢²Ö¥É¸Ö ¡μ²¥¥ ¥¸É¥¸É¢¥´´Ò³, É ±
± ±  ¤¨ ¡ É¨Î¥¸±μ¥ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¥ ¶μ¤· §Ê³¥¢ ¥É krm 
 1,   ¡μ²ÓÏ¨´¸É¢μ
§´ Î¥´¨° r ³¥´ÓÏ¥, ´μ ¶·¨³¥·´μ Éμ£μ ¦¥ ¶μ·Ö¤±  ¢¥²¨Î¨´Ò, ÎÉμ ¨ μ£· ´¨-
Î¨¢ ÕÐ¨° · ¤¨Ê¸ rm. ‚Éμ·μ¥ Ê¸²μ¢¨¥ ¢Ò¶μ²´Ö¥É¸Ö Éμ²Ó±μ ¢¡²¨§¨ Í¥´É· 
μ¡² ± , É. ¥. ¶·¨ μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ ³ ²ÒÌ §´ Î¥´¨ÖÌ r; μ¤´ ±μ ÔÉμ ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ
´¥¶·¥´¥¡·¥¦¨³ Ö Î ¸ÉÓ ¢¸¥° ¸¨¸É¥³Ò.

ˆ¸¸²¥¤Ê¥³ ÔÉ¨ Ê¸²μ¢¨Ö ¡μ²¥¥ ±μ²¨Î¥¸É¢¥´´μ. �μÉ·¥¡Ê¥³, ÎÉμ¡Ò ¢μ§³ÊÐ¥-
´¨Ö ¡Ò¸É·μ ³¥´Ö²¨¸Ó ¶μ ¸· ¢´¥´¨Õ ¸ Ëμ´μ³, É. ¥.∣∣∣∣∂rAb

Ab

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣∂2
rAb

∂rAb

∣∣∣∣ � k, (3.97)

ÎÉμ ¸ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´¨¥³ Ê· ¢´¥´¨Ö (3.96) ¶μ¤· §Ê³¥¢ ¥É

|Rb|r2 � 1, kr 
 1. (3.98)
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� ¸¸³ É·¨¢ Ö ¢μ²´μ¢Ò¥ Î¨¸²  k 
 r−1
m ¨ ¸Î¨É Ö, ÎÉμ |Rb|r2

m � 1, ± ± ÔÉμ
¨³¥¥É ³¥¸Éμ ¤²Ö ¤μ¸É ÉμÎ´μ · §·¥¦¥´´ÒÌ ¸¨¸É¥³, ¶μ²ÊÎ ¥³, ÎÉμ Ê¸²μ¢¨Ö ¢ÒÏ¥
Ìμ·μÏμ ¢Ò¶μ²´ÖÕÉ¸Ö,   ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨¥ ”Ê·Ó¥ ´ ¤¥¦´μ. Œ ¸¸  · ¸¸³ É·¨¢ -
¥³μ£μ μ¡Ñ¥±É  · ¢´  Mtot = 4πρbr

3
m/3. �·¥¤¸É ¢¨³ ¶²μÉ´μ¸ÉÓ ρ̃b ± ±

ρ̃b ≡ 8πρb

M2
Pl

=
3rg

r3
m

, (3.99)

£¤¥ rg = 2Mtot/M
2
Pl Å £· ¢¨É Í¨μ´´Ò° (Ï¢ ·ÍÏ¨²Ó¤μ¢¸±¨°) · ¤¨Ê¸ ¸¨¸É¥³Ò.

‘μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ, Ê¸²μ¢¨¥ (3.98) ¶·¨´¨³ ¥É ¢¨¤

|Rb|
ρ̃b

� rm

3rg
, (3.100)

Ê¸É ´ ¢²¨¢ Ö ¢¥·Ì´¥¥ §´ Î¥´¨¥  ³¶²¨ÉÊ¤Ò ±μ²¥¡ ´¨° ±·¨¢¨§´Ò, ¶·¨ ±μÉμ·μ³
´ Ï¨  ¶¶·μ±¸¨³ Í¨¨ ´ ·ÊÏ ÕÉ¸Ö. �Éμ μ£· ´¨Î¥´¨¥ μ¸É ¢²Ö¥É ¶μ¤Ìμ¤ÖÐ¥°
¤²Ö  ´ ²¨§  ¡μ²ÓÏÊÕ μ¡² ¸ÉÓ ·¥Ï¥´¨°. � ¶·¨³¥·, ¤²Ö μ¡² ±  ¸μ²´¥Î´μ°
³ ¸¸Ò ¸ ¶²μÉ´μ¸ÉÓÕ ³ ¸¸Ò 10−24 £/¸³3 μÉ´μÏ¥´¨¥ rm/rg ∼ 1013.

�  μ¸´μ¢ ´¨¨ ¸¤¥² ´´ÒÌ ¢ÒÏ¥ ±μ³³¥´É ·¨¥¢ ¶μ²ÊÎ¨³ ¨§ ¸¨¸É¥³Ò (3.91)Ä
(3.95), ¸μ¸ÉμÖÐ¥° ¨§ ¶ÖÉ¨ Ê· ¢´¥´¨° ´¨§±¨Ì ¶μ·Ö¤±μ¢ ¤²Ö ¶ÖÉ¨ ´¥¨§¢¥¸É´ÒÌ
ËÊ´±Í¨°, ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥ Î¥É¢¥·Éμ£μ ¶μ·Ö¤±  ¤²Ö μ¤´μ° ËÊ´±-
Í¨¨ δB:

δ
....

B−δ
...

B

(
1 +

2k2

3ω2

)
Ṙb

2k2
+

+ δB̈

[
ω2 − ρ̃bω

2

2k2

(
1 +

8k2

3ω2

)
+ k2(1 + c2

s) − Äb−

− 1
k2

(
1 +

2k2

3ω2

)(
R̈b +

ȦbṘb

4

)
− Ȧ2

b

4

]
+

+ δḂ

[
−

...

Ab

2
− 1

4k2

(
1 +

2k2

3ω2

)(
2

...

Rb + ȦbR̈b + 2Ṙbc
2
sk

2
)
− Äb Ȧb

4
+

+
Ȧb

2

(
ω2 + k2(1 − c2

s) +
2ρ̃b

3
− ρ̃bω

2

2k2

)]
+

+ δB

[
c2
sk

2(k2 + ω2) − 2c2
sρ̃bω

2

(
1 +

2k2

3ω2

)
− ρ̃bω

2

2

(
1 +

4k2

3ω2

)]
= 0.

(3.101)

‚ ¡μ²ÓÏμ³ ¤¨ ¶ §μ´¥ ¶ · ³¥É·μ¢, ¶·¨ ±μÉμ·ÒÌ ¢Ò¶μ²´Ö¥É¸Ö Ê¸²μ-

¢¨¥ (3.98), ¸¶· ¢¥¤²¨¢Ò ´¥· ¢¥´¸É¢  Ȧ2
b � Äb, ȦbṘb � R̈b, ȦbÄb �

...

Ab



1218 ��	“‡�‚� ….‚., „�‹ƒ�‚ �. „.

¨ ȦbR̈b �
...

Rb, É ± ÎÉμ ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨³¨ ¸² £ ¥³Ò³¨ ¢ (3.101) ³μ¦´μ ¶·¥-
´¥¡·¥ÎÓ. ‚ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¨ ¸ (3.82) ¶μ²μ¦¨³ Ab = 1 + Rb r2/6. ’μ£¤  ¶μ²ÊÎ ¥³

δ
....

B − δ
...

B

(
1 +

2k2

3ω2

)
Ṙb

2k2
+

+ δB̈

[
ω2 − ρ̃bω

2

2k2

(
1 +

8k2

3ω2

)
+ k2(1 + c2

s) −
R̈b

k2

(
1 +

2k2

3ω2

)]
+

+ δḂ

[
−

...

Rb

2k2

(
1 +

2k2

3ω2

)
+

Ṙbr
2

12

(
ω2 + k2(1 − c2

s) +
2ρ̃b

3
− ρ̃bω

2

2k2

)
−

− Ṙbc
2
s

2

(
1 +

2k2

3ω2

)]
+

+ δB

[
c2
sk

2(k2 + ω2) − 2c2
sρ̃bω

2

(
1 +

2k2

3ω2

)
− ρ̃bω

2

2

(
1 +

4k2

3ω2

)]
= 0.

(3.102)

�Í¥´¨³ É¥¶¥·Ó Ë ±Éμ· (kr)2 ¢¡²¨§¨ ¥£μ ¤¦¨´¸μ¢¸±μ£μ §´ Î¥´¨Ö k = kJ =√
ρ̃/(2c2

s). ‘ ÊÎ¥Éμ³ (3.99) ¨³¥¥³

(rkJ )2 =
3

2c2
s

rgr2

r3
m

� 1 ⇒ c2
s 
 rg

rm
. (3.103)

„ ¦¥ ¤²Ö μÎ¥´Ó Ìμ²μ¤´μ£μ £ §  ¶·¨ É¥³¶¥· ÉÊ·¥ T = 10 K ¸±μ·μ¸ÉÓ §¢Ê± 
¸μ¸É ¢²Ö¥É μ±μ²μ c2

s ∼ T/mp ∼ 10−12, £¤¥ mp Å ³ ¸¸  ¶·μÉμ´ , ¶μÔÉμ³Ê
¶·¨¢¥¤¥´´μ¥ ¢ÒÏ¥ Ê¸²μ¢¨¥ (3.103) ¡Ê¤¥É ¢Ò¶μ²´ÖÉÓ¸Ö ¤²Ö · §Ê³´ÒÌ ¶²μÉ´μ-
¸É¥°. ‘ ¤·Ê£μ° ¸Éμ·μ´Ò, ¤²Ö μÎ¥´Ó ¶²μÉ´ÒÌ ¸¨¸É¥³ É ±¨Ì, ± ±, ´ ¶·¨³¥·,
´¥°É·μ´´Ò¥ §¢¥§¤Ò, ¸±μ·μ¸ÉÓ §¢Ê±  ¡²¨§±  ± ¥¤¨´¨Í¥ (¢ ¥¤¨´¨Í Ì ¸±μ·μ¸É¨
¸¢¥É ), ¨ μÉ´μÏ¥´¨¥ rg/rm É ±¦¥ ¶·¨¡²¨¦ ¥É¸Ö ± ¥¤¨´¨Í¥. �¤´ ±μ ¢ É ±¨Ì
¸¨¸É¥³ Ì Ëμ´μ¢μ¥ ¤ ¢²¥´¨¥ μÉ²¨Î´μ μÉ ´Ê²Ö,   §¤¥¸Ó ³Ò ¨§ÊÎ ¥³ ´¥·¥²ÖÉ¨-
¢¨¸É¸±¨¥ ¸¨¸É¥³Ò ¸ Pb ≈ 0, ¶μÔÉμ³Ê ¶μ¸²¥¤´¨° ¸²ÊÎ ° ¢ÒÌμ¤¨É §  ¶·¥¤¥²Ò
¤μ¶Ê¸É¨³μ¸É¨ ´ Ï¨Ì ¶·¥¤¶μ²μ¦¥´¨°.

‚¢¥¤¥³ É¥¶¥·Ó ¡¥§· §³¥·´μ¥ ¢·¥³Ö τ = ωt, ¡¥§· §³¥·´Ò¥ ¶ · ³¥É·Ò

a ≡ ρ̃b

k2
, b ≡ k2

ω2
, c ≡ c2

s, χ = kr (3.104)

¨ ¡¥§· §³¥·´Ò¥ ËÊ´±Í¨¨ δB ≡ z, Rb = −ρ̃by.
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‚ É¥·³¨´ Ì ÔÉ¨Ì ¢¥²¨Î¨´ ³μ¦´μ § ¶¨¸ ÉÓ (3.102) ¢ ¡¥§· §³¥·´μ³ ¢¨¤¥:

z′′′′ +
a

2

(
1 +

2b

3

)
y′z′′′+

+ z′′

[
1 − a

2

(
1 +

8b

3

)
+ b(1 + c) + a

(
1 +

2b

3
+

χ2

6

)
y′′

]
+

+ z′

[
a

2

(
1 +

2b

3
+

χ2

6

)
y′′′ − aχ2

12

(
1 − a

2

(
1 − 4b

3

)
+ b(1 − c)

)
y′+

+
a

2

(
1 +

2b

3

)
bc y′

]
+

+ z

[
bc(1 + b) − ab

2

(
1 +

4b

3

)
− 2abc

(
1 +

2b

3

)]
z = 0, (3.105)

£¤¥ ÏÉ·¨Ì μ§´ Î ¥É ¤¨ËË¥·¥´Í¨·μ¢ ´¨¥ ¶μ τ .
Œμ¦´μ § ¶¨¸ ÉÓ (3.105) ¢ ¡μ²¥¥ ±μ³¶ ±É´μ° Ëμ·³¥, ¢¢μ¤Ö ¸²¥¤ÊÕÐ¨¥

¶ · ³¥É·Ò:

α =
a

2

(
1 +

2b

3

)
, (3.106 )

Ω2 = 1 − a

2

(
1 +

8b

3

)
+ b(1 + c), (3.106¡)

μ = b

[
c(1 + b) − a

2

(
1 +

4b

3

)
− 2ac

(
1 +

2b

3

)]
. (3.106¢)

’μ£¤  ¶μ²ÊÎ¨³ Ê· ¢´¥´¨¥ ¢ ¢¨¤¥, Ê¤μ¡´μ³ ¤²Ö ± Î¥¸É¢¥´´μ£μ ¨ ±μ²¨Î¥¸É¢¥´-
´μ£μ  ´ ²¨§ :

z′′′′ + αy′z′′′ +
[
Ω2 +

(
2α +

aχ2

6

)
y′′

]
z′′+

+
[(

α +
aχ2

12

)
y′′′ − aχ2

12
(1 + b)y′

]
z′ + μz = 0. (3.107)

ŒÒ ´¥ ¡Ê¤¥³ ¤¥² ÉÓ ´¨± ±¨Ì ¶·¥¤¶μ²μ¦¥´¨° μ ³ ±¸¨³ ²Ó´μ³ §´ Î¥´¨¨
k ¨, ¸μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ, μ ³ ±¸¨³ ²Ó´μ³ §´ Î¥´¨¨ b, ±μÉμ·μ¥ ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ ¶μ-
·Ö¤±  ¥¤¨´¨ÍÒ ¨²¨ ¤ ¦¥ ¡μ²ÓÏ¥, ´μ ³Ò ¡Ê¤¥³ ¸Î¨É ÉÓ k � ρ̃/c2

s ¨ c2
s � 1,

ÎÉμ ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É ´¥·¥²ÖÉ¨¢¨¸É¸±μ° ¸±μ·μ¸É¨ §¢Ê±  ¨ ¢μ²´μ¢Ò³ Î¨¸² ³, ¶μ
±· °´¥° ³¥·¥, ¶μ·Ö¤±  Ï± ²Ò „¦¨´¸ , ¤²Ö ±μÉμ·ÒÌ �’� ´¥ ¶·¥¤¸± §Ò¢ ¥É
Ô±¸¶μ´¥´Í¨ ²Ó´μ£μ ·μ¸É . �Éμ ¶·¨¢μ¤¨É ± a � 1, c � 1, ¶μÔÉμ³Ê ¢ Î¨¸²¥´´ÒÌ
· ¸Î¥É Ì ³Ò Ê¤¥·¦¨¢ ¥³ Éμ²Ó±μ Î²¥´Ò ¶¥·¢μ£μ ¶μ·Ö¤±  ¶μ ÔÉ¨³ ¶ · ³¥É· ³.
�  ¤ ´´Ò° ³μ³¥´É ³Ò ´¥ ¡Ê¤¥³ ´ ±² ¤Ò¢ ÉÓ μ£· ´¨Î¥´¨° ´  b ¨ χ.
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�μ¸±μ²Ó±Ê Ë¨§¨Î¥¸±¨ ¨´É¥·¥¸´μ° ¢¥²¨Î¨´μ° Ö¢²Ö¥É¸Ö §´ Î¥´¨¥ ¢μ§³Ê-
Ð¥´¨° ¶²μÉ´μ¸É¨, ¶·¥¤¸É ¢¨³ μÉ´μÏ¥´¨¥ δρ/ρb, ¢Ò· ¦¥´´μ¥ Î¥·¥§ z ≡ δB,
´ ¶·¨³¥·, ¢ ¶·¥¤¥²¥ ³ ²ÒÌ χ:

δρ

ρb
= z

[
1 + b

a(1 + 2b/3)
− 2

]
+

1
2

z′y′ +
z′′

a(1 + 2b/3)
. (3.108)

Šμ£¤  k ¡²¨§±μ ± ¸¢μ¥³Ê ¤¦¨´¸μ¢¸±μ³Ê §´ Î¥´¨Õ, kJ =
√

ρ̃/(2c2
s), Éμ, ¢ ¸μμÉ-

¢¥É¸É¢¨¨ ¸ (3.104), a = ρ̃b/k2 ∼ c2
s , ¨ ¶¥·¢μ¥ ¸² £ ¥³μ¥ ¢ ±¢ ¤· É´ÒÌ ¸±μ¡± Ì

¤μ³¨´¨·Ê¥É, ¥¸²¨ c2
s < 1/2, ÎÉμ, ¡¥§Ê¸²μ¢´μ, ¨³¥¥É ³¥¸Éμ ¤²Ö ´¥·¥²ÖÉ¨¢¨¸É-

¸±¨Ì ¸¨¸É¥³.
3.3.2. Œμ¤¨Ë¨Í¨·μ¢ ´´ Ö ¤¦¨´¸μ¢¸± Ö ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸ÉÓ. �·¥¦¤¥ ¢¸¥-

£μ, ¸· ¢´¨³ Ê· ¢´¥´¨¥ (3.107) ¸ μ¡ÒÎ´Ò³ Ê· ¢´¥´¨¥³ „¦¨´¸  (´ ¶μ³´¨³, ÎÉμ
ρ̃ = 8πGρ)

δρ̈ +
(

c2
sk

2 − ρ̃b

2

)
δρ = 0. (3.109)

Š ± Ìμ·μÏμ ¨§¢¥¸É´μ, §´ ± ¢Ò· ¦¥´¨Ö c2
sk

2 − ρ̃b/2 μ¶·¥¤¥²Ö¥É Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸ÉÓ
·¥Ï¥´¨°, ±μÉμ·Ò¥ Ö¢²ÖÕÉ¸Ö §¢Ê±μ¢Ò³¨ ¢μ²´ ³¨ ¶·¨ c2

sk
2 > ρ̃b/2 ¨ ´¥Ê¸Éμ°-

Î¨¢Ò³¨ ³μ¤ ³¨ ¢ ¶·μÉ¨¢μ¶μ²μ¦´μ³ ·¥¦¨³¥. ’ ±¨¥ ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢Ò¥ ³μ¤Ò ¢μ§-
´¨± ÕÉ ´  ¤¦¨´¸μ¢¸±μ³ ³ ¸ÏÉ ¡¥

k2 � (kGR
J )2 ≡ ρ̃b

2c2
s

. (3.110)

‚ ³μ¤¨Ë¨Í¨·μ¢ ´´μ° £· ¢¨É Í¨¨ Ê¸²μ¢¨¥ Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¨ μ¶·¥¤¥²Ö¥É¸Ö §´ -
±μ³ μ ((4.113)). ‚ ¶·¥¤¥²¥ ³ ²ÒÌ  ³¶²¨ÉÊ¤ μ¸Í¨²²ÖÍ¨° ±·¨¢¨§´Ò ¨²¨ μÎ¥´Ó
´¨§±¨Ì Î ¸ÉμÉ ³μ¦´μ ¶·¥´¥¡·¥ÎÓ y(τ) ¢ Ê· ¢´¥´¨¨ (3.107), É ± ÎÉμ μ´μ ¸¢¥-
¤¥É¸Ö ± ²¨´¥°´μ³Ê ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ³Ê Ê· ¢´¥´¨Õ ¸ ¶μ¸ÉμÖ´´Ò³¨ ±μÔËË¨-
Í¨¥´É ³¨, ±μÉμ·μ¥ ³μ¦´μ ·¥Ï¨ÉÓ ¶μ¤¸É ´μ¢±μ° z = exp (γτ). ‘μ¡¸É¢¥´´Ò¥
§´ Î¥´¨Ö γ, É ±¨³ μ¡· §μ³, μ¶·¥¤¥²ÖÕÉ¸Ö ¨§  ²£¥¡· ¨Î¥¸±μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö

γ4 + Ω2γ2 + μ = 0, (3.111)

±μÉμ·μ¥ ¤ ¥É

γ2 = −Ω2

2
±

√
Ω4

4
− μ, (3.112)

£¤¥ Ω2 ¶·¥¤¸É ¢²¥´μ ¢Ò· ¦¥´¨¥³ (3.106¡).
…¸²¨ μ < 0, Éμ μ¤¨´ ¨§ ±μ·´¥° γ2 > 0, ¶μÔÉμ³Ê μ¤´μ ¨§ ¸μ¡¸É¢¥´´ÒÌ

§´ Î¥´¨° ¶μ²μ¦¨É¥²Ó´μ. �Éμ ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É μ¡ÒÎ´μ° Ô±¸¶μ´¥´Í¨ ²Ó´μ° ´¥-
Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¨ „¦¨´¸ , ÌμÉÖ §´ Î¥´¨Ö ¤¦¨´¸μ¢¸±μ£μ ¢μ²´μ¢μ£μ ¢¥±Éμ· 
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¢ ³μ¤¨Ë¨Í¨·μ¢ ´´μ° £· ¢¨É Í¨¨ ¨ ¢ �’� · §²¨Î´Ò. ‚¥²¨Î¨´  ¢μ²´μ¢μ£μ
Î¨¸²  „¦¨´¸  μ¶·¥¤¥²Ö¥É¸Ö ¨§ Ê¸²μ¢¨Ö μ = 0, ±μÉμ·μ¥ ¢ ¸²ÊÎ ¥ ³ ²μ° ¸±μ·μ-
¸É¨ §¢Ê±  (c2

s � 1) ¤ ¥É

a =
2c(1 + b)
1 + 4b/3

, (3.113)

£¤¥ a ¨ b § ¢¨¸ÖÉ μÉ k ¢ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¨ ¸ μ¶·¥¤¥²¥´¨Ö³¨ (3.104). �Éμ ±¢ ¤· É´μ¥
Ê· ¢´¥´¨¥ μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ ±¢ ¤· É  ¢μ²´μ¢μ£μ Î¨¸²  „¦¨´¸  ¢ ³μ¤¨Ë¨Í¨·μ¢ ´-
´μ° £· ¢¨É Í¨¨, kMG

J . �·¨¢¥¤¥³ ¥£μ Ö¢´μ¥ ·¥Ï¥´¨¥ ¶·¨ ¡μ²ÓÏ¨Ì ω2 
 k2, ρ̃:

(kMG
J )2 = (kGR

J )2
[
1 +

(kGR
J )2

3ω2

]
, (3.114)

±μÉμ·μ¥ ¶¥·¥Ìμ¤¨É ¢ ·¥§Ê²ÓÉ É μ¡Ð¥° É¥μ·¨¨ μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ¸É¨ ¢ ¶·¥¤¥²¥
ω → +∞.

�·¨ ¡μ²ÓÏ¨Ì ω Ë¨§¨Î¥¸±¨¥ ¸μ¡¸É¢¥´´Ò¥ §´ Î¥´¨Ö, ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨¥
(3.112), ¡Ê¤ÊÉ É ±¨³¨:

Γ2
MG = ω2γ2 	

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
ρ̃b

2
− c2

sk
2 +

ρ̃b

2

(
ρ̃b

2k2
− c2

s +
k2

6ω2

)
,

−ω2 − k2 +
ρ̃bω

2

2k2
.

(3.115)

�¥·¢μ¥ §´ Î¥´¨¥ ¤ ¥É μ¡ÒÎ´Ò° ¤¦¨´¸μ¢¸±¨° ·μ¸É ¸ ÉμÎ´μ¸ÉÓÕ ¤μ ´¥¡μ²ÓÏμ°
¶μ¶· ¢±¨ (¸² £ ¥³μ¥ ¢ ¸±μ¡± Ì), Éμ£¤  ± ± ¢Éμ·μ¥ ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É μ¸Í¨²²ÖÍ¨Ö³
¸± ²Ö·μ´  ¸ Î ¸ÉμÉμ°, ¶·¨¡²¨§¨É¥²Ó´μ · ¢´μ° ω, ± ± ¨ μ¦¨¤ ²μ¸Ó, ¶μ¸±μ²Ó±Ê
É¥μ·¨Ö μ¡² ¤ ¥É ¤μ¶μ²´¨É¥²Ó´μ° ³ ¸¸¨¢´μ° ¸± ²Ö·´μ° ³μ¤μ°.

“· ¢´¥´¨¥ (3.114) ¶μ± §Ò¢ ¥É, ÎÉμ ¢ ³μ¤¨Ë¨Í¨·μ¢ ´´μ° £· ¢¨É Í¨¨ ¢μ²-
´μ¢μ¥ Î¨¸²μ „¦¨´¸  ¡μ²ÓÏ¥, Î¥³ ¢ �’�. �Éμ ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É Ê³¥´ÓÏ¥´´μ³Ê
³¨´¨³ ²Ó´μ³Ê ³ ¸ÏÉ ¡Ê ¤²¨´Ò, ¸¢Ö§ ´´μ³Ê ¸ Ëμ·³¨·μ¢ ´¨¥³ ¸É·Ê±ÉÊ·Ò.
�μ¶· ¢±  μ¡ÒÎ´μ ¤μ¢μ²Ó´μ ³ ² , ´μ ¤²Ö ³μ¤¥²¥°, ¢ ±μÉμ·ÒÌ kGR

J /ω ´¥ Ö¢²Ö-
¥É¸Ö ¶·¥´¥¡·¥¦¨³Ò³, ÔÉμ ³μ¦¥É ¶·¨¢¥¸É¨ ± §´ Î¨É¥²Ó´Ò³ μÉ±²μ´¥´¨Ö³ μÉ
μ¡Ð¥° É¥μ·¨¨ μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ¸É¨.

…¸²¨ μ ¶μ²μ¦¨É¥²Ó´μ, ´μ μ < Ω4/4, μ¡  ¢μ§³μ¦´ÒÌ §´ Î¥´¨Ö γ2 ¤¥°-
¸É¢¨É¥²Ó´Ò ¨ μÉ·¨Í É¥²Ó´Ò, É ± ÎÉμ γ ¡Ê¤¥É Î¨¸Éμ ³´¨³Ò³, ÎÉμ ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É
 ±Ê¸É¨Î¥¸±¨³ ±μ²¥¡ ´¨Ö³ ¸ ¶μ¸ÉμÖ´´μ°  ³¶²¨ÉÊ¤μ°. ’ ±¨³ μ¡· §μ³, ÔÉ¨ ¤¢ 
¸²ÊÎ Ö (μÉ·¨Í É¥²Ó´ÒÌ ¨ ¶μ²μ¦¨É¥²Ó´ÒÌ, ´μ ´¥ ¸²¨Ï±μ³ ¡μ²ÓÏ¨Ì μ) ´ Ìμ-
¤ÖÉ¸Ö ¢ ¶μ²´μ³ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¨ ¸ μ¡ÒÎ´Ò³  ´ ²¨§μ³ „¦¨´¸ . �É¨ ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ
μ¡μ¡Ð ÕÉ É¥, ÎÉμ ¡Ò²¨ ¶μ²ÊÎ¥´Ò ¢ ´ Ï¥° · ¡μÉ¥ [136], £¤¥ £· ¢¨É Í¨μ´´ Ö
´¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸ÉÓ · ¸¸³ É·¨¢ ² ¸Ó ¢ ³μ¤¨Ë¨Í¨·μ¢ ´´μ° £· ¢¨É Í¨¨ ´  ¸É Í¨μ-
´ ·´μ³ Ëμ´¥.
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„²Ö μÎ¥´Ó ¡μ²ÓÏ¨Ì μ É ±¨Ì, ÎÉμ μ � Ω4/4, ³μ¦¥É ¸ÊÐ¥¸É¢μ¢ ÉÓ ´μ¢Ò°
É¨¶ ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ£μ μ¸Í¨²²¨·ÊÕÐ¥£μ ·¥Ï¥´¨Ö ¸ Ô±¸¶μ´¥´Í¨ ²Ó´μ · ¸ÉÊÐ¥°
 ³¶²¨ÉÊ¤μ°. „¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ, γ2 ¸É ´μ¢¨É¸Ö ±μ³¶²¥±¸´Ò³ Î¨¸²μ³ ¨ ¤¢  ¨§ Î¥-
ÉÒ·¥Ì ·¥Ï¥´¨° (3.111) ¤²Ö γ ¨³¥ÕÉ ¶μ²μ¦¨É¥²Ó´Ò¥ ¢¥Ð¥¸É¢¥´´Ò¥ Î ¸É¨. �Éμ
´μ¢μ¥ Ö¢²¥´¨¥, ¶·¥¤¸É ¢²¥´´μ¥ Éμ²Ó±μ ¢ ³μ¤¨Ë¨Í¨·μ¢ ´´μ° £· ¢¨É Í¨¨. �¤-
´ ±μ ¢ ³μ¤¥²¨, μ¸´μ¢ ´´μ° ´  F (R)-ËÊ´±Í¨¨, § ¤ ´´μ° Ê· ¢´¥´¨¥³ (1.20), ¶ -
· ³¥É· μ ´¥ ³μ¦¥É ¶·¥¢Ò¸¨ÉÓ Ω4/4 (¤¥É ²¨ ¶·¨¢¥¤¥´Ò ¢ ´ Ï¥° · ¡μÉ¥ [137]).
�¥Ö¸´μ, Ö¢²Ö¥É¸Ö ²¨ ÔÉμ μ£· ´¨Î¥´¨¥ μ¡Ð¨³ ¸¢μ°¸É¢μ³ ¢¸¥Ì · §Ê³´ÒÌ ³μ¤¥-
²¥° ³μ¤¨Ë¨Í¨·μ¢ ´´μ° £· ¢¨É Í¨¨, ¨ ¶μÉμ³Ê ÔÉμÉ ´μ¢Ò° É¨¶ £· ¢¨É Í¨μ´´μ°
´¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¨ ¢¸¥£¤  μÉ¸ÊÉ¸É¢Ê¥É, ¨²¨ ¦¥ ³μ£ÊÉ ¡ÒÉÓ ´ °¤¥´Ò ³μ¤¥²¨, μ¡² -
¤ ÕÐ¨¥ É ±¨³ ¨´É¥·¥¸´Ò³ ¸¢μ°¸É¢μ³.

‘ÊÐ¥¸É¢Ê¥É ¥Ð¥ μ¤´  ´¥μ¡ÒÎ´ Ö ¢μ§³μ¦´μ¸ÉÓ ¤²Ö · §¢¨É¨Ö ´¥Ê¸Éμ°Î¨-
¢μ¸É¨ ¢ ³μ¤¨Ë¨Í¨·μ¢ ´´μ° £· ¢¨É Í¨¨, ±μÉμ· Ö ¶μÖ¢²Ö¥É¸Ö, ¥¸²¨ Ω2 < 0.
‚ · ³± Ì ¢Ò¡· ´´μ° ³μ¤¥²¨ (1.20) ¤μ¶Ê¸É¨³Ò¥ §´ Î¥´¨Ö ¶ · ³¥É·μ¢ ´¥ ¶μ-
§¢μ²ÖÕÉ ·¥ ²¨§μ¢ ÉÓ É ±ÊÕ ´¥μ¡ÒÎ´ÊÕ ¸¨ÉÊ Í¨Õ, ´μ μ¸É ¥É¸Ö μÉ±·ÒÉÒ³ ¢μ-
¶·μ¸, ¡Ê¤¥É ²¨ ÔÉμ ¢μ§³μ¦´Ò³ ¶·¨ ¤ ²Ó´¥°Ï¨Ì ³μ¤¨Ë¨± Í¨ÖÌ £· ¢¨É Í¨¨.

3.3.3. � · ³¥É·¨Î¥¸±¨° ·¥§μ´ ´¸. ‚ ÔÉμ³ ¶μ¤· §¤¥²¥ ³Ò ¶μ± ¦¥³,
¸²¥¤ÊÖ ´ Ï¥° · ¡μÉ¥ [137], ÎÉμ ¤ ¦¥ ¤²Ö μ > 0, ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¥£μ ±² ¸¸¨-
Î¥¸±¨ ¸É ¡¨²Ó´μ³Ê ·¥¦¨³Ê §¢Ê±μ¢ÒÌ ¢μ²´, Ê· ¢´¥´¨¥ (3.107) ¤μ¶Ê¸± ¥É ´¥-
Ê¸Éμ°Î¨¢Ò¥ ·¥Ï¥´¨Ö ¡² £μ¤ ·Ö ³¥Ì ´¨§³Ê,  ´ ²μ£¨Î´μ³Ê ¶ · ³¥É·¨Î¥¸±μ³Ê
·¥§μ´ ´¸Ê.

�¡ÒÎ´Ò³ ÊÎ¥¡´Ò³ ¶·¨³¥·μ³ ¶ · ³¥É·¨Î¥¸±μ£μ ·¥§μ´ ´¸  Ö¢²Ö¥É¸Ö Ê· ¢-
´¥´¨¥ Œ ÉÓ¥ (¸³., ´ ¶·¨³¥·, ®Œ¥Ì ´¨±Ê¯ ‹ ´¤ ÊÄ‹¨ËÏ¨Í  [196])

f̈(τ) + Ω2
0 [1 + h cos (Ω1 + ε)τ ] f(τ) = 0, (3.116)

£¤¥ ¶·¥¤¶μ² £ ¥É¸Ö, ÎÉμ h � 1. …¸²¨ Ω1/Ω0 = 2, ·¥Ï¥´¨¥ · ¸É¥É Ô±¸¶μ´¥´-
Í¨ ²Ó´μ, ¨ ¥£μ ³μ¦´μ  ¶¶·μ±¸¨³¨·μ¢ ÉÓ ± ±

f(τ) ∼ sin (Ω0τ + ϕ) exp (λτ), (3.117)

£¤¥

λ =
h Ω0

4
. (3.118)

� · ³¥É·¨Î¥¸±¨° ·¥§μ´ ´¸ ¢μ§´¨± ¥É ¶·¨

|ε| <
h Ω0

2
. (3.119)

‘ÊÐ¥¸É¢ÊÕÉ ¨ ¤·Ê£¨¥ ·¥§μ´ ´¸´Ò¥ ³μ¤Ò, ±μÉμ·Ò¥ £¥´¥·¨·ÊÕÉ¸Ö ´  Î ¸ÉμÉ Ì
Ω1/Ω0 = 2/n, £¤¥ n Å Í¥²μ¥ Î¨¸²μ, ´μ μ´¨ μ¡ÒÎ´μ § ³¥É´μ ¸² ¡¥¥.

‚ ³μ¤¨Ë¨Í¨·μ¢ ´´μ° £· ¢¨É Í¨¨ ³Ò ¶μ²ÊÎ¨²¨ Ê· ¢´¥´¨¥ 4-£μ ¶μ·Ö¤-
±  (3.107), μ¶·¥¤¥²ÖÕÐ¥¥ Ô¢μ²ÕÍ¨Õ ¸± ²Ö·´ÒÌ ¢μ§³ÊÐ¥´¨° ´  μ¸Í¨²²¨·Ê-
ÕÐ¥³ Ëμ´¥, ±μÉμ·Ò° ¢Ìμ¤¨É Î¥·¥§ ËÊ´±Í¨Õ y(τ). �ËË¥±É,  ´ ²μ£¨Î´Ò°
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¶ · ³¥É·¨Î¥¸±μ³Ê ·¥§μ´ ´¸Ê, ¶·μÖ¢²Ö¥É¸Ö ¨ ¢ ÔÉμ° ¸¨ÉÊ Í¨¨. ‘Ìμ¤¸É¢μ ¶ -
· ³¥É·¨Î¥¸±¨Ì ·¥§μ´ ´¸μ¢ ¢ Ê· ¢´¥´¨¨ Î¥É¢¥·Éμ£μ ¶μ·Ö¤±  ¨ ¢ ±² ¸¸¨Î¥¸±μ³
Ê· ¢´¥´¨¨ Œ ÉÓ¥ ³μ¦´μ Ê¢¨¤¥ÉÓ ¢ ¶·¥¤¥²¥ ± ± ¢Ò¸μ±¨Ì, É ± ¨ ´¨§±¨Ì Î ¸ÉμÉ.
‚ ¶¥·¢μ³ ¸²ÊÎ ¥ ³μ¦´μ ¶·¥´¥¡·¥ÎÓ ¶·μ¨§¢μ¤´Ò³¨ ´¨§Ï¨Ì ¶μ·Ö¤±μ¢ ¢ (3.107),
Ê¤¥·¦¨¢ Ö Éμ²Ó±μ z′′′′, z′′′ ¨ z′′ ¨ ÔËË¥±É¨¢´μ ¸¢μ¤Ö ÔÉμ Ê· ¢´¥´¨¥ ± Ê· ¢´¥-
´¨Õ ¢Éμ·μ£μ ¶μ·Ö¤±  ¤²Ö ¶¥·¥³¥´´μ° z′′. ‚ ¸²ÊÎ ¥ ´¨§±¨Ì Î ¸ÉμÉ, ¸ ¤·Ê£μ°
¸Éμ·μ´Ò, ³μ¦´μ ¶·¥´¥¡·¥ÎÓ z′′′′ ¨ z′′′, ¨ ³Ò ¸´μ¢  ¶·¨Ìμ¤¨³ ± Ê· ¢´¥´¨Õ
Œ ÉÓ¥. ‚ ¤ ²Ó´¥°Ï¥³ ³Ò ¨¸¸²¥¤Ê¥³ ¶μ²´μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥ Î¥É¢¥·Éμ£μ ¶μ·Ö¤± 
± ±  ´ ²¨É¨Î¥¸±¨, É ± ¨ Î¨¸²¥´´μ ¨ · ¸¸³μÉ·¨³ ·¥§μ´ ´¸´μ¥ Ê¸¨²¥´¨¥.

�·¥¤¶μ²μ¦¨³, ÎÉμ y(τ) Ö¢²Ö¥É¸Ö ¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±μ° ËÊ´±Í¨¥°, μ¶¨¸Ò¢ ÕÐ¥°
μ¸Í¨²²ÖÍ¨¨ ±·¨¢¨§´Ò, ¨ · ¸¸³μÉ·¨³ ¸²¥¤ÊÕÐ¨¥ ¤¢¥ ¢μ§³μ¦´Ò¥ Ëμ·³Ò É ±¨Ì
μ¸Í¨²²ÖÍ¨°, ¶μ²ÊÎ¥´´Ò¥ ¢ ¶. 1.2.

1. —¨¸Éμ £ ·³μ´¨Î¥¸±¨¥ ±μ²¥¡ ´¨Ö

yharm(t) = yeq(t) + y0 cos (ω1t + θ), (3.120)

£¤¥ yeq Ö¢²Ö¥É¸Ö ÉμÎ±μ° · ¢´μ¢¥¸¨Ö ¶μÉ¥´Í¨ ² , ¢μ±·Ê£ ±μÉμ·μ° μ¸Í¨²²¨·Ê¥É
±·¨¢¨§´ , É. ¥. ¢´¥Ï´ÖÖ ¶²μÉ´μ¸ÉÓ Ô´¥·£¨¨ ¢ ¥¤¨´¨Í Ì ´ Î ²Ó´μ° ¶²μÉ´μ¸É¨
yeq = ρ(t)/ρ0. ƒ ·³μ´¨Î¥¸±μ¥ ·¥Ï¥´¨¥ yharm ·¥ ²¨§Ê¥É¸Ö ¶·¨ ³ ²ÒÌ  ³¶²¨-
ÉÊ¤ Ì ±μ²¥¡ ´¨° ±·¨¢¨§´Ò. ‚ ÔÉμ³ ¸²ÊÎ ¥ ω1 = ω ¨ y0 < yeq. ˆ§³¥´¥´¨¥
yeq ¨ y0 ¸μ ¢·¥³¥´¥³ ¶·μ¨¸Ìμ¤¨É £μ· §¤μ ³¥¤²¥´´¥¥, Î¥³ μ¸Í¨²²ÖÍ¨¨, É. ¥.
ẏeq/yeq � ω1, ¨ Éμ ¦¥ ¸ ³μ¥ ¢¥·´μ ¤²Ö y0.

2. �¥Ï¥´¨Ö ¸ ®¶¨± ³¨¯, ±μÉμ·Ò¥, ¸ ÉμÎ´μ¸ÉÓÕ ¤μ ³¥¤²¥´´μ ³¥´ÖÕÐ¨Ì¸Ö
Î²¥´μ¢, ³μ¦´μ  ¶¶·μ±¸¨³¨·μ¢ ÉÓ ± ±

ysp(t) =
y0 d2

d2 + sin2(ω2t + θ)
. (3.121)

…¸²¨ d � 1, ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ ¶μ²ÊÎ ¥³ ®¶¨±μ¢Ò¥¯ ·¥Ï¥´¨Ö, É. ¥. Ê§±¨¥ ¶¨±¨ ¸
¡μ²ÓÏ¨³¨ ¶·μ³¥¦ÊÉ± ³¨ ³¥¦¤Ê ´¨³¨.

‚ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¨ ¸ [131, 132] ¨³¥¥³ ω2 = ω/2, £¤¥ ω ¤ ¥É¸Ö Ê· ¢´¥´¨Ö-
³¨ (3.79) ¨ (3.83). ”Ê·Ó¥-μ¡· § ysp(t) ¸μ¤¥·¦¨É ³μ¤Ò ¸ Î ¸ÉμÉ ³¨ § ³¥É´μ
¡μ²ÓÏ¨³¨, Î¥³ ω2. „μ³¨´ ´É´ Ö ³μ¤ , É. ¥. ³μ¤  ¸ ¸ ³μ° ¡μ²ÓÏμ°  ³¶²¨ÉÊ-
¤μ°, ¢μ§¡Ê¦¤ ¥É¸Ö ´  Î ¸ÉμÉ¥ 2ω2.

�·¨ · ¸¸³μÉ·¥´¨¨ ·¥Ï¥´¨° ¸ ¶¨± ³¨,   É ±¦¥ ²Õ¡μ£μ ´¥£ ·³μ´¨Î¥¸±μ£μ
¶μ¢¥¤¥´¨Ö Ëμ´μ¢μ° ±·¨¢¨§´Ò ¡Ê¤¥É ¢μ§´¨± ÉÓ ´¥¸±μ²Ó±μ ³μ¤ ¸ Î ¸ÉμÉμ°, · ¢-
´μ° ω ¨²¨, ¢μ§³μ¦´μ, ´ ³´μ£μ ¡μ²ÓÏ¥. �¡Ð¨° ÔËË¥±É ³μ¦´μ · ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ
± ± ±μ³¡¨´ Í¨Õ μÉ¤¥²Ó´ÒÌ ¢±² ¤μ¢ μÉ · §´ÒÌ ³μ¤, ¶μÔÉμ³Ê Ê¤μ¡´μ Ê¤¥·¦¨-
¢ ÉÓ ω1 ¨²¨ ω2 ¢ ± Î¥¸É¢¥ ¸¢μ¡μ¤´μ£μ ¶ · ³¥É· . …¸²¨ ·¥§μ´ ´¸ ¢μ§¡Ê¦¤ ¥É¸Ö
¶·¨ ´¥±μÉμ·μ³ §´ Î¥´¨¨ ω1,2 ¨ ± ±μ¥-Éμ ´¥£ ·³μ´¨Î¥¸±μ¥ ·¥Ï¥´¨¥ ¤²Ö R ¸μ-
¤¥·¦¨É É ±ÊÕ Î ¸ÉμÉÊ, Éμ ³μ¦´μ μ¦¨¤ ÉÓ ·¥§μ´ ´¸´μ£μ ¶μ¢¥¤¥´¨Ö ¨ ¢ ¶μ²´μ³
´¥£ ·³μ´¨Î¥¸±μ³ ¸²ÊÎ ¥, ÌμÉÖ, ¢μ§³μ¦´μ, ¸²¥£±  ¶μ¤ ¢²¥´´μ¥.
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ƒ ·³μ´¨Î¥¸±¨¥ ±μ²¥¡ ´¨Ö. � Î´¥³ ¸ £ ·³μ´¨Î¥¸±¨Ì ±μ²¥¡ ´¨°, § ¤ ´´ÒÌ
Ê· ¢´¥´¨¥³ (3.120). 	Ê¤¥³ ¸Î¨É ÉÓ, ÎÉμ ±·¨¢¨§´  μ¸Í¨²²¨·Ê¥É ¸ Ë¨±¸¨·μ¢ ´-
´μ° Î ¸ÉμÉμ°. �Éμ, ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ, ¤μ¢μ²Ó´μ μ¡Ð¥¥ ¸¢μ°¸É¢μ F (R)-É¥μ·¨°, ¶μ
±· °´¥° ³¥·¥, ¶·¨ ¢Ò¶μ²´¥´¨¨ Ê¸²μ¢¨° (3.76) ¨ ω̇/ω2 � 1∗. ‚ É¥·³¨´ Ì
¡¥§· §³¥·´μ£μ ¢·¥³¥´¨, τ = ωt, ËÊ´±ÍÖ yharm(τ) ¨³¥¥É ¢¨¤

yharm(τ) = yeq(τ) + y0 cos (Ω1τ + θ), (3.122)

£¤¥ Ω1 = ω1/ω, y0 Å  ³¶²¨ÉÊ¤  ±μ²¥¡ ´¨° ¨ θ Å ¶μ¸ÉμÖ´´ Ö Ë § . ’ ± Ö
Ëμ·³  y ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É Ë¨§¨Î¥¸±¨³ μ¸Í¨²²ÖÍ¨Ö³ ¸± ²Ö·  ±·¨¢¨§´Ò
(¸³. (3.104)):

Rb(t) = −ρ̃b[yeq(t) + y0 cos (ω1t + θ)] = RGR[yeq + y0 cos (ω1t + θ)].(3.123)

“· ¢´¥´¨¥ (3.107) ¶·¨ μ � 1 ¸¢μ¤¨É¸Ö ± Ê· ¢´¥´¨Õ Œ ÉÓ¥ (3.116), ¥¸²¨
¢ (3.107) ³μ¦´μ ¶·¥´¥¡·¥ÎÓ ¸² £ ¥³Ò³¨, ¸μ¤¥·¦ Ð¨³¨ ´¥Î¥É´Ò¥ ¶·μ¨§¢μ¤-
´Ò¥. �Éμ ¡Ê¤¥É É ±, ¥¸²¨ α, a, b ¨ c ³´μ£μ ³¥´ÓÏ¥ ¥¤¨´¨ÍÒ, ÎÉμ ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É
k � ω, c2

s � 1 ¨ k2 
 ρ̃b. ‚ ÔÉμ³ ¸²ÊÎ ¥ § ³¥´  z′′ = x ¤ ¥É

x′′ +
[
Ω2 + 2α cos (Ω1τ)

]
x = 0. (3.124)

…¸²¨ Ω1/Ω = 2, Éμ ¡Ê¤¥É ¢μ§¡Ê¦¤ ÉÓ¸Ö ¶ · ³¥É·¨Î¥¸±¨° ·¥§μ´ ´¸. ‘· ¢´¨-
¢ Ö (3.124) ¸ (3.116), ¢¨¤¨³, ÎÉμ ¶ · ³¥É· h ¢Ò· ¦ ¥É¸Ö Î¥·¥§ α ± ±

h = 2αΩ−2. (3.125)

� ¸¸³μÉ·¨³ Ω1 = 1, ± ± ÔÉμ ¨³¥¥É ³¥¸Éμ ¤²Ö £ ·³μ´¨Î¥¸±¨Ì ±μ²¥¡ -
´¨° ¸ ³ ²μ°  ³¶²¨ÉÊ¤μ°, ¢ ±μÉμ·ÒÌ ±·¨¢¨§´  μ¸Í¨²²¨·Ê¥É ¸ Î ¸ÉμÉμ°, ÉμÎ´μ
§ ¤ ´´μ° (3.79). ’μ£¤  Ê¸²μ¢¨¥ ¶ · ³¥É·¨Î¥¸±μ£μ ·¥§μ´ ´¸  ¡Ê¤¥É

1
4

= Ω2 ≡ 1 − a

2
+ b − 4ab

3
= 1 − ρ̃b

2k2
+

k2

ω2
− 4ρ̃b

3ω2
, (3.126)

£¤¥ ³Ò ¢Ò· §¨²¨ Ω Î¥·¥§ Ë¨§¨Î¥¸±¨¥ ¢¥²¨Î¨´Ò ¢ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¨ ¸ (3.104),
(3.106 ) ¨ (3.106¡), ¶μ² £ Ö c � 1.

ˆ¸¶μ²Ó§ÊÖ ¸Ìμ¤¸É¢μ ¸μ ¸É ´¤ ·É´Ò³ Ê· ¢´¥´¨¥³ Œ ÉÓ¥, ³μ¦´μ ¶μ´ÖÉÓ,
± ± ¢¥¤¥É ¸¥¡Ö ¶μ²´μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥ (3.107) ¶·¨ ¢Ò¶μ²´¥´¨¨ Ê¸²μ¢¨Ö (3.126).
�¥Ï¥´¨¥ ¤²Ö k ¤ ¥É

k2 =
1
24

(
16ρ̃b − 9ω2 ±

√
81ω4 + 256ρ̃2

b

)
	

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
−

3ω2

4
,

2ρ̃b

3
.

(3.127)

∗…¸²¨ Î ¸ÉμÉ  ³¥´Ö¥É¸Ö ¸μ ¢·¥³¥´¥³, ·¥§μ´ ´¸´Ò° ÔËË¥±É É ±¦¥ ³μ¦¥É ¸μÌ· ´¨ÉÓ¸Ö, ´μ
¸ ¨§³¥´ÖÕÐ¥°¸Ö Î ¸ÉμÉμ° ¸¨£´ ² .
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�¥·¢μ¥ ·¥Ï¥´¨¥ Ö¢²Ö¥É¸Ö ´¥Ë¨§¨Î¥¸±¨³, ¶μ¸±μ²Ó±Ê μ´μ ¶·¨¢μ¤¨É ± ³´¨-
³μ³Ê k ∗. ‚Éμ·μ¥ ·¥Ï¥´¨¥

k2 	 k2
res ≡

2ρ̃b

3
(3.128)

Ë¨§¨Î¥¸±¨ · §Ê³´μ, ´μ ²¥¦¨É ¢´¥ ¤¦¨´¸μ¢¸±μ£μ · ¤¨Ê¸ , £¤¥ ¨³¥ÕÉ¸Ö ´¥-
Ê¸Éμ°Î¨¢Ò¥ ³μ¤Ò ¤ ¦¥ ¢ �’�. �¤´ ±μ ¶·¨ Ê¸²μ¢¨¨ kresrm � 1, É ± ÎÉμ
³Ò ¢¸¥ ¥Ð¥ ´ Ìμ¤¨³¸Ö ¢´ÊÉ·¨ · ¸¸³ É·¨¢ ¥³μ£μ μ¡² ± , ÔÉμ ³μ¦¥É ¶·¨¢μ-
¤¨ÉÓ ± Ê¸¨²¥´¨Õ Ëμ·³¨·μ¢ ´¨Ö ¸É·Ê±ÉÊ·Ò, ´ Î¨´ Ö ¸ μ¶·¥¤¥²¥´´μ£μ ³ ¸-
ÏÉ ¡  (3.128).

Š ± μÉ³¥Î ²μ¸Ó ¢ÒÏ¥, ¥¸²¨ ±·¨¢¨§´  ´¥ ¢¥¤¥É ¸¥¡Ö ÉμÎ´μ, ± ± (3.122),
¨§-§   ´£ ·³μ´¨Î¥¸±¨Ì μ¸μ¡¥´´μ¸É¥°, Éμ ¡Ê¤¥É ¸ÊÐ¥¸É¢μ¢ ÉÓ ´¥¸±μ²Ó±μ ³μ¤ ¸
¡μ²¥¥ ¢Ò¸μ±¨³¨ Î ¸ÉμÉ ³¨, ¤ ÕÐ¨Ì ¢±² ¤ ¢ μ¡Ð¨° ÔËË¥±É. �μÔÉμ³Ê ¡Ê¤¥³
É¥¶¥·Ó · ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ Ω1 ± ± ¸¢μ¡μ¤´Ò° ¶ · ³¥É· ¨ μ¡¸Ê¤¨³ ¶ · ³¥É·¨Î¥¸±¨°
·¥§μ´ ´¸ ¢ ÔÉμ³ ¸²ÊÎ ¥.

Š ± ¨ ¢ ¸É ´¤ ·É´μ³ ¸²ÊÎ ¥, ¡Ê¤¥³ ¸Î¨É ÉÓ, ÎÉμ y(τ) Ö¢²Ö¥É¸Ö £ ·³μ´¨-
Î¥¸±μ° ËÊ´±Í¨¥° ¨ μ¶¨¸Ò¢ ¥É¸Ö Ê· ¢´¥´¨¥³ (3.122),   ·¥Ï¥´¨¥ (3.107) ¡Ê¤¥³
¨¸± ÉÓ ¢ ¢¨¤¥

z(τ) ∼ (A cos Ωτ + B sin Ωτ) exp (γτ). (3.129)

�¶Ê¸± Ö ¤¥É ²¨ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨°, ±μÉμ·Ò¥ ¶μ¤·μ¡´μ μ¶¨¸ ´Ò ¢ ´ Ï¥° · -
¡μÉ¥ [137], ¶μ²ÊÎ¨³, ¢ ¶·¥¤¥²¥ ¡μ²ÓÏ¨Ì ω, ¸²¥¤ÊÕÐ¨° ·¥§Ê²ÓÉ É ¤²Ö Ë¨§¨Î¥-
¸±μ£μ ·μ¸É  ¢ ·¥§μ´ ´¸´μ³ ¸²ÊÎ ¥:

Γ2
res = ω2γ2 	 y2

0ρ̃
2
b(6 + χ2)
576k4

[
(6 + χ2)ω2 + (14 + χ2)k2

]
	

	

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
y2
0 ρ̃

2
bω

2

16k4
(χ � 1),

y2
0 ρ̃

2
bω

2χ4

576k4
(χ 
 1).

(3.130)

� ¶μ³´¨³, ÎÉμ χ = kr (¸³. (3.104)).
�¡ÒÎ´μ¥ ¸μ¡¸É¢¥´´μ¥ §´ Î¥´¨¥ ¢ �’� (3.109), ¸μ¢¶ ¤ ÕÐ¥¥ ¸ ´¥·¥§μ-

´ ´¸´Ò³ ·¥Ï¥´¨¥³ ¢ ³μ¤¨Ë¨Í¨·μ¢ ´´μ° £· ¢¨É Í¨¨ (3.115), ¢§ÖÉÒ³ ¢ ´¨§-
Ï¥³ ¶μ·Ö¤±¥, ¥¸ÉÓ

Γ2
GR 	 Γ2

MG 	 ρ̃b

2
− c2

sk
2. (3.131)

∗‚ ´¥μ¤´μ·μ¤´ÒÌ ¸¨¸É¥³ Ì ±μ´¥Î´μ£μ · §³¥·  k ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ ³´¨³Ò³, ´ ¶·¨³¥·, ¶·¨ · ¸-
¶·μ¸É· ´¥´¨¨ ¢ ¢μ²´μ¢μ¤ Ì.
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�¥§μ´ ´¸´μ¥ ¶μ¢¥¤¥´¨¥, É ±¨³ μ¡· §μ³, ¤μ³¨´¨·Ê¥É ¶·¨ ¢Ò¶μ²´¥´¨¨ Ê¸²μ¢¨Ö

ΓGR

Γres
< 1 ⇒ y2

0 >

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
8k4(ρ̃b − 2c2

sk
2)

ρ̃2
bω

2
(χ � 1),

288(ρ̃b − 2c2
sk

2)
ρ̃2

bω
2χ4

(χ 
 1).
(3.132)

�·¨ · ¸¸³μÉ·¥´¨¨ ¤¨ ¶ §μ´  ³ ¸ÏÉ ¡μ¢, ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¥£μ ·μ¸ÉÊ ¸É·Ê±ÉÊ·Ò
¢ �’� (k � kJ ), ¢Ò· ¦¥´¨¥ (ρ̃b − 2c2

sk
2) ¶μ²μ¦¨É¥²Ó´μ. ‚ ¶·μÉ¨¢μ¶μ²μ¦´μ³

¸²ÊÎ ¥ ·¥§μ´ ´¸´μ¥ ¶μ¢¥¤¥´¨¥, μÎ¥¢¨¤´μ, Ö¢²Ö¥É¸Ö ¤μ³¨´¨·ÊÕÐ¨³, ¶μ¸±μ²Ó±Ê
�’� ¶·μ¸Éμ ¶·¥¤¸± §Ò¢ ¥É §¢Ê±μ¢Ò¥ ¢μ²´Ò.

“· ¢´¥´¨¥ (3.132) ¶μ± §Ò¢ ¥É, ÎÉμ ¸ÊÐ¥¸É¢Ê¥É ´¨¦´ÖÖ £· ´¨Í  ¤²Ö y0,
¶·¨ ±μÉμ·μ° ¢μ§´¨± ¥É ¶ · ³¥É·¨Î¥¸±¨° ·¥§μ´ ´¸, ± ± ÔÉμ ¶·μ¨¸Ìμ¤¨É ¢
μ¡ÒÎ´μ³ ¸²ÊÎ ¥. ’¥³ ´¥ ³¥´¥¥ ¨³¥¥É¸Ö ¡μ²ÓÏ Ö μ¡² ¸ÉÓ ¢ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥ ¶ -
· ³¥É·μ¢, ¶·¨ ±μÉμ·ÒÌ ÔÉμ Ê¸²μ¢¨¥ ¢Ò¶μ²´Ö¥É¸Ö.

“¸²μ¢¨¥ χ = kr � 1 ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É ¢´ÊÉ·¥´´¥° Î ¸É¨ μ¡² ± , ´  · ¸¸Éμ-
Ö´¨ÖÌ μÉ Í¥´É·  ³¥´ÓÏ¥, Î¥³ k−1. •μÉÖ ÔÉμ, ¢¥·μÖÉ´μ, ´¥¡μ²ÓÏ Ö μ¡² ¸ÉÓ,
μ´  ´¥ Ö¢²Ö¥É¸Ö ¶·¥´¥¡·¥¦¨³μ°, μ¸μ¡¥´´μ ¶·¨ ¨§ÊÎ¥´¨¨ ·μ¸É  ¸É·Ê±ÉÊ·Ò ´ 
μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ ¡μ²ÓÏ¨Ì ³ ¸ÏÉ ¡ Ì (É. ¥. ¶·¨ μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ ³ ²ÒÌ k).

“· ¢´¥´¨¥ (3.107) ¡Ò²μ ·¥Ï¥´μ Î¨¸²¥´´μ ¤²Ö · §²¨Î´ÒÌ §´ Î¥´¨° y0 ¨
Ω1. ‚μ§¡Ê¦¤¥´¨¥ ¶ · ³¥É·¨Î¥¸±μ£μ ·¥§μ´ ´¸  ´ ¡²Õ¤ ¥É¸Ö ´  μ¦¨¤ ¥³μ°
Î ¸ÉμÉ¥ Ω1/Ω = 2 (·¨¸. 22). ŒÒ ¶·¨¢μ¤¨³ Î¨¸²¥´´Ò¥ ·¥Ï¥´¨Ö ¤²Ö z(τ) ¨
¸· ¢´¨¢ ¥³ ¨Ì ¸  ´ ²¨É¨Î¥¸±μ° μÍ¥´±μ°  ³¶²¨ÉÊ¤Ò z,   ¨³¥´´μ

z ∼ exp (Γrest), (3.133)

£¤¥ Γres ¤ ¥É¸Ö (3.130) ¶·¨ χ � 1.
� · ³¥É·Ò, Ì · ±É¥·¨§ÊÕÐ¨¥ ¸·¥¤Ê ¨ ¢μ²´μ¢μ° ¢¥±Éμ·, ¡Ò²¨ ¢Ò¡· ´Ò

· ¢´Ò³¨

a = b = χ = 0,01, c = 0,02, (3.134)

¶·¨ ¨§³¥´ÖÕÐ¨Ì¸Ö y0 ¨ Ω1. �É¨ §´ Î¥´¨Ö ¢Ò¡· ´Ò ²¨ÏÓ ¤²Ö ¶μ²ÊÎ¥´¨Ö
Ë¨£Ê·, ¨²²Õ¸É·¨·ÊÕÐ¨Ì ·¥§μ´ ´¸´μ¥ ¶μ¢¥¤¥´¨¥, ±μÉμ·μ¥, μ¤´ ±μ, ¶·μÖ¢²Ö-
¥É¸Ö ¤²Ö μÎ¥´Ó Ï¨·μ±μ£μ ¤¨ ¶ §μ´  ¶ · ³¥É·μ¢. ‘ ¤·Ê£μ° ¸Éμ·μ´Ò, ¶ · ³¥-
É·¨Î¥¸±¨° ·¥§μ´ ´¸ ¤μ¢μ²Ó´μ ÎÊ¢¸É¢¨É¥²¥´ ± ¢ ·¨ Í¨Ö³ y0 ¨, ±μ´¥Î´μ, Ω1.
” ±É¨Î¥¸±¨ Ô±¸¶μ´¥´Í¨ ²Ó´Ò° ·μ¸É § ³¥¤²Ö¥É¸Ö ¶·¨ ¶¥·¥Ìμ¤¥ μÉ Ω1/Ω = 2
± Ω1/Ω = 2,015, ± ± ¢¨¤´μ ¨§ ¸· ¢´¥´¨Ö ¢¥·Ì´¥£μ ¨ ´¨¦´¥£μ £· Ë¨±μ¢ ´ 
·¨¸. 22. ’ ± Ö ·¥§± Ö Î ¸ÉμÉ´ Ö § ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ Ö¢´μ ¤¥³μ´¸É·¨·Ê¥É ·¥§μ´ ´¸-
´μ¥ ¶μ¢¥¤¥´¨¥ ¸ ¶μ²ÊÏ¨·¨´μ° ·¥§μ´ ´¸  ¶μ·Ö¤±  ∼ 0,1Ω. ‡ ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ μÉ
Î ¸ÉμÉÒ ¶μ³μ£ ¥É · §²¨Î ÉÓ ¶ · ³¥É·¨Î¥¸±ÊÕ ·¥§μ´ ´¸´ÊÕ ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸ÉÓ
¨ ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸ÉÓ §  ¸Î¥É  ´É¨É·¥´¨Ö, · ¸¸³μÉ·¥´´ÊÕ ´¨¦¥ ¢ ¶. 3.3.4. ¤²Ö
±μÉμ·μ° Î ¸ÉμÉ´ Ö § ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ μÎ¥´Ó ¸² ¡ Ö.
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�¨¸. 22. �¥Ï¥´¨Ö ¤²Ö ¶ · ³¥É·μ¢ (3.134). ‘²¥¢ : μ¸Í¨²²ÖÍ¨¨ z ± ± ËÊ´±Í¨Ö ¡¥§· §-
³¥·´μ£μ ¢·¥³¥´¨ τ . ‘¶· ¢ : |z(τ )| (¢ ²μ£ ·¨Ë³¨Î¥¸±μ³ ³ ¸ÏÉ ¡¥) ¨ ¸¶²μÏ´ Ö ²¨-
´¨Ö Å  ³¶²¨ÉÊ¤  μ¸Í¨²²ÖÍ¨° (3.133) ¸ É¥³¶μ³ ·μ¸É , μ¶·¥¤¥²Ö¥³Ò³ (3.130). ‘¢¥·ÌÊ:
¢μ§¡Ê¦¤¥´¨¥ ¶ · ³¥É·¨Î¥¸±μ£μ ·¥§μ´ ´¸  z(τ ) ¤²Ö £ ·³μ´¨Î¥¸±¨Ì μ¸Í¨²²ÖÍ¨° ±·¨-
¢¨§´Ò ¸ y0 = 5 ¨ Ω1/Ω = 2 ¨ ¸· ¢´¥´¨¥ ¸ ¶·¥¤¸± § ´´Ò³ Ô±¸¶μ´¥´Í¨ ²Ó´Ò³ ·μ¸Éμ³.
�É´μ¸¨É¥²Ó´ Ö · §´μ¸ÉÓ ³¥¦¤Ê ÉμÎ´Ò³ ¨ μÍ¥´μÎ´Ò³ É¥³¶ ³¨ ·μ¸É  μ±μ²μ 5 · 10−5.
‘´¨§Ê: ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ ¤²Ö Ω1/Ω = 2,015, ¤·Ê£¨¥ ¶ · ³¥É·Ò ´¥¨§³¥´´Ò. �¥§μ´ ´¸´μ¥ ¶μ-
¢¥¤¥´¨¥ ´ ³´μ£μ ¸² ¡¥¥, ´μ ¸μ£² ¸¨¥ ³¥¦¤Ê Î¨¸²¥´´Ò³ §´ Î¥´¨¥³ Γ ¨  ´ ²¨É¨Î¥¸±μ°
μÍ¥´±μ° (¸¶²μÏ´ Ö ²¨´¨Ö) Ê¤μ¢²¥É¢μ·¨É¥²Ó´μ¥: |Γres/Γnum − 1| ∼ 0,24. ‡ ³¥É¨³,
ÎÉμ, ÌμÉÖ ·¥Ï¥´¨Ö ¶μ± § ´Ò ¶·¨ μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ ¡μ²ÓÏ¨Ì ¢·¥³¥´ Ì, Ô¢μ²ÕÍ¨Ö ¸¨¸É¥³Ò
´ Î¨´ ¥É¸Ö ¶·¨ τ = 0

‚ μ¡μ¨Ì ¸²ÊÎ ÖÌ, ¶·¥¤¸É ¢²¥´´ÒÌ ´  ·¨¸. 22, ¸μ£² ¸¨¥ Î¨¸²¥´´ÒÌ · ¸Î¥-
Éμ¢ ¸  ´ ²¨É¨Î¥¸±μ° μÍ¥´±μ° (3.130) Ö¢²Ö¥É¸Ö § ³¥Î É¥²Ó´Ò³, ´¥ ÌÊ¦¥, Î¥³
|ΓMG/Γnum − 1| ∼ 5 · 10−5 ¤²Ö Ω1/Ω = 2, ¨ Ê³¥´ÓÏ ¥É¸Ö ¶·¨³¥·´μ ¤μ 24 %
¤²Ö Ω1/Ω = 2,015, ÎÉμ ¡²¨§±μ ± ¶μ·μ£Ê ·¥§μ´ ´¸ .

‘²ÊÎ ° ¡μ²ÓÏ¨Ì χ ¨²¨ r 
 k−1 ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É ¡μ²ÓÏ¥³Ê μ¡Ñ¥³Ê ±μ²² ¶-
¸¨·ÊÕÐ¥£μ μ¡² ± . ‘μ£² ¸´μ ´ Ï¨³ ¶·¥¤¶μ²μ¦¥´¨Ö³, ¢μ§³ÊÐ¥´¨Ö μ¡ÒÎ´μ
³¥´ÖÕÉ¸Ö ´  ³ ¸ÏÉ ¡ Ì, §´ Î¨É¥²Ó´μ ³¥´ÓÏ¨Ì μ¡Ð¥£μ · §³¥·  μ¡Ñ¥±É  rm,
¶μÔÉμ³Ê krm 
 1. …¸²¨ ³Ò ¢μ§Ó³¥³, ´ ¶·¨³¥·, 0,5rm � r � rm, ÔÉ  μ¡² ¸ÉÓ
¡Ê¤¥É § ´¨³ ÉÓ μ±μ²μ 0,9 μ¡Ñ¥³  μ¡² ± ,   ¥¸²¨ 0,1rm � r � rm, Éμ ¸μμÉ¢¥É-
¸É¢ÊÕÐ¨° μ¡Ñ¥³ ¸μ¸É ¢¨É 0,999 μÉ μ¡Ð¥£μ μ¡Ñ¥³  μ¡² ± .

ŒÒ ·¥Ï¨²¨ Ê· ¢´¥´¨¥ (3.107) Î¨¸²¥´´μ ¨ ¶·¨¢μ¤¨³ ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ ¤²Ö ¸²¥-
¤ÊÕÐ¨Ì §´ Î¥´¨° ¶ · ³¥É·μ¢

a = b = c = 0,01, χ = 10, y0 = 1 (3.135)

¨ ¨§³¥´ÖÕÐ¥°¸Ö Ω1.
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�¨¸. 23. �¥Ï¥´¨Ö ¤²Ö ¶ · ³¥É·μ¢ (3.135). ‘²¥¢  ¨ ¸¶· ¢  ¶μ± § ´Ò É¥ ¦¥ ¢¥²¨Î¨´Ò,
ÎÉμ ¨ ´  ·¨¸. 22. ‘¢¥·ÌÊ: ·¥Ï¥´¨¥ ¤²Ö y0 = 1 ¨ Ω1/Ω = 2 ¨ ¸· ¢´¥´¨¥ ¸ ¶·¥¤-
¸± § ´´Ò³ ¶μ¢¥¤¥´¨¥³ (¸¶²μÏ´ Ö ²¨´¨Ö). �É´μ¸¨É¥²Ó´ Ö · §´μ¸ÉÓ ³¥¦¤Ê ÉμÎ´Ò³ ¨
μÍ¥´μÎ´Ò³ É¥³¶ ³¨ ·μ¸É  ∼ 3 · 10−2. ‘´¨§Ê: ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ ¤²Ö Ω1/Ω = 2,075, ¤·Ê£¨¥
¶ · ³¥É·Ò ´¥¨§³¥´´Ò. �¥§μ´ ´¸´μ¥ ¶μ¢¥¤¥´¨¥ ¸² ¡¥¥, ´μ ¢¸¥ ¥Ð¥ ¤μ¸É ÉμÎ´μ ¸¨²Ó´μ¥,
μ¤´ ±μ ¸μ£² ¸¨¥ ³¥¦¤Ê Î¨¸²¥´´Ò³ §´ Î¥´¨¥³ Γ ¨  ´ ²¨É¨Î¥¸±μ° μÍ¥´±μ° (¸¶²μÏ´ Ö
²¨´¨Ö) Ê³¥´ÓÏ ¥É¸Ö: |Γres/Γnum − 1| ∼ 0,32. ’¥³ ´¥ ³¥´¥¥ ´ Ï¨  ´ ²¨É¨Î¥¸±¨¥
μÍ¥´±¨ ´ Ìμ¤ÖÉ¸Ö ¢ ¶·¥¤¥² Ì μ¤´μ£μ ¶μ·Ö¤±  μÉ Î¨¸²¥´´ÒÌ ·¥§Ê²ÓÉ Éμ¢

�  ·¨¸. 23 ¶μ± § ´Ò ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ ¤²Ö Ω1/Ω = 2 ¨ Ω1/Ω = 2,075. �·¨
Ê¤ ²¥´¨¨ μÉ ·¥§μ´ ´¸´μ£μ §´ Î¥´¨Ö Î ¸ÉμÉÒ ¸μ£² ¸¨¥ ¸  ´ ²¨É¨Î¥¸±μ° μÍ¥´-
±μ° (3.130) Ê³¥´ÓÏ ¥É¸Ö, ´μ μ¸É ¥É¸Ö Ê¤μ¢²¥É¢μ·¨É¥²Ó´Ò³, ¶·¨Î¥³ μÉ´μ¸¨-
É¥²Ó´μ¥ · ¸Ìμ¦¤¥´¨¥ ³´μ£μ ³¥´ÓÏ¥, Î¥³ ´  ¶μ·Ö¤μ±. ˜¨·¨´  ·¥§μ´ ´¸´μ°
μ¡² ¸É¨ ¤²Ö Ω1 ¶·¨³¥·´μ · ¢´  δΩ1/Ω1 	 0,05. �¤´ ±μ μ´  ¸¨²Ó´μ § ¢¨¸¨É
μÉ §´ Î¥´¨Ö y0: ´ ¶·¨³¥·, ¤²Ö y0 = 4 Ï¨·¨´  μ£·μ³´ , μ±μ²μ δΩ1/Ω1 	 1,2.
‚ ¸²ÊÎ ¥ ¡μ²ÓÏ¨Ì · ¤¨Ê¸μ¢ ·¥§μ´ ´¸ ¢Ò§Ò¢ ¥É § ³¥É´μ ¡μ²¥¥ ¡Ò¸É·Ò° ·μ¸É
μ¸Í¨²²ÖÍ¨°, Î¥³ ¶·¨ ³ ²ÒÌ χ.

�É³¥É¨³, ÎÉμ μ£·μ³´Ò¥ §´ Î¥´¨Ö  ³¶²¨ÉÊ¤Ò ±μ²¥¡ ´¨°, ±μÉμ·Ò¥ ²¥£±μ
¤μ¸É¨¦¨³Ò Î¨¸²¥´´μ, ´¥ ¨³¥ÕÉ ¡μ²ÓÏμ£μ ¸³Ò¸² , ¶μ¸±μ²Ó±Ê ¶·¨¡²¨¦¥´¨¥
¶¥·¢μ£μ ¶μ·Ö¤± , ¨¸¶μ²Ó§Ê¥³μ¥ ¶·¨ ¢Ò¢μ¤¥ Ê· ¢´¥´¨° (3.91)Ä(3.95), ¸¶· ¢¥¤-
²¨¢μ Éμ²Ó±μ ¢ ¸²ÊÎ ¥, ±μ£¤  ¢μ§³ÊÐ¥´¨Ö ³´μ£μ ³¥´ÓÏ¥ ¥¤¨´¨ÍÒ. ‘ ´ Î ²Ó-
´μ°  ³¶²¨ÉÊ¤μ° Ë²Ê±ÉÊ Í¨° ¶μ·Ö¤±  10−4−10−5 (¸²¥¤ÊÕÐ¥° ¨§ ¤ ´´ÒÌ ¶μ
³¨±·μ¢μ²´μ¢μ³Ê Ëμ´Ê) ·¥§Ê²ÓÉ É ³ ³μ¦´μ ¤μ¢¥·ÖÉÓ ¤μ Ê¸¨²¥´¨°, ´¥ ¶·¥¢Ò-
Ï ÕÐ¨Ì ¶·¨³¥·´μ ¶ÖÉ¨ ¶μ·Ö¤±μ¢.

�¸Í¨²²ÖÍ¨¨ ¸ ¶¨± ³¨. Š ± ¡Ò²μ ´ °¤¥´μ ¢ ´ Ï¨Ì ¶·¥¤Ò¤ÊÐ¨Ì · ¡μ-
É Ì [126, 131], £ ·³μ´¨Î¥¸±¨¥ μ¸Í¨²²ÖÍ¨¨ ´¥ ¨¸Î¥·¶Ò¢ ÕÉ ¢¸¥Ì ¢μ§³μ¦´ÒÌ
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·¥Ï¥´¨° ¤²Ö Ëμ´  R(t). ŒÒ ¶μ± § ²¨, ÎÉμ ¢μ§³μ¦´μ μ¡· §μ¢ ´¨¥ Ê§±¨Ì ®¶¨-
±μ¢¯ ¡μ²ÓÏμ°  ³¶²¨ÉÊ¤Ò, |R| 
 |RGR|, ¸³. (3.121). �É¨ ¶¨±¨ μÉ¤¥²¥´Ò ¤·Ê£
μÉ ¤·Ê£  ¨´É¥·¢ ²μ³ 2π[ω(R = RGR)]−1, §´ Î¨É¥²Ó´μ ¶·¥¢μ¸Ìμ¤ÖÐ¨³ ¨Ì Ï¨-
·¨´Ê. � ¶·¨³¥·, ¤²Ö · ¸¸³ É·¨¢ ¥³μ° ³μ¤¥²¨ F (R)-ËÊ´±Í¨¨ (1.20) Ï¨·¨´ 
¶¨±μ¢ ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ ³ ² , ± ± m−1 � (105 ƒÔ‚)−1.

ŒÒ Î¨¸²¥´´μ ·¥Ï ¥³ Ê· ¢´¥´¨¥ (3.107), ¨¸¶μ²Ó§ÊÖ ysp ± ± ËÊ´±Í¨Õ ¡¥§-
· §³¥·´μ£μ ¢·¥³¥´¨ ¢ ¢¨¤¥

ysp(τ) =
y0d

2

d2 + sin2(Ω2τ + θ)
(3.136)

¸ Ω2 	 1/2 ¢ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¨ ¸ ·¥Ï¥´¨¥³ ¨§ · ¡μÉÒ [126]. �É  ËÊ´±Í¨Ö ¨
¥¥ ËÊ·Ó¥-μ¡· § ¶·¥¤¸É ¢²¥´Ò ´  ·¨¸. 24. �É³¥É¨³, ÎÉμ  ³¶²¨ÉÊ¤Ò Î¥É´ÒÌ
£ ·³μ´¨± §´ Î¨É¥²Ó´μ ¡μ²ÓÏ¥  ³¶²¨ÉÊ¤ ´¥Î¥É´ÒÌ. 	μ²¥¥ Éμ£μ,  ³¶²¨ÉÊ¤Ò
´¥Î¥É´ÒÌ £ ·³μ´¨± ³μ£ÊÉ ¸É ´μ¢¨ÉÓ¸Ö μÉ·¨Í É¥²Ó´Ò³¨, ´¥¸³μÉ·Ö ´  Éμ, ÎÉμ
±·¨¢¨§´  y(τ) μ¸É ¥É¸Ö, ± ± ÔÉμ ¨ ¤μ²¦´μ ¡ÒÉÓ, ¶μ²μ¦¨É¥²Ó´μ°.

�  ·¨¸. 25,   Ö¢´μ ¢¨¤¥´ ¶ · ³¥É·¨Î¥¸±¨° ·¥§μ´ ´¸ ¶·¨ Ω2 = Ω/2 	
0,5013, ÎÉμ ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É ¢Éμ·μ° ·¥§μ´ ´¸´μ° ³μ¤¥, ¸³. (3.106¡), ¶·¨ ¢Ò¡μ·¥
¶ · ³¥É·μ¢: a = b = 0,01 ¨ c = 0,02. „²Ö ÔÉ¨Ì ¢¥²¨Î¨´ μ ¨§ Ê· ¢´¥´¨Ö (4.113)
¶μ²μ¦¨É¥²Ó´μ ¨ · ¢´μ 1,47 · 10−4. �  ·¨¸. 25, ¡ ËÊ´±Í¨Ö z(τ) ¶·¥¤¸É ¢²¥´ 

�¨¸. 24.  ) y(τ ) ¨§ Ê· ¢´¥´¨Ö (3.136) ¸ y0 = 1, Ω2 = 0,5 ¨ d = 0,1. ¡) ”Ê·Ó¥-μ¡-
· § y(τ )

�¨¸. 25. ‚μ§¡Ê¦¤¥´¨¥ ¶ · ³¥É·¨Î¥¸±μ£μ ·¥§μ´ ´¸  z(τ ) ¤²Ö μ¸Í¨²²ÖÍ¨° ±·¨¢¨§´Ò ¸
¶¨± ³¨ ¶·¨ y0 = 30 ¨ Ω2/Ω = 1/2 ( ) ¨ Ω2/Ω = 0,496 (¡)
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�¨¸. 26. ‚μ§¡Ê¦¤¥´¨¥ ¶ · ³¥É·¨Î¥¸±μ£μ ·¥§μ´ ´¸  z(τ ) ¤²Ö μ¸Í¨²²ÖÍ¨° ±·¨¢¨§´Ò
¸ ¶¨± ³¨ ¶·¨ y0 = 30 ¨ Ω2/Ω = 1 ( ) ¨ Ω2/Ω = 0,992 (¡)

�¨¸. 27. ‚μ§¡Ê¦¤¥´¨¥ ¶ · ³¥É·¨Î¥¸±μ£μ ·¥§μ´ ´¸  z(τ ) ¤²Ö μ¸Í¨²²ÖÍ¨° ±·¨¢¨§´Ò
¸ ¶¨± ³¨ ¶·¨ y0 = 30 ¨ Ω2/Ω = 1/3 ( ) ¨ Ω2/Ω = 1/4 (¡)

¤²Ö ¡μ²¥¥ ´¨§±μ° Î ¸ÉμÉÒ Ω2/Ω = 0,496. ‚¨¤´μ, ÎÉμ ·¥§μ´ ´¸ ¢¸¥ ¥Ð¥
¢μ§¡Ê¦¤ ¥É¸Ö, ´μ £μ· §¤μ ¸² ¡¥¥. ”μ·³  ·¥§μ´ ´¸´μ° ±·¨¢μ° ¸¨³³¥É·¨Î´  ¶μ
μÉ´μÏ¥´¨Õ ± ¶μ²μ¦¥´¨Õ ·¥§μ´ ´¸´μ° Î ¸ÉμÉÒ. �¥§±μ¥ Ê¡Ò¢ ´¨¥  ³¶²¨ÉÊ¤Ò
μ¸Í¨²²ÖÍ¨° ¶μ± §Ò¢ ¥É, ÎÉμ ·¥§μ´ ´¸ ¤μ¢μ²Ó´μ Ê§±¨°, ¸ Ï¨·¨´μ° δΩ/Ω � 1.

ƒ² ¢´ Ö ³μ¤  ¶ · ³¥É·¨Î¥¸±μ£μ ·¥§μ´ ´¸  ¤μ²¦´  ¶·μÖ¢²ÖÉÓ¸Ö ¶·¨ Î -
¸ÉμÉ¥ Ω2/Ω = 1; ÔÉμ ¶μ± § ´μ ´  ·¨¸. 26,  . �¤´ ±μ μ´  μ± §Ò¢ ¥É¸Ö ¶μ¤ ¢-
²¥´´μ° ¶μ ¸· ¢´¥´¨Õ ¸ ³μ¤μ° Ω2/Ω = 1/2 ¢¸²¥¤¸É¢¨¥ ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö ´¥Î¥É´ÒÌ
ËÊ·Ó¥- ³¶²¨ÉÊ¤ y(τ) (¸³. ·¨¸. 24).

�  ·¨¸. 27 Ô¢μ²ÕÍ¨Ö z(τ) ¨§μ¡· ¦¥´  ¤²Ö Ω2/Ω = 1/3 (·¨¸.  ) ¨ Ω2/Ω =
1/4 (·¨¸. ¡). Š ± ¨ μ¦¨¤ ²μ¸Ó, ÔÉ¨ ¡μ²¥¥ ¢Ò¸μ±¨¥ ³μ¤Ò Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ¡μ²¥¥ ¸² -
¡Ò³¨, ¨, ± ± ¡Ò²μ μÉ³¥Î¥´μ ¢ÒÏ¥, ËÊ·Ó¥- ³¶²¨ÉÊ¤Ò ¸² ¡¥¥ ¤²Ö ´¥Î¥É´ÒÌ
³μ¤. ‚¨¤´μ, ÎÉμ Ê· ¢´¥´¨¥ 4-£μ ¶μ·Ö¤±  ¤¥³μ´¸É·¨·Ê¥É ¶ · ³¥É·¨Î¥¸±¨¥ ·¥-
§μ´ ´¸´Ò¥ ÔËË¥±ÉÒ, ¢¥¸Ó³  ¶μÌμ¦¨¥ ´  ±² ¸¸¨Î¥¸±¨° ¸²ÊÎ ° (3.116), ÌμÉÖ
¢²¨Ö´¨¥ ´¥Î¥É´ÒÌ ¶·μ¨§¢μ¤´ÒÌ ¢ Ê· ¢´¥´¨¨ (3.107) ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ ¸ÊÐ¥¸É¢¥´-
´Ò³, ÎÉμ ¶·¨¢μ¤¨É ± ±μ²¨Î¥¸É¢¥´´Ò³ ¨§³¥´¥´¨Ö³ ·¥§Ê²ÓÉ Éμ¢.

3.3.4. “¸¨²¥´¨¥  ´É¨É·¥´¨¥³. “¸¨²¥´¨¥ ¢μ§³ÊÐ¥´¨° §  ¸Î¥É  ´É¨É·¥-
´¨Ö ¨´¤ÊÍ¨·Ê¥É¸Ö ¨§³¥´¥´¨¥³ §´ ±μ¢ ±μÔËË¨Í¨¥´Éμ¢ ¶¥·¥¤ ´¥Î¥É´Ò³¨ ¶·μ-
¨§¢μ¤´Ò³¨ ¢ Ê· ¢´¥´¨¨ 4-£μ ¶μ·Ö¤± . Šμ£¤  ÔÉ¨ ±μÔËË¨Í¨¥´ÉÒ ¸É ´μ¢ÖÉ¸Ö
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μÉ·¨Í É¥²Ó´Ò³¨, ¢³¥¸Éμ ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö ±μ²¥¡ ´¨° μ´¨ ¶·¨¢μ¤ÖÉ ± ¨Ì Ê¸¨²¥´¨Õ.
�μ¤μ¡´μ¥ Ö¢²¥´¨¥ ²¥£±μ Ê¢¨¤¥ÉÓ, ·¥Ï Ö ¶·μ¸Éμ¥ μ¸Í¨²²ÖÉμ·´μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥
2-£μ ¶μ·Ö¤± 

z̈ + Γż + ω2z = 0 (3.137)

¸ Γ < 0. �¨¦¥ ³Ò ¶μ± ¦¥³, ÎÉμ ¤²Ö ¤μ¸É ÉμÎ´μ ¡μ²ÓÏ¨Ì α (3.106 ) ¨/¨²¨
χ (3.104) Ê· ¢´¥´¨¥ 4-£μ ¶μ·Ö¤±  (3.107) (¨²¨ (3.105)) ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ ¨³¥¥É
¸¨²Ó´μ · ¸ÉÊÐ¨¥ ·¥Ï¥´¨Ö.

ƒ ·³μ´¨Î¥¸±¨¥ μ¸Í¨²²ÖÍ¨¨ ±·¨¢¨§´Ò. ‚ ¶. 3.3.2 ³Ò · ¸¸³μÉ·¥²¨ ¸²ÊÎ °
³ ²μ°  ³¶²¨ÉÊ¤Ò ±μ²¥¡ ´¨° Ëμ´  ¨ ¶μ± § ²¨, ÎÉμ Ê· ¢´¥´¨¥ (3.107) ³μ¦´μ
·¥Ï¨ÉÓ  ´ ²¨É¨Î¥¸±¨. ˆ´É¥·¥¸´μ, ÎÉμ ÔÉμ Ê· ¢´¥´¨¥ É ±¦¥ ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ ·¥-
Ï¥´μ  ´ ²¨É¨Î¥¸±¨ ¢ ¶·μÉ¨¢μ¶μ²μ¦´μ³ ¶·¥¤¥²¥ ¡μ²ÓÏμ°  ³¶²¨ÉÊ¤Ò μ¸Í¨²-
²ÖÍ¨°, ´μ ³ ²ÒÌ c ¨ χ. ‚ ÔÉμ³ ¸²ÊÎ ¥ (3.107) ¶·¨´¨³ ¥É ¢¨¤

z′′′′ + αy′z′′′ + 2αz′′y′′ + αz′y′′′ = z′′′′ + α(z′y′)′′ = 0. (3.138)

�Éμ Ê· ¢´¥´¨¥ ²¥£±μ ¨´É¥£·¨·Ê¥É¸Ö:

z′′ + αz′y′ = C1 + C2τ, (3.139)

¶·¨¢μ¤Ö ± ·¥Ï¥´¨Õ

z′ = C0 e−αy(τ)+ C1 e−αy(τ)

τ∫
0

dτ1 eαy(τ1)+ C2 e−αy(τ)

τ∫
0

dτ1τ1eαy(τ1) (3.140)

¨²¨, Ô±¢¨¢ ²¥´É´μ,

z = z0 +

τ∫
dτ1

⎡⎣C0 e−αy(τ1) + eαy(τ1)

τ1∫
dτ2 (C1 + C2τ2) eαy(τ2)

⎤⎦ . (3.141)

‚μ§Ó³¥³ ¤²Ö μ¶·¥¤¥²¥´´μ¸É¨ y(τ) = y0 cos (Ω1τ). ˆ§ (3.140) ¢¨¤´μ, ÎÉμ
¶·μ¨§¢μ¤´ Ö z′ ³ ²  ¶·¨ αy < 0, ¢ Éμ ¢·¥³Ö ± ± z′ ¶μ²μ¦¨É¥²Ó´  ¨ ¢¥²¨± 
¶·¨ αy > 0, ¶·¨ ÔÉμ³ ËÊ´±Í¨Ö z μ¸É ¥É¸Ö ¶μ¸ÉμÖ´´μ° ¢ ¶¥·¢μ³ ¸²ÊÎ ¥ ¨
· ¸É¥É ¢μ ¢Éμ·μ³.

�Éμ ¶μ¢¥¤¥´¨¥ ¶·μ¨²²Õ¸É·¨·μ¢ ´μ ´  ·¨¸. 28 ¨ 29. “¸¨²¥´¨¥ z(τ) ¨³¥¥É
³¥¸Éμ ´¥§ ¢¨¸¨³μ μÉ Î ¸ÉμÉÒ ±μ²¥¡ ´¨° Ëμ´μ¢μ° ±·¨¢¨§´Ò ω1. �Éμ ³μ¦´μ
μ¡ÑÖ¸´¨ÉÓ ¨§³¥´¥´¨¥³ §´ ±  ±μÔËË¨Í¨¥´Éμ¢ ¶¥·¥¤ ´¥Î¥É´Ò³¨ ¶·μ¨§¢μ¤´Ò³¨
ËÊ´±Í¨¨ z ¢ (3.107) ¨ (3.138) ¤²Ö ¡μ²ÓÏ¨Ì y0. Šμ£¤  ÔÉ¨ ±μÔËË¨Í¨¥´ÉÒ ¶μ-
²μ¦¨É¥²Ó´Ò, μ´¨ ¤¥°¸É¢ÊÕÉ ± ± ¸¨²  É·¥´¨Ö, ´μ ±μ£¤  μ´¨ μÉ·¨Í É¥²Ó´Ò, Éμ
¤¥°¸É¢ÊÕÉ ± ±  ´É¨É·¥´¨¥. �¨¦¥ É ±μ° ÔËË¥±É ¶·μ¤¥³μ´¸É·¨·μ¢ ´ Î¨¸²¥´´μ
¤²Ö ¶μ²´μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö (3.107).
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�¨¸. 28. ”Ê´±Í¨Ö z(τ ) ( ) ¨ ¥¥ ¶·μ¨§¢μ¤´ Ö z′(τ ) (¡) ¨§ (3.140) ¶·¨ C0 = 1, C1 =
C2 = 0, y(τ ) = y0 cos (τ ) ¨ αy0 = 2

�¨¸. 29. ”Ê´±Í¨Ö z(τ ) (¡) ¨ ¥¥ ¶·μ¨§¢μ¤´ Ö z′(τ ) ( ) ¨§ (3.140) ¶·¨ C2 = 1, C0 =
C1 = 0, y(τ ) = y0 cos (τ ), ¨ αy0 = 2

� ¸¸³μÉ·¨³ ¢´ Î ²¥ ¸²ÊÎ ° ³ ²ÒÌ · ¤¨Ê¸μ¢, χ � 1. ŒÒ ·¥Ï ¥³ Ê· ¢-
´¥´¨¥ (3.107) Î¨¸²¥´´μ ¤²Ö ¢Ò¡· ´´ÒÌ ad-hoc ¶ · ³¥É·μ¢ a = 0,01, b =
0,01, c = 0,02, χ = 0,01 ¶·¨ · §²¨Î´ÒÌ §´ Î¥´¨ÖÌ y0 ¨ Ω1. “¸¨²¥´¨¥  ´É¨-
É·¥´¨¥³ ´ ¡²Õ¤ ¥É¸Ö ´  Î ¸ÉμÉ Ì, ¤ ²¥±¨Ì μÉ ·¥§μ´ ´¸´ÒÌ §´ Î¥´¨°, ¥¸²¨ y0

¶·¥¢ÒÏ ¥É ¶μ·μ£μ¢μ¥ §´ Î¥´¨¥ yth. —¥³ ¤ ²ÓÏ¥ Î ¸ÉμÉ  μÉ ·¥§μ´ ´¸ , É¥³
¢ÒÏ¥ ¶μ·μ£. � ¶·¨³¥·, ¤²Ö ω1 = 3,2 ¶μ·μ£μ¢μ¥ §´ Î¥´¨¥ · ¢´μ yth = 169,
Éμ£¤  ± ± ¤²Ö ω1 = 4,4 ¶μ·μ£ yth = 267. �¢μ²ÕÍ¨Ö z(τ) ¢ ÔÉ¨Ì ¤¢ÊÌ ¸²ÊÎ ÖÌ
¨§μ¡· ¦¥´  ´  ·¨¸. 30.

	μ²ÓÏμ¥ χ ¶·¨¢μ¤¨É ± ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¨ §  ¸Î¥É  ´É¨É·¥´¨Ö ¡μ²¥¥ ÔËË¥±-
É¨¢´μ, É ± ± ± Î²¥´, ¶·μ¶μ·Í¨μ´ ²Ó´Ò° χ2, ¢Ìμ¤¨É Éμ²Ó±μ ¢ ±μÔËË¨Í¨¥´ÉÒ
¶¥·¥¤ ¶¥·¢μ° ¶·μ¨§¢μ¤´μ° z′, ¨ ´¥É ´¨± ±μ° · §·ÊÏ¨É¥²Ó´μ° ¨´É¥·Ë¥·¥´Í¨¨
³¥¦¤Ê Î²¥´ ³¨ ¸ ¶¥·¢μ° ¨ É·¥ÉÓ¥° ¶·μ¨§¢μ¤´Ò³¨, ±μÉμ·Ò¥ ¢ μ¡Ð¥³ ¸²Ê-
Î ¥ ³μ£ÊÉ ¨³¥ÉÓ ¶·μÉ¨¢μ¶μ²μ¦´Ò¥ §´ ±¨ ¨ ¤¥°¸É¢μ¢ ÉÓ ¢ ¶·μÉ¨¢μ¶μ²μ¦´ÒÌ
´ ¶· ¢²¥´¨ÖÌ.

�  ·¨¸. 31 ¶·¥¤¸É ¢²¥´ ¶·¨³¥· ¶μ¢¥¤¥´¨Ö ¸  ´É¨É·¥´¨¥³ ¢ ¸¨¸É¥³ Ì ¸
£ ·³μ´¨Î¥¸±¨³¨ μ¸Í¨²²ÖÍ¨Ö³¨ ±·¨¢¨§´Ò ¤²Ö É¥Ì ¦¥ §´ Î¥´¨° ¶ · ³¥É·μ¢
a = 0,01, b = 0,01, c = 0,02 ¨ Î ¸ÉμÉ ³¨, ÎÉμ ¨ ¢ ¸²ÊÎ ¥ ³ ²ÒÌ · ¤¨Ê¸μ¢, § 
¨¸±²ÕÎ¥´¨¥³ §´ Î¥´¨Ö χ. ŒÒ ¡¥·¥³ χ = 10 ¨ ¸´μ¢  ´ ¡²Õ¤ ¥³ ¶μ·μ£μ¢Ò°
ÔËË¥±É, ´μ É¥¶¥·Ó ¤²Ö Î ¸ÉμÉÒ Ω1 = 3,2 ¶μ·μ£μ¢ Ö  ³¶²¨ÉÊ¤  yth = 10, ¢ Éμ
¢·¥³Ö ± ± ¤²Ö Ω1 = 4,4 ¶μ·μ£ · ¢¥´ yth = 11.
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�¨¸. 30. �ËË¥±É  ´É¨É·¥´¨Ö ¢ Ô¢μ²ÕÍ¨¨ z(τ ) ¤²Ö £ ·³μ´¨Î¥¸±¨Ì μ¸Í¨²²ÖÍ¨° ±·¨-
¢¨§´Ò ¸ y0 = 169, Ω1/Ω = 3,2 ( ) ¨ y0 = 267, Ω2/Ω = 4,4 (¡). Œ ²Ò¥ · ¤¨Ê¸Ò:
χ = 0,01

�¨¸. 31. �ËË¥±É  ´É¨É·¥´¨Ö ¢ Ô¢μ²ÕÍ¨¨ z(τ ) ¤²Ö £ ·³μ´¨Î¥¸±¨Ì μ¸Í¨²²ÖÍ¨° ±·¨-
¢¨§´Ò ¸ y0 = 10, Ω1/Ω = 3,2 ( ) ¨ y0 = 11, Ω2/Ω = 4,4 (¡). 	μ²ÓÏ¨¥ · ¤¨Ê¸Ò:
χ = 10

�¸Í¨²²ÖÍ¨¨ ±·¨¢¨§´Ò ¸ ¶¨± ³¨: Î¨¸²¥´´Ò¥ ·¥Ï¥´¨Ö. ŒÒ ¶·¨¢μ¤¨³ §¤¥¸Ó
Î¨¸²¥´´μ¥ ·¥Ï¥´¨¥ Ê· ¢´¥´¨Ö (3.107) ¤²Ö μ¸Í¨²²ÖÍ¨° ±·¨¢¨§´Ò ¸ ¶¨± -
³¨ (3.121) ¶·¨ · §´ÒÌ Î ¸ÉμÉ Ì Ω2 ¨  ³¶²¨ÉÊ¤ Ì y0. ‚¨¤´μ, ÎÉμ ·¥Ï¥´¨Ö
´¥Ê¸Éμ°Î¨¢Ò ´¥ Éμ²Ó±μ ¤²Ö ·¥§μ´ ´¸´ÒÌ Î ¸ÉμÉ, ´μ ¨ ¤²Ö ²Õ¡ÒÌ ¤·Ê£¨Ì Î ¸ÉμÉ
¶·¨ Ê¸²μ¢¨¨, ÎÉμ y0 ¶·¥¢μ¸Ìμ¤¨É ´¥±μÉμ·μ¥ ¶μ·μ£μ¢μ¥ §´ Î¥´¨¥, § ¢¨¸ÖÐ¥¥ μÉ
Î ¸ÉμÉÒ. ŒÒ ¶·¨¶¨¸Ò¢ ¥³ ÔÉμ Ö¢²¥´¨¥ ¨§³¥´¥´¨Õ §´ ±  ±μÔËË¨Í¨¥´Éμ¢ ¶¥-
·¥¤ ´¥Î¥É´Ò³¨ ¶·μ¨§¢μ¤´Ò³¨ ¢ (3.107). ‚ ´¥±μÉμ·μ³ ¸³Ò¸²¥ ÔÉμÉ ·¥§Ê²ÓÉ É
 ´ ²μ£¨Î¥´ ¶·¨¢¥¤¥´´μ³Ê ¢ÒÏ¥ ¤²Ö £ ·³μ´¨Î¥¸±μ£μ y(τ), ÌμÉÖ ¨ μÉ²¨Î ¥É¸Ö
±μ²¨Î¥¸É¢¥´´μ ± ± ¶μ ¢¥²¨Î¨´¥, É ± ¨ ¶μ Ëμ·³¥ ¸¨£´ ² . �μ¸²¥¤´¥¥ ³μ¦´μ
μ¡ÑÖ¸´¨ÉÓ · §²¨Î´μ° Ëμ·³μ° y(τ), · §²¨Î´Ò³¨ ´ Î ²Ó´Ò³¨ Ê¸²μ¢¨Ö³¨ ¨²¨
¤·Ê£¨³¨ ÔËË¥±É ³¨, ¢Ò§¢ ´´Ò³¨ ´¥´Ê²¥¢Ò³ μ, ¶·¥´¥¡·¥£ ¥³Ò³ ¢ (3.138).

Š ± ¨ · ´¥¥, ´ Î´¥³ ¸μ ¸²ÊÎ Ö ³ ²ÒÌ · ¤¨Ê¸μ¢, χ = 0,01. �  ·¨¸. 32
¶·¥¤¸É ¢²¥´  Ô¢μ²ÕÍ¨Ö z(τ) ¤²Ö ´¥·¥§μ´ ´¸´ÒÌ Î ¸ÉμÉ Ω2/Ω = 0,6, 0,7. —¥³
¤ ²ÓÏ¥ Î ¸ÉμÉ  μÉ ·¥§μ´ ´¸´μ°, ¶·¨³¥·´μ · ¢´μ° 0,5, É¥³ ¡μ²ÓÏ¥ ¶μ·μ£μ-
¢μ¥ §´ Î¥´¨¥ y0, ´¥μ¡Ìμ¤¨³μ¥ ¤²Ö ¢μ§´¨±´μ¢¥´¨Ö ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ£μ ·¥Ï¥´¨Ö.
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�¨¸. 32. �ËË¥±É  ´É¨É·¥´¨Ö ¢ Ô¢μ²ÕÍ¨¨ z(τ ) ¤²Ö μ¸Í¨²²ÖÍ¨° ±·¨¢¨§´Ò ¸ ¶¨± ³¨ ¶·¨
y0 = 400, Ω2/Ω = 0,6 ( ) ¨ y0 = 702, Ω2/Ω = 0,7 (¡)

�¨¸. 33. �ËË¥±É  ´É¨É·¥´¨Ö ¢ Ô¢μ²ÕÍ¨¨ z(τ ) ¤²Ö μ¸Í¨²²ÖÍ¨° ±·¨¢¨§´Ò ¸ ¶¨± ³¨ ¶·¨
y0 = 1280, Ω2/Ω = 0,8 ( ) ¨ y0 = 372, Ω2/Ω = 0,9 (¡)

‚¥²¨Î¨´Ò y0, ¢Ò¡· ´´Ò¥ ¤²Ö ÔÉ¨Ì ·¨¸Ê´±μ¢, ¤μ¢μ²Ó´μ ¡²¨§±¨ ± ¶μ·μ£μ¢Ò³
§´ Î¥´¨Ö³, y0 = 400 ¤²Ö Ω2/Ω = 0,6 ¨ y0 = 702 ¤²Ö Ω2/Ω = 0,7. ‡ ³¥É¨³,
ÎÉμ ¶μ·μ£μ¢μ¥ §´ Î¥´¨¥ y0 ¶·¨ ·¥§μ´ ´¸¥ ¸ Ω2/Ω ≈ 0,5 · ¢´μ ¶·¨³¥·´μ 15.
�ÉμÉ ¶μ·μ£μ¢Ò° ÔËË¥±É É ±¦¥ ¶·¨¸ÊÉ¸É¢Ê¥É ¢ Ö¢²¥´¨¨ ¸É ´¤ ·É´μ£μ ¶ · ³¥-
É·¨Î¥¸±μ£μ ·¥§μ´ ´¸  ¶·¨ ´¥¶·¥´¥¡·¥¦¨³μ³ É·¥´¨¨ [196].

�  ·¨¸. 33 Ô¢μ²ÕÍ¨Ö z(τ) ¶μ± § ´  ¤²Ö ¡μ²¥¥ ¢Ò¸μ±¨Ì Î ¸ÉμÉ Ω2/Ω =
0,8 ( ) ¨ Ω2/Ω = 0,9 (¡) ¶·¨ y0 = 1280 ¨ y0 = 372 ¸μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ. — ¸ÉμÉ 
Ω2/Ω = 0,9 ¡²¨¦¥ ± ·¥§μ´ ´¸´μ° Ω2 ≈ Ω, ¶μÔÉμ³Ê ¶μ·μ£μ¢μ¥ §´ Î¥´¨¥ y0

§ ³¥É´μ ´¨¦¥.
�¥§Ê²ÓÉ ÉÒ Î¨¸²¥´´ÒÌ ·¥Ï¥´¨° ¶·¨ ¡μ²ÓÏ¨Ì · ¤¨Ê¸ Ì, χ 
 1, ¶·¨¢¥-

¤¥´Ò ´  ·¨¸. 34. �¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸ÉÓ ¶·μÖ¢²Ö¥É¸Ö μÎ¥´Ó Ö·±μ, ´μ Ì · ±É¥· ¤¢ÊÌ
¢¨¤μ¢ ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¨ ¶·¨ · §´ÒÌ §´ Î¥´¨ÖÌ ¶ · ³¥É·μ¢, ¨§μ¡· ¦¥´´ÒÌ ´ 
·¨¸.   ¨ ¡, μÎ¥´Ó ¸¨²Ó´μ · §²¨Î ¥É¸Ö. ‚ ¶¥·¢μ³ ¸²ÊÎ ¥ ³Ò ´ ¡²Õ¤ ¥³ ±μ²¥¡ -
´¨Ö ¸ ¡Ò¸É·μ · ¸ÉÊÐ¥°  ³¶²¨ÉÊ¤μ°,   ¢μ ¢Éμ·μ³ Å ¢§·Ò¢Î ÉÒ°, ¶· ±É¨Î¥¸±¨
³μ´μÉμ´´Ò° ·μ¸É.

‚ § ±²ÕÎ¥´¨¥ ÔÉμ£μ · §¤¥²  ¸²¥¤Ê¥É μÉ³¥É¨ÉÓ, ÎÉμ ¢Ò¸μ±μÎ ¸ÉμÉ´Ò¥ μ¸-
Í¨²²ÖÍ¨¨ ±·¨¢¨§´Ò ¨ ³¥É·¨±¨ ¢ ¸¦¨³ ÕÐ¨Ì¸Ö ¸¨¸É¥³ Ì, É ±¨Ì ± ± £ §μ-
¢Ò¥ μ¡² ±  ³¥¦§¢¥§¤´μ£μ ¨²¨ ³¥¦£ ² ±É¨Î¥¸±μ£μ ¢¥Ð¥¸É¢  ¢ ¶·μÍ¥¸¸¥ μ¡· -
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�¨¸. 34. �ËË¥±É  ´É¨É·¥´¨Ö ¢ Ô¢μ²ÕÍ¨¨ z(τ ) ¤²Ö μ¸Í¨²²ÖÍ¨° ±·¨¢¨§´Ò ¸ ¶¨± ³¨ ¶·¨
y0 = 14, Ω2/Ω = 0,4 ( ) ¨ y0 = 9, Ω2/Ω = 0,6 (¡). 	μ²ÓÏ¨¥ · ¤¨Ê¸Ò: χ = 10

§μ¢ ´¨Ö §¢¥§¤Ò ¨²¨ £ ² ±É¨±¨, Ö¢²ÖÕÉ¸Ö μ¡Ð¥° Ì · ±É¥·´μ° Î¥·Éμ° F (R)-
³μ¤¨Ë¨Í¨·μ¢ ´´μ° £· ¢¨É Í¨¨. �μ¤μ¡´Ò° ÔËË¥±É ³μ¦¥É ¨³¥ÉÓ ³¥¸Éμ ¢ ¶·μ-
Í¥¸¸¥ §¢¥§¤´μ£μ ±μ²² ¶¸ , ´ ¶·¨³¥·, ¶¥·¥¤ ¢§·Ò¢μ³ ¸¢¥·Ì´μ¢μ° ¨ ¶μ¸²¥¤ÊÕ-
Ð¨³ μ¡· §μ¢ ´¨¥³ ´¥°É·μ´´μ° §¢¥§¤Ò ¨²¨ Î¥·´μ° ¤Ò·Ò. Š ± ³Ò ¶μ± § ²¨
¢ ÔÉμ³ · §¤¥²¥, Ô¢μ²ÕÍ¨Ö ³¥É·¨Î¥¸±¨Ì ¨ ¶²μÉ´μ¸É´ÒÌ ¢μ§³ÊÐ¥´¨° ´  μ¸-
Í¨²²¨·ÊÕÐ¥³ £· ¢¨É Í¨μ´´μ³ Ëμ´¥ μ¡² ¤ ¥É ´μ¢Ò³¨ ¨ μÎ¥´Ó ¨´É¥·¥¸´Ò³¨
μ¸μ¡¥´´μ¸ÉÖ³¨ ¢ ¤μ¶μ²´¥´¨¥ ± μ¡ÒÎ´μ° Ô±¸¶μ´¥´Í¨ ²Ó´μ° ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¨
„¦¨´¸ , ±μÉμ· Ö ¨ ¸ ³  ¢μ§´¨± ¥É ´  ¨´μ³ ³ ¸ÏÉ ¡¥, Î¥³ ¢ μ¡Ð¥° É¥μ·¨¨
μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ¸É¨.

�¸Í¨²²¨·ÊÕÐ¨¥ Ëμ´μ¢ Ö ³¥É·¨±  ¨ ±·¨¢¨§´  ¸¨¸É¥³Ò ¨´¤ÊÍ¨·ÊÕÉ ÔË-
Ë¥±É,  ´ ²μ£¨Î´Ò° ¸É ´¤ ·É´μ³Ê ¶ · ³¥É·¨Î¥¸±μ³Ê ·¥§μ´ ´¸Ê, ÎÉμ ¶·¨¢μ¤¨É
± Ê¸¨²¥´¨Õ Ë²Ê±ÉÊ Í¨°. ‘ÊÐ¥¸É¢Ê¥É ±μ²¨Î¥¸É¢¥´´μ¥ · §²¨Î¨¥ ¶μ ¸· ¢´¥-
´¨Õ ¸μ ¸É ´¤ ·É´Ò³ ¸²ÊÎ ¥³, ¶μ¸±μ²Ó±Ê μ¡ÒÎ´Ò° ¶ · ³¥É·¨Î¥¸±¨° ·¥§μ´ ´¸
μ¶¨¸Ò¢ ¥É¸Ö ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´Ò³ Ê· ¢´¥´¨¥³ ¢Éμ·μ£μ ¶μ·Ö¤± ,   ¢ ³μ¤¨Ë¨-
Í¨·μ¢ ´´μ° £· ¢¨É Í¨¨ Ê· ¢´¥´¨¥ (3.101), Ê¶· ¢²ÖÕÐ¥¥ Ô¢μ²ÕÍ¨¥° Ë²Ê±ÉÊ-
 Í¨°, Ö¢²Ö¥É¸Ö Ê· ¢´¥´¨¥³ 4-£μ ¶μ·Ö¤± . ŒÒ · ¸¸³μÉ·¥²¨ ¤μ¸É ÉμÎ´μ μ¡Ð¥¥
Ê· ¢´¥´¨¥ ¡¥§ μ£· ´¨Î¥´¨°, ¸¢Ö§ ´´ÒÌ ¸ ±μ´±·¥É´Ò³ ¢¨¤μ³ F (R)-ËÊ´±Í¨¨.
’¥³ ´¥ ³¥´¥¥ ¢ ± Î¥¸É¢¥ ¶·¨³¥·  ³Ò ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ²¨ É¥μ·¨Õ, μ¶¨¸Ò¢ ¥³ÊÕ
¤¥°¸É¢¨¥³ (1.20), ´μ ´¥ μ£· ´¨Î¨¢ ²¨¸Ó ±μ´±·¥É´Ò³¨ §´ Î¥´¨Ö³¨ ¶ · ³¥-
É·μ¢, ¶·¨¸ÊÐ¨Ì ¨³¥´´μ ÔÉμ° ³μ¤¥²¨. �´ ²μ£¨Î´Ò° ¶μ¤Ìμ¤ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ²¸Ö ¢
μÉ´μÏ¥´¨¨ Ëμ·³Ò μ¸Í¨²²¨·ÊÕÐ¥° ³¥É·¨±¨ ¨ Ëμ´μ¢μ° ±·¨¢¨§´Ò, ±μÉμ·Ò¥
¢Ò¡¨· ²¨¸Ó ¢ ¢¨¤¥ ± ± £ ·³μ´¨Î¥¸±¨Ì ±μ²¥¡ ´¨°, É ± ¨ ·¥Ï¥´¨° ¸ ¶¨± ³¨,
´ °¤¥´´Ò³¨ ¢ ´ Ï¨Ì · ¡μÉ Ì [131,132] (¸³. É ±¦¥ · §¤. 1). ‚ μ¡μ¨Ì ¸²ÊÎ ÖÌ
Ô¢μ²ÕÍ¨Ö ¢μ§³ÊÐ¥´¨° μ¶·¥¤¥²Ö¥É¸Ö Ê· ¢´¥´¨¥³ Î¥É¢¥·Éμ£μ ¶μ·Ö¤± , ¢ ±μ-
Éμ·μ³ ´¥Î¥É´Ò¥ ¶·μ¨§¢μ¤´Ò¥ ³μ£ÊÉ ¨£· ÉÓ ·¥Ï ÕÐÊÕ ·μ²Ó. �´¨ μ¶¨¸Ò¢ ÕÉ
§ ÉÊÌ ´¨¥ ¢¸²¥¤¸É¢¨¥ É·¥´¨Ö, ¥¸²¨ ±μÔËË¨Í¨¥´ÉÒ ¶·¨ ´¨Ì ¶μ²μ¦¨É¥²Ó´Ò (ÔÉμ
μ¡ÒÎ´Ò° ¸²ÊÎ ° ¢ ¸É ´¤ ·É´μ° É¥μ·¨¨ ¶ · ³¥É·¨Î¥¸±μ£μ ·¥§μ´ ´¸ ). �¤´ ±μ
ÔÉ¨ ±μÔËË¨Í¨¥´ÉÒ ³μ£ÊÉ ¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±¨ ³¥´ÖÉÓ §´ ±, ÎÉμ ¶·¨¢μ¤¨É ± ¶¥·¨μ¤¨-
Î¥¸±μ° ¸¨²¥ ® ´É¨É·¥´¨Ö¯ ¨ ± ¶μ¸²¥¤ÊÕÐ¥³Ê Ê¸¨²¥´¨Õ ¢μ§³ÊÐ¥´¨°. �μ¸²¥¤-
´¨° ÔËË¥±É ¢μ§´¨± ¥É ¶·¨ ¤μ¢μ²Ó´μ ¢Ò¸μ±μ°  ³¶²¨ÉÊ¤¥ ±μ²¥¡ ´¨° ±·¨¢¨§´Ò,
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¢ÒÏ¥ Ëμ´μ¢μ£μ §´ Î¥´¨Ö �’�. ‘¨¸É¥³Ò, ¢ ±μÉμ·ÒÌ ¢μ§¡Ê¦¤ ÕÉ¸Ö ±μ²¥¡ ´¨Ö
±·¨¢¨§´Ò ¸ ¡μ²ÓÏμ°  ³¶²¨ÉÊ¤μ°, · ¸¸³μÉ·¥´Ò ¢μ ¢¢¥¤¥´¨¨.

“· ¢´¥´¨Ö Î¥É¢¥·Éμ£μ ¶μ·Ö¤±  (3.105) ¨²¨ (3.107), μ¶·¥¤¥²ÖÕÐ¨¥ Ô¢μ²Õ-
Í¨Õ ¢μ§³ÊÐ¥´¨° ¶²μÉ´μ¸É¨, ¤¥³μ´¸É·¨·ÊÕÉ μÎ¥´Ó ¡μ£ ÉÊÕ ± ·É¨´Ê · §²¨Î-
´ÒÌ É¨¶μ¢ ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¥°. ‘ÊÐ¥¸É¢Ê¥É ¡²¨§±¨°  ´ ²μ£ ¶ · ³¥É·¨Î¥¸±μ£μ
·¥§μ´ ´¸ , ±μÉμ·Ò° ²¥£±μ μ¶¨¸ ÉÓ É¥μ·¥É¨Î¥¸±¨ ¶μÎÉ¨ É ± ¦¥, ± ± μ¡ÒÎ´Ò°
¶ · ³¥É·¨Î¥¸±¨° ·¥§μ´ ´¸. �¤´ ±μ, ¢ ¤μ¶μ²´¥´¨¥ ± ÔÉμ³Ê, ´ ³¨ μ¡´ ·Ê¦¥´
´μ¢Ò° ¢¨¤ ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¨, ´ §¢ ´´μ° ´ ³¨ ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸ÉÓÕ §  ¸Î¥É  ´É¨É·¥-
´¨Ö, ¨´¤ÊÍ¨·μ¢ ´´μ° μÉ·¨Í É¥²Ó´Ò³¨ §´ ± ³¨ ±μÔËË¨Í¨¥´Éμ¢ ¶¥·¥¤ ´¥Î¥É-
´Ò³¨ ¶·μ¨§¢μ¤´Ò³¨ ¢ Ê· ¢´¥´¨¨ 4-£μ ¶μ·Ö¤± . ˆ´É¥·¥¸´μ, ÎÉμ ÔÉ  ´¥Ê¸Éμ°-
Î¨¢μ¸ÉÓ ¢Ò§Ò¢ ¥É ¸μ¢¥·Ï¥´´μ · §²¨Î´μ¥ ¶μ¢¥¤¥´¨¥ · ¸ÉÊÐ¨Ì ¢μ§³ÊÐ¥´¨°
¢ § ¢¨¸¨³μ¸É¨ μÉ §´ Î¥´¨° ¶ · ³¥É·μ¢ ¸¨¸É¥³Ò. �Éμ ³μ£ÊÉ ¡ÒÉÓ ±μ²¥¡ ´¨Ö
¸ ¡Ò¸É·μ ´ · ¸É ÕÐ¥°  ³¶²¨ÉÊ¤μ° ¨²¨ ±¢ §¨¢§·Ò¢´μ¥ ¶μ¢¥¤¥´¨¥ ¸  ³¶²¨-
ÉÊ¤μ°, ³μ´μÉμ´´μ ¸É·¥³ÖÐ¥°¸Ö ± ¡¥¸±μ´¥Î´μ¸É¨. Šμ´¥Î´μ, ÔÉ¨ ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ
´ ¤¥¦´Ò Éμ²Ó±μ ¢ Éμ³ ¸²ÊÎ ¥, ¥¸²¨ ¢μ§³ÊÐ¥´¨Ö ¤μ¸É ÉμÎ´μ ³ ²Ò, ´¥ ¡μ²¥¥
¥¤¨´¨ÍÒ ¢ ¡¥§· §³¥·´μ° Ëμ·³¥.

“· ¢´¥´¨¥ (3.105) ·¥Ï ²μ¸Ó  ´ ²¨É¨Î¥¸±¨ ¨ Î¨¸²¥´´μ μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ ¢μ§-
³ÊÐ¥´¨° z ≡ δB ËÊ´±Í¨¨ B(t, r) ®¶·μ¸É· ´¸É¢¥´´μ-¶·μ¸É· ´¸É¢¥´´μ°¯ Î -
¸É¨ ³¥É·¨±¨ (4.101). �  μ¸´μ¢¥ ÔÉ¨Ì ·¥Ï¥´¨° ³μ¦´μ · ¸¸Î¨É ÉÓ Ô¢μ²ÕÍ¨Õ
μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ£μ ±μ´É· ¸É  ¶²μÉ´μ¸É¨, δρ/ρb, ¨¸¶μ²Ó§ÊÖ ¢Ò· ¦¥´¨¥ (3.108).
�·¨ ÔÉμ³ Ô±¸¶μ´¥´Í¨ ²Ó´μ · ¸ÉÊÐ¨¥ ·¥Ï¥´¨Ö ¤²Ö z ¡Ê¤ÊÉ ¶·¨¢μ¤¨ÉÓ ± ¶μ¤μ¡-
´μ³Ê ¶μ¢¥¤¥´¨Õ ¢μ§³ÊÐ¥´¨° ¶²μÉ´μ¸É¨ δρ, ± ± ¶μ± § ´μ ´  ·¨¸. 35 ¢ ¸²ÊÎ ¥
¶ · ³¥É·¨Î¥¸±μ£μ ·¥§μ´ ´¸ , ¨´¤ÊÍ¨·μ¢ ´´μ£μ Ëμ´μ¢μ° ±·¨¢¨§´μ° ¸ ¶¨± ³¨
Ê³¥·¥´´μ ¡μ²ÓÏμ°  ³¶²¨ÉÊ¤Ò y0 = 30.

‚¨¤´μ, ÎÉμ §  μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ ±μ·μÉ±μ¥ ¢·¥³Ö, μ±μ²μ 103ω−1, ¢μ§³ÊÐ¥´¨Ö
¶²μÉ´μ¸É¨ ¤μ¸É¨£´ÊÉ ¥¤¨´¨ÍÒ, ¥¸²¨ ´ Î ²Ó´Ò¥ ¢μ§³ÊÐ¥´¨Ö ³¥É·¨±¨ ¡Ò²¨ ´ 
Ê·μ¢´¥ 10−3. �ËË¥±É¨¢´μ¥ ¢·¥³Ö ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ ´ ³´μ£μ ³¥´ÓÏ¥ £· ¢¨É Í¨μ´-

�¨¸. 35. �¢μ²ÕÍ¨Ö δρ/ρ ¢ μ¡² ¸É¨ ¶ · ³¥É·¨Î¥¸±μ£μ ·¥§μ´ ´¸ , ¨´¤ÊÍ¨·μ¢ ´´μ£μ
·¥Ï¥´¨Ö³¨ ¸ ¶¨± ³¨ ¶·¨ y0 = 30, Ω2/Ω = 0,5. � Î ²Ó´μ¥ §´ Î¥´¨¥ ¢μ§³ÊÐ¥´¨°
³¥É·¨±¨ δB(0) ≡ z(0) = 10−3
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´μ£μ ¢·¥³¥´¨, Ì · ±É¥·´μ£μ ¤²Ö ·μ¸É  ¢μ§³ÊÐ¥´¨° ¶²μÉ´μ¸É¨ ¤¦¨´¸μ¢¸±μ£μ
É¨¶ , É ± ± ± ω μ¡ÒÎ´μ ¢¥²¨±μ. •μÉÖ ±μ´É· ¸É ¶²μÉ´μ¸É¨ Ö¢²Ö¥É¸Ö μ¸Í¨²²¨-
·ÊÕÐ¥° ËÊ´±Í¨¥° ¢·¥³¥´¨, ¥£μ ¢²¨Ö´¨¥ ´  Ëμ·³¨·μ¢ ´¨¥ ¸É·Ê±ÉÊ·Ò ³μ¦¥É
¡ÒÉÓ ´¥¶·¥´¥¡·¥¦¨³Ò³, ÎÉμ ¡Ê¤¥É ¶·¨¢μ¤¨ÉÓ ± μ£· ´¨Î¥´¨Ö³ ´  ¶ · ³¥É·Ò
· ¸¸³ É·¨¢ ¥³μ° F (R)-É¥μ·¨¨.

4. 
���‹…Œ› ‘
��’����ƒ�
ˆ ƒ��‚ˆ’�–ˆ����ƒ� ���ˆ�‘ˆ�’…‡�

‚ ¶¥·¢μ° Î ¸É¨ ¤ ´´μ£μ · §¤¥² , ¸²¥¤ÊÖ ´ Ï¥° · ¡μÉ¥ [162], ³Ò · ¸-
¸³μÉ·¨³ μ¡Ð¨¥ μ¸μ¡¥´´μ¸É¨ ¸¶μ´É ´´μ£μ ¡ ·¨μ¸¨´É¥§ . � ³¨ ¨¸¸²¥¤μ¢ ´ 
¸¢Ö§Ó ³¥¦¤Ê ¶·μ¨§¢μ¤´μ° ¶μ ¢·¥³¥´¨ (¶¸¥¢¤μ)£μ²¤¸ÉμÊ´μ¢¸±μ£μ ¶μ²Ö ¨ Ì¨-
³¨Î¥¸±¨³ ¶μÉ¥´Í¨ ²μ³ ¡ ·¨μ´μ¢ ¨ ¶μ± § ´μ, ÎÉμ ÔÉμ ¸μμÉ´μÏ¥´¨¥ § ¢¨¸¨É
μÉ ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨Ö, ¢Ò¡· ´´μ£μ ¤²Ö Ë¥·³¨μ´´ÒÌ ¶μ²¥° ¸ ´¥´Ê²¥¢Ò³ ¡ ·¨-
μ´´Ò³ Î¨¸²μ³ (±¢ ·±μ¢). � ¸Î¥ÉÒ ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±μ° ¡ ·¨μ´´μ°  ¸¨³³¥É·¨¨
¡Ò²¨ ¶·μ¢¥¤¥´Ò ´  μ¸´μ¢¥ ±¨´¥É¨Î¥¸±μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö, μ¡μ¡Ð¥´´μ£μ ´  ¸²ÊÎ °
´¥¸É Í¨μ´ ·´μ£μ Ëμ´ . ‚ · ¸¸³μÉ·¥´¨¥ É ±¦¥ ¡Ò²¨ ¢±²ÕÎ¥´Ò ÔËË¥±ÉÒ, ¸¢Ö-
§ ´´Ò¥ ¸ ±μ´¥Î´μ¸ÉÓÕ ¨´É¥·¢ ²  ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨Ö ¶μ ¢·¥³¥´¨. ‚ ¸μ¢μ±Ê¶´μ-
¸É¨ ¢¸¥ ÔÉ¨ ÔËË¥±ÉÒ ¶·¨¢μ¤ÖÉ ± § ³¥É´μ³Ê μÉ±²μ´¥´¨Õ ¢¥²¨Î¨´Ò ¡ ·¨μ´´μ°
 ¸¨³³¥É·¨¨ μÉ ± ´μ´¨Î¥¸±¨Ì ·¥§Ê²ÓÉ Éμ¢.

„ ²¥¥ ¡Ê¤ÊÉ · ¸¸³μÉ·¥´Ò ¸Í¥´ ·¨¨ £· ¢¨É Í¨μ´´μ£μ ¡ ·¨μ¸¨´É¥§ , ±μÉμ-
·Ò¥ μ¡² ¤ ÕÉ É¥³¨ ¦¥ ¨´É¥·¥¸´Ò³¨ ¨ ¶·¨¢²¥± É¥²Ó´Ò³¨ ¸¢μ°¸É¢ ³¨, ÎÉμ ¨
É¥μ·¨Ö ¸¶μ´É ´´μ£μ ¡ ·¨μ¸¨´É¥§ ,   ¨³¥´´μ É¥³, ÎÉμ £¥´¥· Í¨Ö ±μ¸³μ²μ£¨Î¥-
¸±μ°  ¸¨³³¥É·¨¨ ³μ¦¥É ¶·μÉ¥± ÉÓ ¢ É¥¶²μ¢μ³ · ¢´μ¢¥¸¨¨ ¡¥§ ´¥μ¡Ìμ¤¨³μ¸É¨
´ ·ÊÏ¥´¨Ö C ¨ ‘� ¢ Ë¨§¨±¥ Î ¸É¨Í. �¤´ ±μ ´ ³¨ ¶μ± § ´μ [163, 164], ÎÉμ
¢¢¥¤¥´¨¥ ¶·μ¨§¢μ¤´μ° ¸± ²Ö·  ±·¨¢¨§´Ò ¢ ² £· ´¦¨ ´ É¥μ·¨¨ ¶·¨¢μ¤¨É ± £· -
¢¨É Í¨μ´´Ò³ Ê· ¢´¥´¨Ö³ ¢Ò¸μ±μ£μ ¶μ·Ö¤± , Ö¢²ÖÕÐ¨³¸Ö ¸¨²Ó´μ ´¥Ê¸Éμ°Î¨-
¢Ò³¨. �ËË¥±ÉÒ ÔÉμ° ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¨ ³μ£ÊÉ ±μ·¥´´Ò³ μ¡· §μ³ ¨§³¥´¨ÉÓ ´¥
Éμ²Ó±μ μ¡ÒÎ´ÊÕ ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±ÊÕ ¨¸Éμ·¨Õ, ´μ É ±¦¥ ¨ ¸É ´¤ ·É´ÊÕ ´ÓÕÉμ-
´μ¢¸±ÊÕ £· ¢¨É Í¨μ´´ÊÕ ¤¨´ ³¨±Ê. � ³¨ μ¡´ ·Ê¦¥´  É ± Ö ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸ÉÓ
¤²Ö ¸± ²Ö·´ÒÌ ¡ ·¨μ´μ¢ [163] ¨ ´ °¤¥´ ¶μ¤μ¡´Ò° ÔËË¥±É ¤²Ö ¡μ²¥¥ ·¥ ²¨-
¸É¨Î´ÒÌ ¡ ·¨μ´μ¢ ¸μ ¸¶¨´μ³ 1/2 (±¢ ·±μ¢) [164].

4.1. ‘¶μ´É ´´Ò° ¡ ·¨μ¸¨´É¥§. �¡ÒÎ´Ò° ¶μ¤Ìμ¤ ± ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±μ³Ê ¡ -
·¨μ£¥´¥§¨¸Ê μ¸´μ¢ ´ ´  É·¥Ì Ìμ·μÏμ ¨§¢¥¸É´ÒÌ Ê¸²μ¢¨ÖÌ ‘ Ì ·μ¢  [147],
¢±²ÕÎ ÕÐ¨Ì ¢ ¸¥¡Ö:

1) ´¥¸μÌ· ´¥´¨¥ ¡ ·¨μ´´μ£μ Î¨¸² ;
2) ´ ·ÊÏ¥´¨¥ ‘- ¨ ‘�-¨´¢ ·¨ ´É´μ¸É¨;
3) μÉ±²μ´¥´¨¥ μÉ É¥¶²μ¢μ£μ · ¢´μ¢¥¸¨Ö.
�¤´ ±μ ¥¸ÉÓ ´¥¸±μ²Ó±μ ¨´É¥·¥¸´ÒÌ ¸Í¥´ ·¨¥¢ ¡ ·¨μ¸¨´É¥§ , ¤²Ö ±μÉμ·ÒÌ

μ¤´μ ¨²¨ ´¥¸±μ²Ó±μ ¨§ ¢ÒÏ¥Ê± § ´´ÒÌ Ê¸²μ¢¨° ´¥ ¢Ò¶μ²´ÖÕÉ¸Ö. �Î¥´Ó ¶μ¶Ê-
²Ö·´Ò³ ¸Í¥´ ·¨¥³ Ö¢²Ö¥É¸Ö É ± ´ §Ò¢ ¥³Ò° ¸¶μ´É ´´Ò° ¡ ·¨μ£¥´¥§¨¸ (‘	ƒ),
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¶·¥¤²μ¦¥´´Ò° ¢ · ¡μÉ Ì [155,156,197] (¸³., ´ ¶·¨³¥·, μ¡§μ·Ò [146,159,161]).
’¥·³¨´ ®¸¶μ´É ´´Ò°¯ μÉ´μ¸¨É¸Ö ± ¸¶μ´É ´´μ³Ê ´ ·ÊÏ¥´¨Õ ¸¨³³¥É·¨¨ É¥μ-
·¨¨. �·¥¤¶μ² £ ¥É¸Ö, ÎÉμ ¢ ´¥´ ·ÊÏ¥´´μ° Ë §¥ ² £· ´¦¨ ´ ¨´¢ ·¨ ´É¥´ μÉ-
´μ¸¨É¥²Ó´μ £²μ¡ ²Ó´μ° U(1)-¸¨³³¥É·¨¨, μ¡¥¸¶¥Î¨¢ ÕÐ¥° ¸μÌ· ´¥´¨¥ ¶μ²-
´μ£μ ¡ ·¨μ´´μ£μ Î¨¸² , ¢ Î ¸É´μ¸É¨ Ì¨££¸μ¶μ¤μ¡´μ£μ ¶μ²Ö, Φ, ¨ ¶μ²¥° ³ -
É¥·¨¨ (±¢ ·±μ¢). �·¥¤¶μ² £ ¥É¸Ö, ÎÉμ ÔÉ  ¸¨³³¥É·¨Ö ¸¶μ´É ´´μ ´ ·ÊÏ ¥É¸Ö
¨ ¢ ´ ·ÊÏ¥´´μ° Ë §¥ ¶²μÉ´μ¸ÉÓ ËÊ´±Í¨¨ ‹ £· ´¦  ¶·¨μ¡·¥É ¥É ¸² £ ¥³μ¥

LSB = (∂μθ)Jμ
B, (4.1)

£¤¥ θ ¥¸ÉÓ £μ²¤¸ÉμÊ´μ¢¸±μ¥ ¶μ²¥ ¨²¨, ¤·Ê£¨³¨ ¸²μ¢ ³¨, Ë §  ¶μ²Ö Φ,   Jμ
B Å

¡ ·¨μ´´Ò° Éμ± ¶μ²¥° ³ É¥·¨¨ (±¢ ·±μ¢). ‚ § ¢¨¸¨³μ¸É¨ μÉ Ëμ·³Ò ¢§ ¨³μ-
¤¥°¸É¢¨Ö Φ ¸ ¶μ²Ö³¨ ³ É¥·¨¨ ¸¶μ´É ´´μ¥ ´ ·ÊÏ¥´¨¥ ¸¨³³¥É·¨¨ ³μ¦¥É ¶·¨-
¢μ¤¨ÉÓ ± ´¥¸μÌ· ´¥´¨Õ ¡ ·¨μ´´μ£μ Éμ±  ¢¥Ð¥¸É¢ . …¸²¨ ÔÉμ ´¥ É ± ¨ Jμ

B

¸μÌ· ´Ö¥É¸Ö, Éμ, ¨´É¥£·¨·ÊÖ Ê· ¢´¥´¨¥ (4.1) ¶μ Î ¸ÉÖ³, ³Ò ¶μ²ÊÎ¨³ ´Ê²¥¢μ¥
¢Ò· ¦¥´¨¥, ¨, ¸²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ, ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨¥ (4.1) Ö¢²Ö¥É¸Ö ´¥´ ¡²Õ¤ ¥³Ò³.

‘²¥¤ÊÕÐ¨° Ï £ ¢ · §¢¨É¨¨ ¸Í¥´ ·¨Ö ¸¶μ´É ´´μ£μ ¡ ·¨μ¸¨´É¥§  Å ¶·¥¤-
¶μ²μ¦¥´¨¥, ÎÉμ ¶²μÉ´μ¸ÉÓ ËÊ´±Í¨¨ ƒ ³¨²ÓÉμ´ , ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ Ö LSB, ¥¸ÉÓ
¶·μ¸Éμ ² £· ´¦¥¢  ¶²μÉ´μ¸ÉÓ, ¢§ÖÉ Ö ¸ ¶·μÉ¨¢μ¶μ²μ¦´Ò³ §´ ±μ³:

HSB = −LSB = −(∂μθ)Jμ
B . (4.2)

�¤´ ±μ, ± ± ¡Ê¤¥É ¶μ± § ´μ ´¨¦¥, É ± Ö ¨¤¥´É¨Ë¨± Í¨Ö Ö¢²Ö¥É¸Ö ¢¥·´μ°
Éμ²Ó±μ ¢ ¸²ÊÎ ¥, ±μ£¤  ¶²μÉ´μ¸ÉÓ ‹ £· ´¦  § ¢¨¸¨É ²¨ÏÓ μÉ ¶μ²¥¢ÒÌ ¶¥-
·¥³¥´´ÒÌ, ´μ ´¥ μÉ ¨Ì ¶·μ¨§¢μ¤´ÒÌ.

�  ´¥±μÉμ·μ¥ ¢·¥³Ö ¶·¥´¥¡·¥¦¥³ Ê¸²μ¦´¥´¨Ö³¨, ¸¢Ö§ ´´Ò³¨ ¸ ¢Ò§Ò¢ -
ÕÐ¥° ¢μ¶·μ¸Ò ¨¤¥´É¨Ë¨± Í¨¥° (4.2), ¨ ¶·μ¤μ²¦¨³ μ¶¨¸ ´¨¥ ²μ£¨±¨ ¸¶μ´-
É ´´μ£μ ¡ ·¨μ¸¨´É¥§ .

„²Ö ¶·μ¸É· ´¸É¢¥´´μ μ¤´μ·μ¤´μ£μ ¶μ²Ö θ = θ(t) £ ³¨²ÓÉμ´¨ ´ (4.2) ¸¢μ-
¤¨É¸Ö ± HSB = −θ̇ nB , £¤¥ nB ≡ J t

B ¥¸ÉÓ ¶²μÉ´μ¸ÉÓ ¡ ·¨μ´´μ£μ Î¨¸²  ³ -
É¥·¨¨, É ± ÎÉμ ÌμÎ¥É¸Ö μÉμ¦¤¥¸É¢¨ÉÓ θ̇ ¸ Ì¨³¨Î¥¸±¨³ ¶μÉ¥´Í¨ ²μ³ μ ¸μμÉ-
¢¥É¸É¢ÊÕÐ¥° ¸¨¸É¥³Ò (¸³., ´ ¶·¨³¥·, [198]). …¸²¨ ÔÉμ É ±, Éμ ¢ É¥¶²μ¢μ³
· ¢´μ¢¥¸¨¨ ¶μ μÉ´μÏ¥´¨Õ ± ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö³, ´¥ ¸μÌ· ´ÖÕÐ¨³ ¡ ·¨μ´´μ¥
Î¨¸²μ, ¢μ§´¨±´¥É ¡ ·¨μ´´ Ö  ¸¨³³¥É·¨Ö, · ¢´ Ö

nB =
gSBQ

6

(
μT 2 +

μ3

π2

)
→ gSBQ

6

(
θ̇T 2 +

θ̇3

π2

)
, (4.3)

£¤¥ T Å É¥³¶¥· ÉÊ·  ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±μ° ¶² §³Ò, gS ¨ BQ ¸ÊÉÓ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ
Î¨¸²μ ¸¶¨´μ¢ÒÌ ¸μ¸ÉμÖ´¨° ¨ ¡ ·¨μ´´μ¥ Î¨¸²μ ±¢ ·±μ¢, ±μÉμ·Ò¥, ± ± ¶·¥¤-
¶μ² £ ¥É¸Ö, Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ´μ¸¨É¥²Ö³¨ ¡ ·¨μ´´μ£μ § ·Ö¤ .
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ˆ´É¥·¥¸´μ, ÎÉμ ¤²Ö Ê¸¶¥Ï´μ£μ ¸¶μ´É ´´μ£μ ¡ ·¨μ£¥´¥§¨¸  ¤¢  ¨§ É·¥Ì Ê¸-
²μ¢¨° ‘ Ì ·μ¢  £¥´¥· Í¨¨ ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±μ° ¡ ·¨μ´´μ°  ¸¨³³¥É·¨¨,   ¨³¥´-
´μ, ´ ·ÊÏ¥´¨¥ É¥¶²μ¢μ£μ · ¢´μ¢¥¸¨Ö ¨ ´ ·ÊÏ¥´¨¥ ‘- ¨ ‘�-¸¨³³¥É·¨¨, ´¥
Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ´¥μ¡Ìμ¤¨³Ò³¨. �ÉμÉ ¸Í¥´ ·¨°  ´ ²μ£¨Î¥´ ¡ ·¨μ¸¨´É¥§Ê ¢ μÉ¸ÊÉ-
¸É¢¨¥ CPT-¨´¢ ·¨ ´É´μ¸É¨, ¥¸²¨ ³ ¸¸Ò Î ¸É¨Í ¨  ´É¨Î ¸É¨Í · §²¨Î´Ò. ‚ ¶μ-
¸²¥¤´¥³ ¸²ÊÎ ¥ £¥´¥· Í¨Ö ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±μ° ¡ ·¨μ´´μ°  ¸¨³³¥É·¨¨ ³μ¦¥É
É ±¦¥ ¶·μÉ¥± ÉÓ ¢ É¥¶²μ¢μ³ · ¢´μ¢¥¸¨¨ [26, 158]. ‚ ¸Í¥´ ·¨¨ ‘	ƒ ·μ²Ó
®´ ·ÊÏ¨É¥²Ö¯ CPT ¨£· ¥É ¢´¥Ï´¥¥ ¶μ²¥ θ(t).

�¤´ ±μ, ´¥¸³μÉ·Ö ´  μ¡Ð¥¶·¨´ÖÉÊÕ ÉμÎ±Ê §·¥´¨Ö, ¨¤¥´É¨Ë¨± Í¨Ö θ̇ =
μB ´¥±μ··¥±É´ . „¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ, ¥¸²¨ θ̇(t) Ö¢²Ö¥É¸Ö ¶μ¸ÉμÖ´´Ò³ ¨²¨ ³¥¤²¥´´μ
³¥´ÖÕÐ¨³¸Ö, Éμ ¢ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¨ ¸ (4.2) μ´μ ¸¤¢¨£ ¥É Ô´¥·£¨¨ ¡ ·¨μ´μ¢ μÉ´μ-
¸¨É¥²Ó´μ  ´É¨¡ ·¨μ´μ¢ ¸ É ±¨³ ¦¥ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥´´Ò³ ¨³¶Ê²Ó¸μ³ ´  θ̇. ’ ±¨³
μ¡· §μ³, ¢ ¶² §³¥ ¡Ê¤ÊÉ ¨³¥ÉÓ¸Ö ¡ ·¨μ´Ò ¨  ´É¨¡ ·¨μ´Ò ¸ · §²¨Î´Ò³¨ ¶²μÉ-
´μ¸ÉÖ³¨ ¡ ·¨μ´´ÒÌ Î¨¸¥², ¤ ¦¥ ¥¸²¨ ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨° Ì¨³¨Î¥¸±¨° ¶μÉ¥´-
Í¨ ² μ¡· Ð ¥É¸Ö ¢ ´Ê²Ó. ‚ ÔÉμ³ ¸²ÊÎ ¥ ¡ ·¨μ´´ Ö  ¸¨³³¥É·¨Ö μ¶·¥¤¥²Ö¥É¸Ö
ÔËË¥±É¨¢´Ò³ Ì¨³¨Î¥¸±¨³ ¶μÉ¥´Í¨ ²μ³ μeff = μ− θ̇, ±μÉμ·Ò° ´Ê¦´μ ¶μ¤¸É -
¢¨ÉÓ ¢ (4.3) ¢³¥¸Éμ μ. „¥É ²Ó´Ò¥  ·£Ê³¥´ÉÒ ¡Ê¤ÊÉ ¶·¨¢¥¤¥´Ò ´¨¦¥, ¢ ¶. 4.1.3.
’ ±¦¥ ¡Ê¤¥É ¶μ± § ´μ, ÎÉμ ¡ ·¨μ´´Ò° Ì¨³¨Î¥¸±¨° ¶μÉ¥´Í¨ ² ¸É·¥³¨É¸Ö ±
´Ê²Õ, ±μ£¤  ¸¨¸É¥³  ¶·¨Ìμ¤¨É ¢ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ É¥¶²μ¢μ£μ · ¢´μ¢¥¸¨Ö. �·¨ ÔÉμ³
¢ · ¢´μ¢¥¸¨¨ ¡ ·¨μ´´ Ö  ¸¨³³¥É·¨Ö ¡Ê¤¥É μÉ²¨Î´  μÉ ´Ê²Ö ¤ ¦¥ ¸ ´Ê²¥¢Ò³
Ì¨³¨Î¥¸±¨³ ¶μÉ¥´Í¨ ²μ³.

Š ·É¨´  ³¥´Ö¥É¸Ö, ¥¸²¨ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ ¤·Ê£μ¥ ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨¥ ¤²Ö ±¢ ·±μ-
¢ÒÌ ¶μ²¥°. �¥·¥μ¶·¥¤¥²ÖÖ ¶μ²Ö ±¢ ·±μ¢ ¸ ¶μ³μÐÓÕ Ë §μ¢μ£μ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨Ö
Q → exp (iθ/3)Q, ³μ¦´μ ¨¸±²ÕÎ¨ÉÓ ¸² £ ¥³μ¥ (4.1) ¨§ ² £· ´¦¨ ´ , ´μ Éμ£¤ 
μ´μ ¢μ§´¨±´¥É ¢ Î²¥´¥ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö, ´ ·ÊÏ ÕÐ¥³ ¸μÌ· ´¥´¨¥ ¡ ·¨μ´´μ£μ
Î¨¸² , ¸³. (4.9). Ÿ¸´μ, ÎÉμ ¢ ÔÉμ³ ¸²ÊÎ ¥ θ̇ ´¥ ¶·μ¸Éμ ¸¢Ö§ ´μ ¸ Ì¨³¨Î¥¸±¨³
¶μÉ¥´Í¨ ²μ³. �¤´ ±μ, ± ± ¶μ± § ´μ ¢ ´ Ï¥° · ¡μÉ¥ [162], ¡ ·¨μ´´Ò° Ì¨³¨-
Î¥¸±¨° ¶μÉ¥´Í¨ ² ¢ ÔÉμ° Ëμ·³Ê²¨·μ¢±¥ É¥μ·¨¨ ¡Ê¤¥É ¸É·¥³¨ÉÓ¸Ö ¢ · ¢´μ¢¥¸¨¨
± c θ̇ ¸ ¶μ¸ÉμÖ´´Ò³ ±μÔËË¨Í¨¥´Éμ³ c. ‚ ²Õ¡μ³ ¸²ÊÎ ¥, ± ± ¡Ê¤¥É ¢¨¤´μ ¨§ ·¥-
Ï¥´¨Ö ±¨´¥É¨Î¥¸±μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö, ¶·¥¤¸É ¢²¥´´μ£μ ´¨¦¥, Ë¨§¨Î¥¸±¨ §´ Î¨³μ¥
¢Ò· ¦¥´¨¥ ¤²Ö ¡ ·¨μ´´μ°  ¸¨³³¥É·¨¨, nB , ¢Ò· ¦¥´´μ° Î¥·¥§ θ, μ¤¨´ ±μ¢μ
¢ ¤¢ÊÌ Ê¶μ³Ö´ÊÉÒÌ ¢ÒÏ¥ Ëμ·³Ê²¨·μ¢± Ì É¥μ·¨¨, ÌμÉÖ §´ Î¥´¨Ö Ì¨³¨Î¥¸±¨Ì
¶μÉ¥´Í¨ ²μ¢ ¸μ¢¥·Ï¥´´μ · §´Ò¥. �Î¥¢¨¤´μ, ÔÉμ · §²¨Î¨¥ ¸¢Ö§ ´μ ¸ ´¥ÉμÎ´Ò³
¶¥·¥Ìμ¤μ³ μÉ ² £· ´¦¨ ´  LSB ± £ ³¨²ÓÉμ´¨ ´Ê HSB, ¢Ò¶μ²´¥´´μ³Ê ¢ ¸μμÉ-
¢¥É¸É¢¨¨ ¸ Ê· ¢´¥´¨¥³ (4.2). ’ ± Ö ¨¤¥´É¨Ë¨± Í¨Ö ¢¥·´ , ¥¸²¨ ² £· ´¦¨ ´
´¥ § ¢¨¸¨É μÉ ¶·μ¨§¢μ¤´μ° ¶μ ¢·¥³¥´¨ μÉ ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¥£μ ¶μ²Ö, θ(t) ¢ · ¸-
¸³ É·¨¢ ¥³μ³ ¸²ÊÎ ¥. ‘¢Ö§ ´´ Ö ¸ ÔÉ¨³ ±·¨É¨±  ¸¶μ´É ´´μ£μ ¡ ·¨μ¸¨´É¥§ 
³μ¦¥É ¡ÒÉÓ ´ °¤¥´  ¢ · ¡μÉ Ì [176,199],   É ±¦¥ ¢ μ¡§μ·¥ [200].

‚ ¤ ´´μ³ ¶μ¤· §¤¥²¥ ³Ò ¨¸¸²¥¤Ê¥³ ±² ¸¸¨Î¥¸±ÊÕ ¢¥·¸¨Õ ¸¶μ´É ´´μ£μ
¡ ·¨μ£¥´¥§¨¸ . ŒÒ ¶·¨¢μ¤¨³ ÉμÎ´Ò° ¢Ò¢μ¤ £ ³¨²ÓÉμ´¨ ´  ¨§ ² £· ´¦¨ ´ ,
±μÉμ·Ò° § ¢¨¸¨É μÉ ¶·μ¨§¢μ¤´ÒÌ ¶μ²Ö. „²Ö ¶μ¸ÉμÖ´´μ£μ θ̇ ¨ ¤μ¸É ÉμÎ´μ
¡μ²ÓÏμ£μ ¨´É¥·¢ ²  ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨Ö ¶μ ¢·¥³¥´¨ ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´μ ¸μ-
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¢¶ ¤ ÕÉ ¸ É¥³¨, ÎÉμ ¡Ò²¨ ¶μ²ÊÎ¥´Ò ¢ ¶·¥¤Ò¤ÊÐ¨Ì · ¸¸³μÉ·¥´¨ÖÌ. ‘ ÊÎ¥Éμ³
¢²¨Ö´¨Ö ±μ´¥Î´μ¸É¨ ¢·¥³¥´´μ£μ ¨´É¥·¢ ² , ±μÉμ·μ¥ ÔËË¥±É¨¢´μ ´ ·ÊÏ ¥É
¸μÌ· ´¥´¨¥ Ô´¥·£¨¨, ·¥§Ê²ÓÉ É ‘	ƒ ¸É ´μ¢¨É¸Ö § ³¥É´μ ¨´Ò³. ŒÒ É ±¦¥ ¨§Ê-
Î¨²¨ ¢²¨Ö´¨¥ ´¥²¨´¥°´μ° ¢·¥³¥´´μ° Ô¢μ²ÕÍ¨¨ £μ²¤¸ÉμÊ´μ¢¸±μ£μ ¶μ²Ö

θ = θ̇0t + θ̈0 t2/2 (4.4)

¨ μ¡´ ·Ê¦¨²¨, ÎÉμ ³μ£ÊÉ ¡ÒÉÓ §´ Î¨É¥²Ó´Ò¥ μÉ±²μ´¥´¨Ö μÉ ¸É ´¤ ·É´μ£μ ¸Í¥-
´ ·¨Ö ¸ θ̇ ≈ const.

‘¨²Ó´μ¥ μÉ±²μ´¥´¨¥ μÉ ¸É ´¤ ·É´ÒÌ ·¥§Ê²ÓÉ Éμ¢ É ±¦¥ ´ °¤¥´μ ¤²Ö
¶¸¥¢¤μ£μ²¤¸ÉμÊ´μ¢¸±μ£μ ¶μ²Ö, μ¸Í¨²²¨·ÊÕÐ¥£μ ¢¡²¨§¨ ³¨´¨³Ê³  ¶μÉ¥´-
Í¨ ²  U(θ).

4.1.1. ‘¶μ´É ´´μ¥ ´ ·ÊÏ¥´¨¥ ¸¨³³¥É·¨¨ ¨ £μ²¤¸ÉμÊ´μ¢¸± Ö ³μ¤ .
� Î´¥³ ¸ É¥μ·¨¨ ¸ ±μ³¶²¥±¸´Ò³ ¸± ²Ö·´Ò³ ¶μ²¥³ Φ, ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢ÊÕÐ¨³
¸ Ë¥·³¨μ´ ³¨ Q ¨ L, μ¶¨¸Ò¢ ¥³μ° ² £· ´¦¨ ´μ³

L(Φ) = gμν∂μΦ∗∂νΦ − V (Φ∗Φ) + Q̄(iγμ∂μ − mQ)Q+
+ L̄(iγμ∂μ − mL)L + Lint(Φ, Q, L), (4.5)

£¤¥ ¶·¥¤¶μ² £ ¥É¸Ö, ÎÉμ Q ¨ Φ μ¡² ¤ ÕÉ ´¥´Ê²¥¢Ò³¨ ¡ ·¨μ´´Ò³¨ Î¨¸² ³¨,
  ¡ ·¨μ´´μ¥ Î¨¸²μ L · ¢´μ ´Ê²Õ. ‡¤¥¸Ó V (Φ∗Φ) Ö¢²Ö¥É¸Ö ¶μÉ¥´Í¨ ²μ³ ¸ -
³μ¤¥°¸É¢¨Ö ¶μ²Ö Φ, μ¶·¥¤¥²¥´´Ò³ ´¨¦¥ ¢ (4.8).

‹ £· ´¦¨ ´ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö Lint μ¶¨¸Ò¢ ¥É ¸¢Ö§Ó ³¥¦¤Ê Φ ¨ Ë¥·³¨μ´-
´Ò³¨ ¶μ²Ö³¨. ‚ ¨§ÊÎ ¥³μ° ´ ³¨ ®¨£·ÊÏ¥Î´μ°¯ ³μ¤¥²¨ μ´ ¨³¥¥É ¢¨¤

Lint =
√

2
m2

X

Φ
f

(L̄γμQ)(Q̄cγμQ) + h. c., (4.6)

£¤¥ Qc Å § ·Ö¤μ¢μ-¸μ¶·Ö¦¥´´Ò° ±¢ ·±μ¢Ò° ¸¶¨´μ·,   mX ¨ f Å ¶ · ³¥É·Ò
· §³¥·´μ¸É¨ ³ ¸¸Ò. ŒÒ ¶·¨¶¨¸Ò¢ ¥³ Φ ¨ Q ¡ ·¨μ´´Ò¥ Î¨¸²  (−1) ¨ 1/3
¸μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ, É ± ÎÉμ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨¥ (4.6) ¸μÌ· ´Ö¥É ¡ ·¨μ´´μ¥ Î¨¸²μ.
‚§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨¥ É ±μ£μ É¨¶  ³μ¦¥É ¢μ§´¨± ÉÓ, ´ ¶·¨³¥·, ¢ SU(5)-É¥μ·¨ÖÌ
‚¥²¨±μ£μ μ¡Ñ¥¤¨´¥´¨Ö. „²Ö ¶·μ¸ÉμÉÒ ¢ ´ Ï¥° ¨£·ÊÏ¥Î´μ° ³μ¤¥²¨ ³Ò ´¥
ÊÎ¨ÉÒ¢ ¥³ Í¢¥É  ±¢ ·±μ¢.

Q ¨ L ³μ£ÊÉ ¡ÒÉÓ ²Õ¡Ò³¨ Ë¥·³¨μ´ ³¨, ´¥ μ¡Ö§ É¥²Ó´μ ±¢ ·± ³¨ ¨ ²¥¶-
Éμ´ ³¨ ‘É ´¤ ·É´μ° ³μ¤¥²¨. �Éμ ³μ£ÊÉ ¡ÒÉÓ, ´ ¶·¨³¥·, ´μ¢Ò¥ ÉÖ¦¥²Ò¥ Ë¥·-
³¨μ´Ò, μ¡² ¤ ÕÐ¨¥  ´ ²μ£¨Î´Ò³¨ ¨²¨ É¥³¨ ¦¥ ±¢ ´Éμ¢Ò³¨ Î¨¸² ³¨, ÎÉμ ¨
±¢ ·±¨ ¨ ²¥¶Éμ´Ò ‘É ´¤ ·É´μ° ³μ¤¥²¨. �´¨ ¤μ²¦´Ò ¡ÒÉÓ ¸¢Ö§ ´Ò ¸ μ¡ÒÎ-
´Ò³¨ ±¢ ·± ³¨ ¨ ²¥¶Éμ´ ³¨ É ±¨³ μ¡· §μ³, ÎÉμ¡Ò ¡ ·¨μ´´ Ö  ¸¨³³¥É·¨Ö ¢
Q-¸¥±Éμ·¥ ³μ£²  ¡ÒÉÓ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´  ¢  ¸¨³³¥É·¨Õ ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ ¡ ·¨μ´μ¢.

„·Ê£¨¥ Ëμ·³Ò Lint ³μ¦´μ · ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ ± ± ¢¥¤ÊÐ¨¥, ´ ¶·¨³¥·, ± ¶¥·¥-
Ìμ¤ ³ 3L ↔ Q ¨²¨ 2Q ↔ 2Q̄, ±μÉμ·Ò¥ § ¶·¥Ð¥´Ò ¤²Ö ¸É ´¤ ·É´ÒÌ ±¢ ·±μ¢.
�¤´ ±μ ¤²Ö μ¡ÒÎ´ÒÌ ±¢ ·±μ¢ · §·¥Ï¥´ ¶·μÍ¥¸¸ 3q ↔ 3q̄. ‡ ³¥É¨³, ÎÉμ ±¨´¥-
É¨±  ¢¸¥Ì ÔÉ¨Ì ¶·μÍ¥¸¸μ¢ Ö¢²Ö¥É¸Ö ¸Ìμ¦¥°. 	Ê¤¥³ μ¡μ§´ Î ÉÓ Î¥·¥§ q μ¡ÒÎ´Ò¥
±¢ ·±¨ ¨²¨ Ë¥·³¨μ´´μ¥ ¶μ²¥ ¸ É¥³¨ ¦¥ ±¢ ´Éμ¢Ò³¨ Î¨¸² ³¨.
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‹ £· ´¦¨ ´ (4.5) ¨´¢ ·¨ ´É¥´ μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ ¸²¥¤ÊÕÐ¨Ì U(1)-¶·¥μ¡· §μ-
¢ ´¨° ¸ ¶μ¸ÉμÖ´´Ò³ α:

Φ → eiα Φ, Q → e−iα/3 Q, L → L. (4.7)

‚ Ë §¥ ´¥´ ·ÊÏ¥´´μ° ¸¨³³¥É·¨¨ É ± Ö ¨´¢ ·¨ ´É´μ¸ÉÓ ¢¥¤¥É ± ¸μÌ· ´¥´¨Õ
¶μ²´μ£μ ¡ ·¨μ´´μ£μ Î¨¸²  ¶μ²Ö Φ ¨ ±¢ ·±μ¢. ‚ ·¥ ²¨¸É¨Î´μ° ³μ¤¥²¨ ¢§ ¨³μ-
¤¥°¸É¢¨¥ Ë¥·³¨μ´μ¢ ¶· ¢μ° ¨ ²¥¢μ° ±¨· ²Ó´μ¸É¨ ³μ¦¥É · §²¨Î ÉÓ¸Ö, ´μ ³Ò
¶·¥´¥¡·¥£ ¥³ ÔÉ¨³ ¢μ§³μ¦´Ò³ · §²¨Î¨¥³.

�·¥¤¶μ² £ ¥É¸Ö, ÎÉμ £²μ¡ ²Ó´ Ö U(1)-¸¨³³¥É·¨Ö ¸¶μ´É ´´μ ´ ·ÊÏ ¥É¸Ö
´  Ô´¥·£¥É¨Î¥¸±μ³ ³ ¸ÏÉ ¡¥ f Î¥·¥§ ¶μÉ¥´Í¨ ² ¢¨¤ 

V (Φ∗Φ) = λ
(
Φ∗Φ − f2/2

)2
. (4.8)

�ÉμÉ ¶μÉ¥´Í¨ ² ¨³¥¥É ³¨´¨³Ê³, ±μ£¤  §´ Î¥´¨¥ ¢ ±ÊÊ³´μ£μ μ¦¨¤ ´¨Ö Φ
· ¢´μ 〈Φ〉 = feiφ0/f/

√
2 ¸ ¶·μ¨§¢μ²Ó´μ° ¶μ¸ÉμÖ´´μ° Ë §μ° φ0.

�  ³ ¸ÏÉ ¡ Ì, ³¥´ÓÏ¨Ì f , ³μ¦´μ ¶·¥´¥¡·¥ÎÓ ÉÖ¦¥²μ° · ¤¨ ²Ó´μ° ³μ-
¤μ° Φ ¸ ³ ¸¸μ° mradial = λ1/2f , É ± ± ±, ¡Ê¤ÊÎ¨ μÎ¥´Ó ³ ¸¸¨¢´μ°, μ´  ¢Ò-
³μ· ¦¨¢ ¥É¸Ö, ´μ ÔÉμ Ê¶·μÐ¥´¨¥ ´¥ Ö¢²Ö¥É¸Ö ´¥μ¡Ìμ¤¨³Ò³ ¨ ´¥¸ÊÐ¥¸É¢¥´´μ
¤²Ö ¡ ·¨μ¸¨´É¥§ . �¸É ¢Ï Ö¸Ö ²¥£± Ö ¸É¥¶¥´Ó ¸¢μ¡μ¤Ò Å ÔÉμ ¶¥·¥³¥´´μ¥
¶μ²¥ φ, Ö¢²ÖÕÐ¥¥¸Ö £μ²¤¸ÉμÊ´μ¢¸±¨³ ¡μ§μ´μ³ ¸¶μ´É ´´μ ´ ·ÊÏ¥´´μ° U(1).
‘ ÉμÎ´μ¸ÉÓÕ ¤μ ¶μ¸ÉμÖ´´μ£μ Ë ±Éμ·  ¶μ²¥ φ ¶·¥¤¸É ¢²Ö¥É ¸μ¡μ° Ê£μ² ¢· -
Ð¥´¨Ö ¢μ±·Ê£ ¤´  ¶μÉ¥´Í¨ ²  ®³¥±¸¨± ´¸±μ° Ï²Ö¶Ò¯, § ¤ ´´μ£μ Ê· ¢´¥-
´¨¥³ (4.8). ‘μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ, ¢¢¥¤¥³ ¡¥§· §³¥·´μ¥ Ê£²μ¢μ¥ ¶μ²¥ θ ≡ φ/f ,
Éμ£¤  Φ = 〈Φ〉 exp (iθ).

�¨§±μÔ´¥·£¥É¨Î¥¸±¨° ¶·¥¤¥² ² £· ´¦¨ ´  (4.5) ¢ ´ ·ÊÏ¥´´μ° Ë §¥, ±μ-
Éμ·Ò° ÔËË¥±É¨¢´μ μ¶¨¸Ò¢ ¥É ¤¨´ ³¨±Ê θ-¶μ²Ö, ¨³¥¥É ¢¨¤

L1(θ) =
f2

2
∂μθ∂μθ + Q̄1(iγμ∂μ − mQ)Q1 + L̄(iγμ∂μ − mL)L+

+
(

eiθ

m2
X

(L̄γμQ1)(Q̄c
1γμQ1) + h. c.

)
− U(θ). (4.9)

‡¤¥¸Ó ³Ò ¤μ¡ ¢¨²¨ ¶μÉ¥´Í¨ ² U(θ), ±μÉμ·Ò° ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ ¨´¤ÊÍ¨·μ¢ ´ Ö¢´Ò³
´ ·ÊÏ¥´¨¥³ ¸¨³³¥É·¨¨ ¨ ³μ¦¥É ¶·¨¢μ¤¨ÉÓ, ¢ Î ¸É´μ¸É¨, ± ´¥´Ê²¥¢μ° ³ ¸¸¥
θ. ŒÒ ¨¸¶μ²Ó§Ê¥³ μ¡μ§´ Î¥´¨¥ Q1 ¤²Ö ±¢ ·±μ¢μ£μ ¶μ²Ö, ÎÉμ¡Ò μÉ²¨Î ÉÓ ¥£μ
μÉ ¶μ²Ö Q2 ¸ ¶μ¢¥·´ÊÉμ° Ë §μ°, ¢¢¥¤¥´´μ£μ ´¨¦¥ ¢ (4.11). ‚ ·¥ ²¨¸É¨Î´μ°
³μ¤¥²¨ ¶μ²Ö ±¢ ·±μ¢ ¤μ²¦´Ò ¡ÒÉÓ ( ´É¨)¸¨³³¥É·¨§¨·μ¢ ´Ò ¶μ μÉ´μÏ¥´¨Õ
± Í¢¥Éμ¢Ò³ ¨´¤¥±¸ ³, μ¶ÊÐ¥´´Ò³ §¤¥¸Ó ¤²Ö ¶·μ¸ÉμÉÒ.

…¸²¨ U(θ) = 0, É¥μ·¨Ö μ¸É ¥É¸Ö ¨´¢ ·¨ ´É´μ° ¶μ μÉ´μÏ¥´¨Õ ± £²μ¡ ²Ó-
´Ò³ U(1)-¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨Ö³ (É. ¥. ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨Ö³ ¸ ¶μ¸ÉμÖ´´μ° Ë §μ° α):

Q → e−iα/3Q, L → L, θ → θ + α. (4.10)
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” §μ¢μ¥ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨¥ ±¢ ·±μ¢μ£μ ¶μ²Ö ¸ Ë §μ° α = θ(t,x), § ¢¨¸ÖÐ¥°
μÉ ±μμ·¤¨´ É, ¢¢μ¤¨É ´μ¢μ¥ ¶μ²¥ Q1 = e−iθ/3Q2. ‚ É¥·³¨´ Ì ÔÉμ£μ ¶μ²Ö
² £· ´¦¨ ´ (4.9) ¤ ¥É¸Ö ¢Ò· ¦¥´¨¥³

L2(θ) =
f2

2
∂μθ∂μθ + Q̄2(iγμ∂μ − mQ)Q2 + L̄(iγμ∂μ − mL)L+

+
(

1
m2

X

(Q̄2γμL)(Q̄2γμQc
2) + h. c.

)
+ (∂μθ)Jμ − U(θ), (4.11)

£¤¥ ±¢ ·±μ¢Ò° ¡ ·¨μ´´Ò° Éμ± Jμ = (1/3)Q̄γμQ. �É³¥É¨³, ÎÉμ Ëμ·³  ÔÉμ£μ
Éμ±  μ¤´  ¨ É  ¦¥ ¢ É¥·³¨´ Ì Q1 ¨ Q2.

“· ¢´¥´¨¥ ¤¢¨¦¥´¨Ö ¤²Ö ±¢ ·±μ¢μ£μ ¶μ²Ö Q1, ±μÉμ·μ¥ ¸²¥¤Ê¥É ¨§ ² £· ´-
¦¨ ´  (4.9), ¨³¥¥É ¢¨¤

(iγμ∂μ − mQ)Q1 +
e−iθ

m2
X

[
γμL(Q̄1γμQc

1) + 2γμQc
1(Q̄1γμL)

]
= 0. (4.12)

�´ ²μ£¨Î´μ, Ê· ¢´¥´¨¥ ¤¢¨¦¥´¨Ö ¤²Ö ¶μ²Ö ¸ ¶μ¢¥·´ÊÉμ° Ë §μ°, Q2, ¢Ò¢¥¤¥´-
´μ¥ ¨§ ² £· ´¦¨ ´  (4.11), ¥¸ÉÓ(

iγμ∂μ − mQ +
1
3
γμ∂μθ

)
Q2+

+
1

m2
X

[
γμL(Q̄2γμQc

2) + 2γμQc
2(Q̄2γμL)

]
= 0. (4.13)

“· ¢´¥´¨Ö ¤²Ö θ-¶μ²Ö, ¶μ²ÊÎ¥´´Ò¥ ¨§ ÔÉ¨Ì ¤¢ÊÌ ² £· ´¦¨ ´μ¢ ¢ ¶²μ¸±μ³
¶·μ¸É· ´¸É¢¥-¢·¥³¥´¨, § ¶¨¸Ò¢ ÕÉ¸Ö, ¸μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ, ± ±

f2(∂2
t − Δ)θ + U ′(θ) +

[
i e−iθ

m2
X

(Q̄1γμL)(Q̄1γμQc
1) + h. c.

]
= 0 (4.14)

¨

f2(∂2
t − Δ)θ + U ′(θ) + ∂μJμ

B = 0, (4.15)

£¤¥ U ′(θ) = dU/dθ.
ˆ¸¶μ²Ó§ÊÖ ²Õ¡μ¥ ¨§ Ê· ¢´¥´¨° ¤¢¨¦¥´¨Ö (4.12) ¨²¨ (4.13), ³μ¦´μ ¶·μ-

¢¥·¨ÉÓ, ÎÉμ ¡ ·¨μ´´Ò° Éμ± ´¥ ¸μÌ· ´Ö¥É¸Ö. „¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ, ¥£μ ¤¨¢¥·£¥´Í¨Ö
· ¢´ 

∂μJμ
B =

i e−iθ

m2
X

(Q̄1γμQc
1)(Q̄1γ

μL) + h. c. (4.16)

„¨¢¥·£¥´Í¨Ö Éμ±  ¢ É¥·³¨´ Ì ¶μ¢¥·´ÊÉμ£μ ¶μ²Ö Q2 ¨³¥¥É ÉÊ ¦¥ Ëμ·³Ê, ´μ
¡¥§ Ë ±Éμ·  exp (−iθ). ’ ±¨³ μ¡· §μ³, Ê· ¢´¥´¨Ö ¤¢¨¦¥´¨Ö ¤²Ö θ ¢ μ¡μ¨Ì
¸²ÊÎ ÖÌ (4.14) ¨ (4.15) ¸μ¢¶ ¤ ÕÉ, ± ± ¨ μ¦¨¤ ²μ¸Ó.
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“· ¢´¥´¨¥ (4.15) ¢Ò· ¦ ¥É § ±μ´ ¸μÌ· ´¥´¨Ö ¶μ²´μ£μ ¡ ·¨μ´´μ£μ Éμ±  ¢
Ë §¥ ´¥´ ·ÊÏ¥´´μ° ¸¨³³¥É·¨¨. Šμ£¤  ¸¨³³¥É·¨Ö ´ ·ÊÏ ¥É¸Ö, ´¥¸μÌ· ´¥´¨¥
Ë¨§¨Î¥¸±¨Ì ¡ ·¨μ´μ¢ (¢ ´ Ï¥³ ¸²ÊÎ ¥ ®±¢ ·±μ¢¯) ¸É ´μ¢¨É¸Ö ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´Ò³
¨ ³μ¦¥É ¶·¨¢μ¤¨ÉÓ ± ´ ¡²Õ¤ ¥³μ° ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±μ° ¡ ·¨μ´´μ°  ¸¨³³¥É·¨¨.
’ ±μ¥ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨¥ ¸ ´¥¸μÌ· ´¥´¨¥³ ¡ ·¨μ´´μ£μ Î¨¸²  ³μ¦¥É ¨³¥ÉÓ ³´μ£μ
· §´ÒÌ Ëμ·³. ’μ, ÎÉμ ¶·¥¤¸É ¢²¥´μ ¢ÒÏ¥, μ¶¨¸Ò¢ ¥É ¶¥·¥Ìμ¤ É·¥Ì Ë¥·³¨-
μ´μ¢ ±¢ ·±μ¢μ£μ É¨¶  ¢ ( ´É¨)²¥¶Éμ´. ‚μ§³μ¦´μ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨¥ ¤¢ÊÌ ¨²¨
É·¥Ì ±¢ ·±μ¢ ¢ · ¢´μ¥ ±μ²¨Î¥¸É¢μ  ´É¨±¢ ·±μ¢. ’ ±μ¥ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨¥ μ¶¨-
¸Ò¢ ¥É ´¥°É·μ´- ´É¨´¥°É·μ´´Ò¥ μ¸Í¨²²ÖÍ¨¨,  ±É¨¢´Ò¥ ¶μ¨¸±¨ ±μÉμ·ÒÌ ¸¥°-
Î ¸ ¢¥¤ÊÉ¸Ö [201]. �Éμ ¤ ¦¥ ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ ¶¥·¥Ìμ¤ ®±¢ ·± ¯ ¢ É·¨ ®²¥¶Éμ´ ¯.
‚ § ¢¨¸¨³μ¸É¨ μÉ É¨¶  ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö ¸¢Ö§Ó ³¥¦¤Ê θ̇ ¨ ÔËË¥±É¨¢´Ò³ Ì¨-
³¨Î¥¸±¨³ ¶μÉ¥´Í¨ ²μ³ ¡Ê¤¥É ¨³¥ÉÓ · §´Ò¥ Ëμ·³Ò, É. ¥. · §²¨Î´Ò¥ §´ Î¥´¨Ö
±μÔËË¨Í¨¥´É  ¶·μ¶μ·Í¨μ´ ²Ó´μ¸É¨ c, Ê± § ´´μ£μ ¢ ÔÉμ³ · §¤¥²¥.

…¸²¨ · ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ ·¥ ²¨¸É¨Î´Ò¥ ³μ¤Ò, μÉ´μ¸ÖÐ¨¥¸Ö Éμ²Ó±μ ± ¨§¢¥¸É-
´Ò³ ±¢ ·± ³ ¨ ²¥¶Éμ´ ³, Éμ ¶·¥¤¸É ¢²ÖÕÉ ¨´É¥·¥¸ ¶·μÍ¥¸¸Ò · ¸¶ ¤  ´Ê±²μ-
´μ¢ ´  ²¥¶Éμ´Ò ¨²¨ ´  ²¥¶Éμ´Ò ¨ ´¥±μÉμ·Ò¥ ¤·Ê£¨¥ Î ¸É¨ÍÒ ¸ ´Ê²¥¢Ò³¨
¶μ²´Ò³¨ ²¥¶Éμ´´Ò³ ¨ ¡ ·¨μ´´Ò³ Î¨¸² ³¨, ¨²¨ ¶·μÍ¥¸¸Ò ¶¥·¥Ìμ¤  É·¥Ì
±¢ ·±μ¢ ¢ É·¨  ´É¨±¢ ·± . ‚ ¶¥·¢ÊÕ μÎ¥·¥¤Ó, ÔÉμ · ¸¶ ¤ ¶·μÉμ´  ¨²¨ ´¥°-
É·μ´ . �É¨ ¶·μÍ¥¸¸Ò  ±É¨¢´μ ¨¸± ²¨, ¨ ¸ÊÐ¥¸É¢ÊÕÐ¥¥ μ£· ´¨Î¥´¨¥ ´  ¢·¥³Ö
¦¨§´¨ ¶·μÉμ´  ¸μ¸É ¢²Ö¥É τp � 1033 ²¥É [202]. �Éμ μ§´ Î ¥É, ÎÉμ ³ ¸¸  mX

¤μ²¦´  ¡ÒÉÓ ¢ÒÏ¥ 1014 ƒÔ‚, ÎÉμ ¤¥² ¥É É ±¨¥ ¶·μÍ¥¸¸Ò ´¥ μÎ¥´Ó ¶¥·¸¶¥±-
É¨¢´Ò³¨ ¤²Ö ¡ ·¨μ£¥´¥§¨¸ . � ¸¶ ¤ ´¥°É·μ´  ¸ ´¥¸μÌ· ´¥´¨¥³ ¡ ·¨μ´´μ£μ
Î¨¸²  (¸³. [203]), μ¸μ¡¥´´μ ¢ ´¥¢¨¤¨³Ò¥ ³μ¤Ò, ´ ¶·¨³¥· ¢ 3ν, §´ Î¨É¥²Ó´μ
¸² ¡¥¥ μ£· ´¨Î¥´ (¶·¨³¥·´μ ´  6 ¶μ·Ö¤±μ¢). ’ ±¨¥ ¶·μÍ¥¸¸Ò Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ¡μ²¥¥
¶μ¤Ìμ¤ÖÐ¨³¨ ¤²Ö ¡ ·¨μ¸¨´É¥§ . Š¢ ·±- ´É¨±¢ ·±μ¢Ò¥ ¶¥·¥Ìμ¤Ò, ¶·¨¢μ¤ÖÐ¨¥
± ´¥°É·μ´- ´É¨´¥°É·μ´´Ò³ μ¸Í¨²²ÖÍ¨Ö³, ³μ£ÊÉ É ±¦¥ ¶·¥¤¸É ¢²ÖÉÓ ¨´É¥·¥¸
¤²Ö ¡ ·¨μ£¥´¥§¨¸  [201].

‚ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥´´μ-μ¤´μ·μ¤´μ³ ¸²ÊÎ ¥, ±μ£¤  ∂μJμ
B = ṅB ¨ θ = θ(t),

¥¸²¨ U(θ) = 0, (4.15) ³μ¦´μ ²¥£±μ ¶·μ¨´É¥£·¨·μ¢ ÉÓ, ¶μ²ÊÎ Ö

f2
[
θ̇(t) − θ̇(tin)

]
= −nB(t) + nB(tin). (4.17)

�¡ÒÎ´μ ¶·¥¤¶μ² £ ¥É¸Ö, ÎÉμ ´ Î ²Ó´ Ö ¡ ·¨μ´´ Ö  ¸¨³³¥É·¨Ö · ¢´  ´Ê²Õ,
n(tin) = 0.

�¢μ²ÕÍ¨Ö nB(t) μ¶·¥¤¥²Ö¥É¸Ö ±¨´¥É¨Î¥¸±¨³ Ê· ¢´¥´¨¥³, μ¡¸Ê¦¤ ¥³Ò³
¢ ¶. 4.1.3. �Éμ Ê· ¢´¥´¨¥ ¶μ§¢μ²Ö¥É ¢Ò· §¨ÉÓ nB Î¥·¥§ θ(t) ¨ ¶μ²ÊÎ¨ÉÓ § ³±´Ê-
ÉÊÕ ¸¨¸É¥³Ê, ¢ μ¡Ð¥³ ¸²ÊÎ ¥, ¨´É¥£·μ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨°. ‚ É¥¶²μ-
¢μ³ · ¢´μ¢¥¸¨¨ ¸μμÉ´μÏ¥´¨¥ ³¥¦¤Ê θ̇ ¨ nB ³μ¦¥É ¸É ÉÓ  ²£¥¡· ¨Î¥¸±¨³, ´μ
ÔÉμ ¢¥·´μ Éμ²Ó±μ ¢ ¸²ÊÎ ¥, ±μ£¤  ¨´É¥·¢ ² ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨Ö ¶μ ¢·¥³¥´¨ Ö¢²Ö-
¥É¸Ö ¤μ¸É ÉμÎ´μ ¡μ²ÓÏ¨³ ¨ ¥¸²¨ θ̇ ¥¸ÉÓ ¶μ¸ÉμÖ´´ Ö ¨²¨ ³¥¤²¥´´μ ³¥´ÖÕÐ Ö¸Ö
ËÊ´±Í¨Ö ¢·¥³¥´¨.
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�  ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±μ³ Ëμ´¥ ¸ ³¥É·¨±μ° ”·¨¤³ ´ Ä�μ¡¥·É¸μ´ Ä“μ±¥· 
Ê· ¢´¥´¨¥ ¤¢¨¦¥´¨Ö ¤²Ö θ (4.15) ¨³¥¥É ¢¨¤

f2(∂t + 3H)θ̇ − a−2(t)Δθ + U ′(θ) = −(∂t + 3H)nB, (4.18)

£¤¥ a(t) Å ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±¨° ³ ¸ÏÉ ¡´Ò° Ë ±Éμ· ¨ H = ȧ/a Å ¶ · ³¥É·
• ¡¡² . „²Ö μ¤´μ·μ¤´μ£μ θ-¶μ²Ö, θ = θ(t), ÔÉμ Ê· ¢´¥´¨¥ ¸¢μ¤¨É¸Ö ± ¢¨¤Ê

f2(∂t + 3H) θ̇ + U ′(θ) = −(∂t + 3H)nB. (4.19)

ŒÒ ´¥ ¢±²ÕÎ¨²¨ ÔËË¥±ÉÒ ±·¨¢¨§´Ò ¢ Ê· ¢´¥´¨Ö „¨· ± , ¶μ¸±μ²Ó±Ê μ´¨
´¥¸ÊÐ¥¸É¢¥´´Ò ¤²Ö ¤ ²Ó´¥°Ï¥£μ, ´μ ³Ò ÊÎ¨ÉÒ¢ ¥³ ¢²¨Ö´¨¥ ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±μ£μ
· ¸Ï¨·¥´¨Ö ´  ¤¨¢¥·£¥´Í¨Õ Éμ± , ¨¸¶μ²Ó§ÊÖ ±μ¢ ·¨ ´É´ÊÕ ¶·μ¨§¢μ¤´ÊÕ ¢
FRW-³¥É·¨±¥: DμJμ = ṅB + 3HnB.

4.1.2. ƒ ³¨²ÓÉμ´¨ ´Ò ¨ ² £· ´¦¨ ´Ò. �¥¸³μÉ·Ö ´  Éμ, ÎÉμ, ± ± ¡Ê-
¤¥É ¶μ± § ´μ ¢ ¶¶. 4.1.3 ¨ 4.1.6, ¡ ·¨μ´´ Ö  ¸¨³³¥É·¨Ö, ¸£¥´¥·¨·μ¢ ´´ Ö ¢
· ³± Ì ¸¶μ´É ´´μ£μ ¡ ·¨μ¸¨´É¥§ , ¶·μ¶μ·Í¨μ´ ²Ó´  θ̇ ¢μ ³´μ£¨Ì ¨´É¥·¥¸´ÒÌ
¸²ÊÎ ÖÌ, ± ± ¸¶· ¢¥¤²¨¢μ ¶·¥¤¸± §Ò¢ ²μ¸Ó ¢ · ¡μÉ Ì [155,156], ¨¤¥´É¨Ë¨± -
Í¨Ö θ̇ ¸ ¡ ·¨μ´´Ò³ Ì¨³¨Î¥¸±¨³ ¶μÉ¥´Í¨ ²μ³, θ̇ = μB , Ö¢²Ö¥É¸Ö ¸¶μ·´μ°.

‚ ± ´μ´¨Î¥¸±μ³ ¶μ¤Ìμ¤¥ £ ³¨²ÓÉμ´μ¢  ¶²μÉ´μ¸ÉÓ H ¢Ò¢μ¤¨É¸Ö ¨§ ² -
£· ´¦¥¢μ° ¶²μÉ´μ¸É¨ L ¸²¥¤ÊÕÐ¨³ μ¡· §μ³. �·¥¤¶μ² £ ¥É¸Ö, ÎÉμ ¶²μÉ´μ¸ÉÓ
ËÊ´±Í¨¨ ‹ £· ´¦  § ¢¨¸¨É μÉ ´¥±μÉμ·ÒÌ ¶¥·¥³¥´´ÒÌ ¶μ²Ö φa ¨ ¨Ì ¶·μ¨§¢μ¤-
´ÒÌ ∂μφa. ‘´ Î ²  ´Ê¦´μ μ¶·¥¤¥²¨ÉÓ ± ´μ´¨Î¥¸±¨° ¨³¶Ê²Ó¸, ¸μ¶·Ö¦¥´´Ò°
¸ ®±μμ·¤¨´ Éμ°¯ φa:

πa =
∂L
∂φ̇a

. (4.20)

�²μÉ´μ¸ÉÓ ËÊ´±Í¨¨ ƒ ³¨²ÓÉμ´  ¢Ò· ¦ ¥É¸Ö Î¥·¥§ ± ´μ´¨Î¥¸±¨¥ ¨³¶Ê²Ó¸Ò ¨
±μμ·¤¨´ ÉÒ ± ±

H =
∑

a

πaφ̇a − L, (4.21)

£¤¥ ¶·μ¨§¢μ¤´Ò¥ ¶μ ¢·¥³¥´¨ φ̇a ¤μ²¦´Ò ¡ÒÉÓ § ¶¨¸ ´Ò ¢ É¥·³¨´ Ì ± ´μ´¨-
Î¥¸±¨Ì ¨³¶Ê²Ó¸μ¢ πa.

ƒ ³¨²ÓÉμ´μ¢Ò Ê· ¢´¥´¨Ö ¤¢¨¦¥´¨Ö

φ̇ =
∂H
∂π

¨ π̇ = −∂H
∂φ

(4.22)

μ¡ÒÎ´μ Ô±¢¨¢ ²¥´É´Ò Ê· ¢´¥´¨Ö³ ‹ £· ´¦ , ¶μ²ÊÎ¥´´Ò³ ¶μ ¶·¨´Í¨¶Ê ´ ¨-
³¥´ÓÏ¥£μ ¤¥°¸É¢¨Ö ¨§ ² £· ´¦¨ ´ .

� ¶·¨³¥·, ¤²Ö ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ£μ ¸± ²Ö·´μ£μ ¶μ²Ö ¸ ² £· ´¦¨ ´μ³

L(χ) =
(∂χ)2

2
−

m2
χχ2

2
(4.23)



�””…Š’› �…“‘’�‰—ˆ‚�‘’ˆ ‚ F (R)-Œ�„ˆ”ˆ–ˆ��‚����‰ ƒ��‚ˆ’�–ˆˆ 1245

± ´μ´¨Î¥¸±¨° ¨³¶Ê²Ó¸ ¥¸ÉÓ πχ = χ̇ ¨ ¶²μÉ´μ¸ÉÓ ËÊ´±Í¨¨ ƒ ³¨²ÓÉμ´  · ¢´ 

H(χ) =
1
2
[
π2

χ + (∇χ)2 + m2
χχ2

]
, (4.24)

¢ Éμ ¢·¥³Ö ± ± ¤²Ö ±μ³¶²¥±¸´μ£μ ¸± ²Ö·´μ£μ ¶μ²Ö ¸

L(φ) = |∂φ|2 − m2
φ|φ|2 (4.25)

± ´μ´¨Î¥¸±¨¥ ¨³¶Ê²Ó¸Ò ¸ÊÉÓ πφ = φ̇∗ ¨ πφ∗ = φ̇,   £ ³¨²ÓÉμ´μ¢  ¶²μÉ´μ¸ÉÓ

H(φ) = πφπφ∗ + |∇φ|2 + m2
φ|φ|2. (4.26)

‘μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨¥ Ê· ¢´¥´¨Ö ƒ ³¨²ÓÉμ´  ¶·¨¢μ¤ÖÉ, ± ± ¨ μ¦¨¤ ¥É¸Ö, ± μ¡ÒÎ-
´Ò³ Ê· ¢´¥´¨Ö³ Š²¥°´ Äƒμ·¤μ´  ¤²Ö φ ¨²¨ χ.

„²Ö ¤¨· ±μ¢¸±μ£μ ¶μ²Ö ¸

L(ψ) = ψ̄ (i∂/ − mψ)ψ (4.27)

± ´μ´¨Î¥¸±¨¥ ¨³¶Ê²Ó¸Ò · ¢´Ò πψ = iψ† ¨ πψ† = 0, É ± ÎÉμ ³Ò ¶·¨Ìμ¤¨³
± Ìμ·μÏμ ¨§¢¥¸É´μ³Ê ¢Ò· ¦¥´¨Õ

H(ψ) = ψ† (iγ4γk∂k + γ4m)ψ. (4.28)

�·μ¤¥² ¥³ Éμ ¦¥ ¸ ³μ¥ ¸ ¸¨³³¥É·¨Î´Ò³ ² £· ´¦¨ ´μ³, ±μÉμ·Ò° μÉ²¨Î -
¥É¸Ö μÉ ± ´μ´¨Î¥¸±μ£μ ´  ¶μ²´ÊÕ ¤¨¢¥·£¥´Í¨Õ:

Lsym(ψ) =
ψ̄ (i∂/ − 2mψ)ψ − i(∂μψ̄)γμψ

2
. (4.29)

‘μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨¥ ± ´μ´¨Î¥¸±¨¥ ¨³¶Ê²Ó¸Ò ¡Ê¤ÊÉ: πψ = iψ†/2 ¨ πψ† = −iψ/2,
  £ ³¨²ÓÉμ´μ¢  ¶²μÉ´μ¸ÉÓ

Hsym(ψ) = mψψ†γ4ψ +
i

2
(
ψ†γ4γk∂kψ − ∂kψ†γ4γkψ

)
(4.30)

μÉ²¨Î ¥É¸Ö μÉ μ¡ÒÎ´μ£μ ¢Ò· ¦¥´¨Ö (4.28) ´  ¶·μ¸É· ´¸É¢¥´´ÊÕ ¤¨¢¥·£¥´Í¨Õ
(i/2)∂k(ψ†γ4γkψ). �μ²´Ò° £ ³¨²ÓÉμ´¨ ´, μ¶·¥¤¥²¥´´Ò° ± ±

H =
∫

d3xH, (4.31)

μ¤¨´ ±μ¢ ¢ μ¡μ¨Ì ¸²ÊÎ ÖÌ, (4.28) ¨ (4.30), ¥¸²¨ ¶μ²Ö ¨¸Î¥§ ÕÉ ´  ¶·μ¸É· ´-
¸É¢¥´´μ° ¡¥¸±μ´¥Î´μ¸É¨. �¨¦¥ · ¸¸³ É·¨¢ ¥É¸Ö ¶μ²¥ θ, § ¢¨¸ÖÐ¥¥ Éμ²Ó±μ μÉ
¢·¥³¥´¨, ´μ ³μ¦´μ ¶·¥¤¶μ²μ¦¨ÉÓ, ÎÉμ μ´μ ¸² ¡μ § ¢¨¸¨É μÉ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥´-
´ÒÌ ±μμ·¤¨´ É ¨ μ¡· Ð ¥É¸Ö ¢ ´Ê²Ó ´  ¡¥¸±μ´¥Î´μ¸É¨. ‹μ± ²Ó´ Ö ¤¨´ ³¨± 
¢ ÔÉμ³ ¸²ÊÎ ¥ μ¸É ¥É¸Ö ´¥´ ·ÊÏ¥´´μ°.
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� ¸¸³μÉ·¨³ É¥¶¥·Ó ³μ¤¥²Ó ¸μ ¸¢Ö§ÓÕ

LSB(Θ) = (∂μΘ)Jμ
B, (4.32)

£¤¥ Θ ¥¸ÉÓ ´¥±μÉμ·μ¥ ¸± ²Ö·´μ¥ ¶μ²¥,   Jμ
B Å ¢¥±Éμ· ¡ ·¨μ´´μ£μ Éμ± . �´

¨³¥¥É ¢¨¤

Jμ
B = Bψ̄γμψ, (4.33)

£¤¥ ψ Å ´¥±μÉμ·Ò° Ë¥·³¨μ´´Ò° ¡ ·¨μ´ (´ ¶·¨³¥·, ±¢ ·±) ¸ ¡ ·¨μ´´Ò³
Î¨¸²μ³ B. ’ ±μ¥ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨¥ ¶μ¸ÉÊ²¨·Ê¥É¸Ö ¢ ¸Í¥´ ·¨ÖÌ ¸¶μ´É ´´μ£μ
¡ ·¨μ¸¨´É¥§  [146, 155, 156, 159, 161, 197] ¨²¨ ¢ £· ¢¨É Í¨μ´´μ³ ¡ ·¨μ£¥´¥-
§¨¸¥ [157,204,205]. ‚ ¶¥·¢μ³ ¸²ÊÎ ¥ Θ = θ Ö¢²Ö¥É¸Ö (¶¸¥¢¤μ)£μ²¤¸ÉμÊ´μ¢¸±¨³
¶μ²¥³, ¢ Éμ ¢·¥³Ö ± ± ¢μ ¢Éμ·μ³ Θ = R/m2

R, £¤¥ R Å ¸± ²Ö· ±·¨¢¨§´Ò,
  mR Å ¶μ¸ÉμÖ´´Ò° ¶ · ³¥É· · §³¥·´μ¸É¨ ³ ¸¸Ò.

„ ²¥¥ ³Ò μ£· ´¨Î¨³¸Ö · ¸¸³μÉ·¥´¨¥³ £μ²¤¸ÉμÊ´μ¢¸±μ£μ ¶μ²Ö θ ¨ ¡Ê¤¥³
· §²¨Î ÉÓ ¸²¥¤ÊÕÐ¨¥ ¤¢¥ ¢μ§³μ¦´μ¸É¨:

1. θ Ö¢²Ö¥É¸Ö ¤¨´ ³¨Î¥¸±¨³ ¶μ²¥³ ¸μ ¸¢μ¡μ¤´Ò³ ² £· ´¦¨ ´μ³ ¢ Ëμ·-
³¥ (4.23), £¤¥ χ = f θ. �Éμ ¢ ÉμÎ´μ¸É¨ É  ¸¨ÉÊ Í¨Ö, ±μÉμ· Ö ·¥ ²¨§Ê¥É¸Ö
¢ ¸²ÊÎ ¥ ¸¶μ´É ´´μ£μ ´ ·ÊÏ¥´¨Ö ¸¨³³¥É·¨¨.

2. θ ¥¸ÉÓ ¢´¥Ï´¥¥ ®Ë¨±¸¨·μ¢ ´´μ¥¯ ¶μ²¥. ’¥·³¨´ ®Ë¨±¸¨·μ¢ ´´μ¥¯ ¨¸-
¶μ²Ó§Ê¥É¸Ö ¢ Éμ³ ¸³Ò¸²¥, ÎÉμ § ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ θ μÉ ±μμ·¤¨´ É Ë¨±¸¨·Ê¥É¸Ö ´¥-
±μÉμ·μ° ¤¨´ ³¨±μ°, ±μÉμ· Ö ´¥ ¢Ìμ¤¨É ¢ · ¸¸³ É·¨¢ ¥³Ò° ² £· ´¦¨ ´. �Éμ
¸²ÊÎ °, ±μÉμ·Ò° ¨§ÊÎ ¥É¸Ö ± ± ¢ ¸¶μ´É ´´μ³, É ± ¨ ¢ £· ¢¨É Í¨μ´´μ³ ¡ ·¨μ-
¸¨´É¥§¥. �´ ¡Ê¤¥É · ¸¸³μÉ·¥´ ´¨¦¥.

‚ ± ´μ´¨Î¥¸±μ³ ¸²ÊÎ ¥ 1 ¶²μÉ´μ¸ÉÓ £ ³¨²ÓÉμ´¨ ´ , ¢ÒÎ¨¸²¥´´ Ö ¢ ¸μμÉ-
¢¥É¸É¢¨¨ ¸ Ê± § ´´Ò³¨ ¢ÒÏ¥ ¶· ¢¨² ³¨, · ¢´ 

H1(θ) =
f2

2
(
θ̇2 + (∇θ)2

)
+ Q†

1γ4(iγk∂k + mQ)Q1 + L†γ4(iγk∂k + mL)L−

−
(

e−iθ

m2
X

(Q†
1γ4γμL)(Q†

1γ4γμQc
1) + h. c.

)
+ U(θ), (4.34)

£¤¥ θ-¸μ¶·Ö¦¥´´Ò° ± ´μ´¨Î¥¸±¨° ¨³¶Ê²Ó¸ π1θ = f2θ̇.
�´ ²μ£¨Î´μ ¤²Ö ² £· ´¦¨ ´  (4.11) ¶²μÉ´μ¸ÉÓ £ ³¨²ÓÉμ´¨ ´  · ¢´ 

H2(θ) =
f2

2
(
θ̇2 + (∇θ)2

)
+ Q†

2γ4(iγk∂k + mQ)Q2 + L†γ4(iγk∂k + mL)L−

−
(

1
m2

X

(Q†
2γ4γμL)(Q†

2γ4γμQc
2) + h. c.

)
+ U(θ) − 1

3
(∂kθ)(Q†

2γ4γkQ2),

(4.35)

£¤¥ ± ´μ´¨Î¥¸±¨° ¨³¶Ê²Ó¸ π2θ = f2θ̇ + nB . ‘μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ θ̇ ¤μ²¦´μ ¢Ò· -
¦ ÉÓ¸Ö Î¥·¥§ ± ´μ´¨Î¥¸±¨° ¨³¶Ê²Ó¸ π2θ ± ±

θ̇ =
π2θ − nB

f2
. (4.36)
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“Î¨ÉÒ¢ Ö, ÎÉμ Q1 = e−iθ/3 Q2, ³μ¦´μ ¶·μ¢¥·¨ÉÓ, ÎÉμ £ ³¨²ÓÉμ´¨ ´Ò (4.34)
¨ (4.35) ¶¥·¥Ìμ¤ÖÉ μ¤¨´ ¢ ¤·Ê£μ° ¶·¨ ÔÉμ³ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨¨. ’ ±¨³ μ¡· §μ³,
³Ò ¢¨¤¨³, ÎÉμ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨¥ £ ³¨²ÓÉμ´¨ ´μ¢ ¢ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¨ ¸ Ê± § ´´Ò³¨ ¶· -
¢¨² ³¨ Ö¢²Ö¥É¸Ö ¸ ³μ¸μ£² ¸μ¢ ´´Ò³.

�É³¥É¨³, ÎÉμ μ¡  £ ³¨²ÓÉμ´¨ ´  ¢ Éμ³ ¢¨¤¥, ¢ ±μÉμ·μ³ μ´¨ ¶·¥¤¸É ¢-
²¥´Ò Ê· ¢´¥´¨Ö³¨ (4.34) ¨ (4.35), ´¥ ¸μ¤¥·¦ É ®Ì¨³¨Î¥¸±μ£μ ¶μÉ¥´Í¨ ² ¯
θ̇ ¢ Ëμ·³¥ θ̇nB ¨ ¢ ÔÉμ³ ¸³Ò¸²¥ ¶·μÉ¨¢μ·¥Î É ¤μ¶ÊÐ¥´¨Õ (4.2). �¤´ ±μ
¤¥²μ Ö¢²Ö¥É¸Ö ´¥¸±μ²Ó±μ ¡μ²¥¥ ¸²μ¦´Ò³. ‡ ¶¨¸ ´´ Ö ¢ É¥·³¨´ Ì ± ´μ´¨Î¥-
¸±μ£μ ¨³¶Ê²Ó¸  ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ Ö Î ¸ÉÓ £ ³¨²ÓÉμ´¨ ´  (4.35) (¶¥·¢μ¥ ¸² £ ¥-
³μ¥) ¨³¥¥É ¢¨¤ δH2(θ) = (π2θ−nB)2/(2f2). ‚ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥´´μ-´¥§ ¢¨¸¨³μ³
¸²ÊÎ ¥ ¨ ¢ μÉ¸ÊÉ¸É¢¨¥ U(θ) Ê· ¢´¥´¨Ö ¤¢¨¦¥´¨Ö ƒ ³¨²ÓÉμ´  ¤²Ö H2 ¨³¥ÕÉ
Ëμ·³Ê π̇2θ = 0, É ± ÎÉμ ¨Ì ·¥Ï¥´¨¥ π2θ = const. �Î¥¢¨¤´μ, ÔÉμ Ê· ¢´¥´¨¥
Ô±¢¨¢ ²¥´É´μ Ê· ¢´¥´¨Õ ¤¢¨¦¥´¨Ö ‹ £· ´¦  ¤²Ö θ-¶μ²Ö (4.15), ¥¸²¨ ¶·¥´¥-
¡·¥ÎÓ ¢ ´¥³ ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±¨³ · ¸Ï¨·¥´¨¥³.

� ²¨Î¨¥ ¸² £ ¥³μ£μ (−π2θnB/f2) ¢ £ ³¨²ÓÉμ´¨ ´¥ (4.35) ¶μ¤· §Ê³¥¢ ¥É,
ÎÉμ π2θ/f2 ³μ¦¥É É· ±Éμ¢ ÉÓ¸Ö ± ± ¡ ·¨μ´´Ò° Ì¨³¨Î¥¸±¨° ¶μÉ¥´Í¨ ² μB .
’ ± ± ± μ¡ÒÎ´μ ¸Î¨É ¥É¸Ö, ÎÉμ ´ Î ²Ó´μ¥ nB(tin) = 0, Éμ π2θ = f2θ̇(tin)
¨, É ±¨³ μ¡· §μ³, μB = θ̇(tin),   ´¥ μB = θ̇(t), ¢§ÖÉμ¥ ¶·¨ ¡μ²¥¥ ¶μ§¤´¥³
¢·¥³¥´¨ t, ±μ£¤  ¨³¥¥É ³¥¸Éμ É¥¶²μ¢μ¥ · ¢´μ¢¥¸¨¥.

�·¥¤¶¨¸ ´¨¥ (4.2) ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ ¢ ¶·¨´Í¨¶¥ ¸¶· ¢¥¤²¨¢Ò³, ¥¸²¨ θ Ö¢²Ö¥É¸Ö
¢´¥Ï´¨³ ®Ë¨±¸¨·μ¢ ´´Ò³¯ ¶μ²¥³ ¸ ¤¨´ ³¨±μ°, μ¶·¥¤¥²Ö¥³μ° ®¢·ÊÎ´ÊÕ¯,
± ± ¡Ò²μ μÉ³¥Î¥´μ ¢ÒÏ¥. ‚ ÔÉμ³ ¸²ÊÎ ¥ ¢Ò· ¦¥´¨¥ (4.2) ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ Ëμ·-
³ ²Ó´μ ¢¥·´Ò³, ´μ, ± ± ³Ò ¶μ± ¦¥³ §¤¥¸Ó, É ± Ö É¥μ·¨Ö, ¢μ§³μ¦´μ, μ¡² ¤ ¥É
´¥±μÉμ·Ò³¨ ¢´ÊÉ·¥´´¨³¨ ´¥¸μμÉ¢¥É¸É¢¨Ö³¨.

ˆ¸¸²¥¤Ê¥³ · ¸¸³μÉ·¥´´Ò¥ · ´¥¥ É¥μ·¨¨ ¸ ² £· ´¦¨ ´ ³¨ (4.9) ¨ (4.11),
¢ ±μÉμ·ÒÌ μ¶ÊÐ¥´Ò ±¨´¥É¨Î¥¸±¨¥ ¨ ¶μÉ¥´Í¨ ²Ó´Ò¥ Î²¥´Ò ¤²Ö θ. “ ´ ¸ ¥¸ÉÓ
¤¢  ¢ ·¨ ´É  ¶μ¸É·μ¥´¨Ö £ ³¨²ÓÉμ´¨ ´μ¢: ²¨¡μ ¸²¥¤μ¢ ÉÓ μ¡ÒÎ´μ° ¶·μÍ¥¤Ê·¥,
μ¶¨¸ ´´μ° ¢ÒÏ¥, ²¨¡μ ¶·¥¤¶μ²μ¦¨ÉÓ ¸¶· ¢¥¤²¨¢μ¸ÉÓ ·¥Í¥¶É  Hint = −Lint

¤²Ö Î ¸É¥° ² £· ´¦¨ ´μ¢ ¸ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨¥³. „²Ö ² £· ´¦¨ ´  (4.9) ´¥ ¢μ§´¨-
± ¥É ´¥μ¤´μ§´ Î´μ¸É¥°, É ± ± ± ¥£μ Î ¸ÉÓ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö ´¥ ¸μ¤¥·¦¨É ¶·μ¨§-
¢μ¤´ÒÌ. �Éμ ´¥ É ± ¤²Ö ² £· ´¦¨ ´  (4.11), ¶μ¸±μ²Ó±Ê μ´ ¸μ¤¥·¦¨É ¸² £ ¥³μ¥
(∂μθ)Jμ

B , ¤²Ö ±μÉμ·μ£μ ¶·¥¤¶μ²μ¦¥´¨¥ Hint = −Lint ´¥ Ö¢²Ö¥É¸Ö ¢¥·´Ò³. Š ±
¡Ò²μ ¶μ± § ´μ ¢ÒÏ¥, ¸É ´¤ ·É´Ò° ¶μ¤Ìμ¤ ¶·¨¢μ¤¨É ± £ ³¨²ÓÉμ´¨ ´Ê (4.35),
´¥ ¸μ¤¥·¦ Ð¥³Ê ¸² £ ¥³μ£μ θ̇(t)nB . —Éμ¡Ò ¶·¨°É¨ ± ³¥Ì ´¨§³Ê ¸¶μ´É ´´μ£μ
¡ ·¨μ£¥´¥§¨¸ , μ¶¨¸ ´´μ³Ê ¢ ²¨É¥· ÉÊ·¥, ´Ê¦´μ ¶μ¸ÉÊ²¨·μ¢ ÉÓ Hint = −Lint

´¥§ ¢¨¸¨³μ μÉ ´ ²¨Î¨Ö ¶·μ¨§¢μ¤´ÒÌ ¶μ²Ö. …¸²¨ ÔÉμÉ ¶μ¸ÉÊ² É ¢¥·¥´, ² -
£· ´¦¨ ´ (4.11) ¶·¨¢¥¤¥É ± £ ³¨²ÓÉμ´¨ ´Ê, ¸μ¤¥·¦ Ð¥³Ê ´Ê¦´Ò° Î²¥´ θ̇nB .
‘ ¤·Ê£μ° ¸Éμ·μ´Ò, ¥¸²¨ ³Ò ¶·¨³¥´¨³ ¸É ´¤ ·É´ÊÕ ¶·μÍ¥¤Ê·Ê ¢ÒÎ¨¸²¥´¨Ö
£ ³¨²ÓÉμ´¨ ´  ¨§ ² £· ´¦¨ ´  ¡¥§ ±¨´¥É¨Î¥¸±μ£μ Î²¥´ , ´ °¤¥³ πθ = nB ¨
¶μ²ÊÎ¨³ ¶μ· §¨É¥²Ó´Ò° ·¥§Ê²ÓÉ É:

H(θ) = πθ θ̇ − L = 0, (4.37)
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±μÉμ·Ò° ´ £²Ö¤´μ ¤¥³μ´¸É·¨·Ê¥É ´¥¸μ£² ¸μ¢ ´´μ¸ÉÓ É¥μ·¨¨ ¡¥§ ±¨´¥É¨Î¥-
¸±μ£μ Î²¥´ .

„μ¶μ²´¨É¥²Ó´Ò¥ ¶·μ¡²¥³Ò ¢μ§´¨± ÕÉ, ¥¸²¨ · ¸¸³μÉ·¥ÉÓ É¥μ·¨Õ ¸ ² -
£· ´¦¨ ´μ³

L(1)
SB = −θ∂μJμ

B, (4.38)

±μÉμ·Ò° μÉ²¨Î ¥É¸Ö μÉ ¶¥·¢μ´ Î ²Ó´μ£μ LSB (4.1) ´  ¶μ²´ÊÕ ¤¨¢¥·£¥´Í¨Õ ¨,
É ±¨³ μ¡· §μ³, ¶·¨¢μ¤¨É ± É¥³ ¦¥ ¸ ³Ò³ ² £· ´¦¥¢Ò³ Ê· ¢´¥´¨Ö³ ¤¢¨¦¥-
´¨Ö, É ± ÎÉμ ÔÉ¨ ² £· ´¦¨ ´Ò Ë¨§¨Î¥¸±¨ Ô±¢¨¢ ²¥´É´Ò. �¤´ ±μ ÔÉμ ³μ¦¥É
¡ÒÉÓ ´¥ É ± ¤²Ö ¶²μÉ´μ¸É¥° £ ³¨²ÓÉμ´¨ ´μ¢. ‹ £· ´¦¨ ´ (4.38) ´¥ ¸μ¤¥·¦¨É
¶·μ¨§¢μ¤´ÊÕ ¶μ ¢·¥³¥´¨ μÉ θ-¶μ²Ö, ´μ ¸μ¤¥·¦¨É ¢·¥³¥´´Ò¥ ¶·μ¨§¢μ¤´Ò¥
¤¨´ ³¨Î¥¸±¨Ì Ë¥·³¨μ´´ÒÌ ¶μ²¥°. �·¨ ÔÉμ³ £ ³¨²ÓÉμ´¨ ´, ¶μ²ÊÎ¥´´Ò° ¨§

L(1)
SB ¶μ Ê± § ´´Ò³ ¢ÒÏ¥ ¸É ´¤ ·É´Ò³ ¶· ¢¨² ³, ¶·¨³¥´¥´´Ò³ ± Ë¥·³¨μ´ ³,

¨³¥¥É ¢¨¤

H(1)
SB = (∂kθ)Jk − ∂k(θJk) → (∂kθ)Jk, (4.39)

£¤¥ ´  ¶μ¸²¥¤´¥³ Ï £¥ ³Ò μ¶Ê¸É¨²¨ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥´´ÊÕ ¤¨¢¥·£¥´Í¨Õ. �Î¥-

¢¨¤´μ, £ ³¨²ÓÉμ´¨ ´ H(1)
SB μÉ²¨Î ¥É¸Ö μÉ HSB (4.2), ÌμÉÖ μ´¨ ¶μ²ÊÎ¥´Ò ¨§

Ô±¢¨¢ ²¥´É´ÒÌ ² £· ´¦¨ ´μ¢. �Éμ μ§´ Î ¥É, ÎÉμ £ ³¨²ÓÉμ´μ¢Ò Ê· ¢´¥´¨Ö ¤¢¨-

¦¥´¨Ö, ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨¥ HSB ¨ H(1)
SB , ¡Ê¤ÊÉ · §²¨Î´Ò. Œμ¦´μ ¶·μ¢¥·¨ÉÓ,

ÎÉμ Ê· ¢´¥´¨Ö, ¶μ²ÊÎ¥´´Ò¥ ¨§ £ ³¨²ÓÉμ´¨ ´  (4.39), ´¥ ¸μ£² ¸ÊÕÉ¸Ö ¸ Ê· ¢-
´¥´¨Ö³¨, ¢Ò¢¥¤¥´´Ò³¨ ¨§ ² £· ´¦¨ ´ . �¤´ ±μ ÔÉ  ¶·μ¡²¥³  ´¥ Ö¢²Ö¥É¸Ö
¶·¨¸ÊÐ¥° ¸¶μ´É ´´μ³Ê ¡ ·¨μ£¥´¥§¨¸Ê,   μÉ´μ¸¨É¸Ö ± μ¶·¥¤¥²¥´¨Õ ¶²μÉ´μ¸É¨
£ ³¨²ÓÉμ´¨ ´  Ë¥·³¨μ´´ÒÌ ¶μ²¥° ¶·¨ ´ ²¨Î¨¨ ¢Ò·μ¦¤¥´¨Ö ³¥¦¤Ê ±μμ·¤¨-
´ Éμ° ψ ¨ ± ´μ´¨Î¥¸±¨³ ¨³¶Ê²Ó¸μ³ ψ†. �É¨ ¢μ¶·μ¸Ò É·¥¡ÊÕÉ μÉ¤¥²Ó´μ£μ
· ¸¸³μÉ·¥´¨Ö, ¢ Éμ ¢·¥³Ö ± ± §¤¥¸Ó ³Ò ±μ´Í¥´É·¨·Ê¥³¸Ö ´  ±¨´¥É¨±¥ ¸É ´-
¤ ·É´μ£μ ¸Í¥´ ·¨Ö ¸¶μ´É ´´μ£μ ¡ ·¨μ£¥´¥§¨¸ , ±μÉμ·Ò° ¢μ ³´μ£¨Ì ¸²ÊÎ ÖÌ
¶·¨¢μ¤¨É ± μ¡ÒÎ´Ò³ ·¥§Ê²ÓÉ É ³, ¶·¥¤¸É ¢²¥´´Ò³ ¢ ²¨É¥· ÉÊ·¥. �¤´ ±μ ÔÉμ
´¥ ¢¸¥£¤  É ±.

4.1.3. Š¨´¥É¨Î¥¸±μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥ ¸  ³¶²¨ÉÊ¤μ°, ´¥ § ¢¨¸ÖÐ¥° μÉ ¢·¥-
³¥´¨. ˆ§ÊÎ¥´¨¥ ±¨´¥É¨±¨ Ë¥·³¨μ´μ¢ ´  ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±μ³ Ëμ´¥ ¸¨²Ó´μ Ê¶·μ-
Ð ¥É¸Ö, ¥¸²¨ Î ¸É¨ÍÒ ´ Ìμ¤ÖÉ¸Ö ¢ · ¢´μ¢¥¸¨¨ ¶μ μÉ´μÏ¥´¨Õ ± Ê¶·Ê£μ³Ê · ¸-
¸¥Ö´¨Õ, ± ¨Ì ¢μ§³μ¦´μ°  ´´¨£¨²ÖÍ¨¨, ´ ¶·¨³¥·, ¢ ËμÉμ´Ò, ¨ ¶μ μÉ´μÏ¥´¨Õ
± ¤·Ê£¨³ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö³ ¸ ¸μÌ· ´¥´¨¥³ ¡ ·¨μ´´μ£μ Î¨¸² . � ¢´μ¢¥¸¨¥ μÉ-
´μ¸¨É¥²Ó´μ Ê¶·Ê£μ£μ · ¸¸¥Ö´¨Ö ¶μ¤· §Ê³¥¢ ¥É ¸²¥¤ÊÕÐÊÕ Ëμ·³Ê ËÊ´±Í¨°
· ¸¶·¥¤¥²¥´¨Ö ¶μ Ë §μ¢μ³Ê ¶·μ¸É· ´¸É¢Ê:

feq =
[
1 + exp

(
E

T
− ξ

)]−1

, (4.40)

£¤¥ ¡¥§· §³¥·´Ò° Ì¨³¨Î¥¸±¨° ¶μÉ¥´Í¨ ² ξ = μ/T ¨³¥¥É μ¤¨´ ±μ¢ÊÕ ¢¥²¨-
Î¨´Ê, ´μ · §´Ò¥ §´ ±¨ ¤²Ö Î ¸É¨Í ¨  ´É¨Î ¸É¨Í. �²μÉ´μ¸ÉÓ ¡ ·¨μ´´μ£μ Î¨¸² 
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¤²Ö ³ ²ÒÌ ξ μ¡ÒÎ´μ ¤ ¥É¸Ö ¢Ò· ¦¥´¨¥³

nB = gSBQξBT 3/6 (4.41)

(¸·. ¸ (4.3)). �Éμ Ê· ¢´¥´¨¥, ¸¢Ö§Ò¢ ÕÐ¥¥ ¶²μÉ´μ¸ÉÓ ¡ ·¨μ´´μ£μ Î¨¸²  ¸
Ì¨³¨Î¥¸±¨³ ¶μÉ¥´Í¨ ²μ³, ¸¶· ¢¥¤²¨¢μ Éμ²Ó±μ ¶·¨ ´μ·³ ²Ó´μ³ ¸μμÉ´μÏ¥´¨¨
³¥¦¤Ê Ô´¥·£¨¥° ¨ 3-¨³¶Ê²Ó¸μ³, E =

√
p2 + m2, ¶·¨ · ¢´ÒÌ ³ ¸¸ Ì Î ¸É¨Í ¨

 ´É¨Î ¸É¨Í.
�Ê²¥¢ Ö ¡ ·¨μ´´ Ö  ¸¨³³¥É·¨Ö ¶μ¤· §Ê³¥¢ ¥É ξB = 0, ± ± ÔÉμ μ¡ÒÎ´μ

¡Ò¢ ¥É. …¸²¨ ¡ ·¨μ´´μ¥ Î¨¸²μ ±¢ ·±μ¢ ¸μÌ· ´Ö¥É¸Ö, nB μ¸É ¥É¸Ö ¶μ¸ÉμÖ´-
´Ò³ ¢ ¸μ¶ÊÉ¸É¢ÊÕÐ¥³ μ¡Ñ¥³¥, ÎÉμ μ§´ Î ¥É, ¢ ¸¢μÕ μÎ¥·¥¤Ó, ÎÉμ ξ = const ¤²Ö
¡¥§³ ¸¸μ¢ÒÌ Î ¸É¨Í. …¸²¨ ´ Î ²Ó´μ nB = 0, Éμ ξB μ¸É ¥É¸Ö Éμ¦¤¥¸É¢¥´´μ
· ¢´Ò³ ´Ê²Õ. …¸²¨ ¡ ·¨μ´´μ¥ Î¨¸²μ ´¥ ¸μÌ· ´Ö¥É¸Ö, Éμ, ± ± ¡Ê¤¥É ¢¨¤´μ
´¨¦¥ ¨§ ±¨´¥É¨Î¥¸±μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö, · ¢´μ¢¥¸¨¥ ¶μ μÉ´μÏ¥´¨Õ ± ¶·μÍ¥¸¸ ³ ¸
´¥¸μÌ· ´ÖÕÐ¨³¸Ö ¡ ·¨μ´´Ò³ Î¨¸²μ³ ¶·¨¢μ¤¨É ± ξB = c θ̇/T , ± ± ¶·¥¤Ê¸³ -
É·¨¢ ¥É¸Ö ¸¶μ´É ´´Ò³ ¡ ·¨μ£¥´¥§¨¸μ³. �μ¸ÉμÖ´´ Ö c § ¢¨¸¨É μÉ ±μ´±·¥É´μ£μ
É¨¶  ·¥ ±Í¨¨. �μ²´μ¥ É¥¶²μ¢μ¥ · ¢´μ¢¥¸¨¥ ¢ ¸É ´¤ ·É´μ° É¥μ·¨¨ É·¥¡Ê¥É
nB → 0, ´μ μÉ±²μ´¥´¨¥ μÉ É¥¶²μ¢μ£μ · ¢´μ¢¥¸¨Ö ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö ¸ ´¥¸μÌ· -
´¥´¨¥³ ¡ ·¨μ´´μ£μ Î¨¸²  ¢¥¤¥É ± £¥´¥· Í¨¨ ´¥´Ê²¥¢μ£μ ξB ¨, ¸μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ,
± ´¥´Ê²¥¢μ³Ê nB .

‘¨ÉÊ Í¨Ö ³¥´Ö¥É¸Ö, ¥¸²¨ ±¢ ·±¨ ¨  ´É¨±¢ ·±¨ ¶μ¤Î¨´ÖÕÉ¸Ö Ê· ¢´¥´¨Õ
¤¢¨¦¥´¨Ö (4.13), ¤²Ö ±μÉμ·μ£μ ¸¶· ¢¥¤²¨¢μ ¸²¥¤ÊÕÐ¥¥ ¤¨¸¶¥·¸¨μ´´μ¥ ¸μμÉ-
´μÏ¥´¨¥:

E =
√

p2 + m2 ∓ θ̇/3, (4.42)

£¤¥ §´ ±¨ ∓ μÉ´μ¸ÖÉ¸Ö ± Î ¸É¨Í ³ ¨²¨  ´É¨Î ¸É¨Í ³ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ. ’ -
±¨³ μ¡· §μ³, Ô´¥·£¨¨ ±¢ ·±μ¢ ¨  ´É¨±¢ ·±μ¢ ¸ μ¤¨´ ±μ¢Ò³ 3-¨³¶Ê²Ó¸μ³ · §-
²¨Î´Ò. �Éμ ¶μÌμ¦¥ ´  · §´¨ÍÊ ³ ¸¸, ±μÉμ· Ö ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ ¢Ò§¢ ´  ´ ·ÊÏ¥-
´¨¥³ ‘�’. ‘²¥¤Ê¥É μÉ³¥É¨ÉÓ, ÎÉμ ¶·¨¢¥¤¥´´μ¥ ¢ÒÏ¥ ¤¨¸¶¥·¸¨μ´´μ¥ ¸μμÉ´μ-
Ï¥´¨¥ ¢Ò¢¥¤¥´μ ¢ ¶·¥¤¶μ²μ¦¥´¨¨ ¶μ¸ÉμÖ´´μ£μ ¨²¨ ³¥¤²¥´´μ ³¥´ÖÕÐ¥£μ¸Ö
θ̇. ‚ ¶·μÉ¨¢´μ³ ¸²ÊÎ ¥ ¶μ²ÊÎ¥´´μ¥ ¸ ¶μ³μÐÓÕ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨Ö ”Ê·Ó¥ Ê· ¢´¥-
´¨¥ „¨· ±  ´¥²Ó§Ö ¸¢¥¸É¨ ±  ²£¥¡· ¨Î¥¸±μ³Ê, ¨ Ô´¥·£¨Ö Î ¸É¨ÍÒ ´¥ Ö¢²Ö¥É¸Ö
Ìμ·μÏμ μ¶·¥¤¥²¥´´μ°.

�²μÉ´μ¸ÉÓ ¡ ·¨μ´´μ£μ Î¨¸² , ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ Ö ¤¨¸¶¥·¸¨μ´´μ³Ê ¸μμÉ´μ-
Ï¥´¨Õ (4.42), ¤ ¥É¸Ö ¢Ò· ¦¥´¨¥³

nB ≡ gSBQ

∫
d3p

(2π)3
[
f(p) − f̄(p)

]
=

gSBQ

6

(
ξB +

θ̇

3T

)
T 3, (4.43)

£¤¥ f̄ Å ËÊ´±Í¨Ö · ¸¶·¥¤¥²¥´¨Ö  ´É¨Î ¸É¨Í. …¸²¨ ¡ ·¨μ´´μ¥ Î¨¸²μ ¸μÌ· ´Ö-
¥É¸Ö ¨ · ¢´μ ´Ê²Õ ¨§´ Î ²Ó´μ, Ê¸²μ¢¨¥ ξB + θ̇/(3T ) = 0 ¢¸¥£¤  ¢Ò¶μ²´Ö¥É¸Ö.
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…¸²¨ B ´¥ ¸μÌ· ´Ö¥É¸Ö, Éμ · ¢´μ¢¥¸¨¥ ¶μ μÉ´μÏ¥´¨Õ ± ¶·μÍ¥¸¸ ³ ¸ ´¥¸μ-
Ì· ´¥´¨¥³ ¡ ·¨μ´´μ£μ Î¨¸²  É·¥¡Ê¥É ξB = 0, ± ± ¸²¥¤Ê¥É ¨§ ±¨´¥É¨Î¥¸±μ£μ
Ê· ¢´¥´¨Ö, ¶·¨¢¥¤¥´´μ£μ ´¨¦¥. �Î¥¢¨¤´μ, ξB �= θ̇, ´μ, ´¥¸³μÉ·Ö ´  ÔÉμ, ¡ ·¨-
μ´´ Ö  ¸¨³³¥É·¨Ö ¶·μ¶μ·Í¨μ´ ²Ó´  θ̇, ± ± ¸²¥¤Ê¥É ¨§ (4.43).

“· ¢´¥´¨¥ ¤¢¨¦¥´¨Ö ¤²Ö θ-¶μ²Ö ´  ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±μ³ Ëμ´¥ (4.19) ¸ U(θ) =
0 ²¥£±μ ¨´É¥£·¨·Ê¥É¸Ö, ÎÉμ ¶·¨¢μ¤¨É ± ¸¢Ö§¨ ¡ ·¨μ´´μ°  ¸¨³³¥É·¨¨ nB ¸ θ̇.
‚ ¸²ÊÎ ¥, ±μ£¤  ¢Ò¶μ²´Ö¥É¸Ö ¸μμÉ´μÏ¥´¨¥ (4.41), ¶μ²ÊÎ ¥³

f2

[
θ̇(t)

T 3(t)
− θ̇(tin)

T 3
in

]
= −gSBQ

6
[ξB(t) − ξB(tin)] , (4.44)

¢ ¶·¥¤¶μ²μ¦¥´¨¨, ÎÉμ É¥³¶¥· ÉÊ·  ¶ ¤ ¥É ¶μ § ±μ´Ê Ṫ = −HT .
�μ¸±μ²Ó±Ê ´ Î ²Ó´μ¥ §´ Î¥´¨¥ ¡ ·¨μ´´μ°  ¸¨³³¥É·¨ μ¡ÒÎ´μ ¡¥·¥É¸Ö

· ¢´Ò³ ´Ê²Õ, Éμ, ¸μ£² ¸´μ Ê· ¢´¥´¨Õ (4.41), ´Ê¦´μ ¶μ²μ¦¨ÉÓ ξB(tin) = 0.
� ¶μ³´¨³, ÎÉμ (4.41) ¸¶· ¢¥¤²¨¢μ ¢ ¸²ÊÎ ¥ ´μ·³ ²Ó´μ£μ ¤¨¸¶¥·¸¨μ´´μ£μ ¸μ-
μÉ´μÏ¥´¨Ö E = p (¢ ¡¥§³ ¸¸μ¢μ³ ¸²ÊÎ ¥) ± ± ¤²Ö ±¢ ·±μ¢, É ± ¨ ¤²Ö  ´É¨-
±¢ ·±μ¢.

‚ É¥μ·¨¨ ¸ ² £· ´¦¨ ´μ³ (4.11) ¨ Ê· ¢´¥´¨¥³ „¨· ±  (4.13) ¤¨¸¶¥·¸¨-
μ´´μ¥ ¸μμÉ´μÏ¥´¨¥ ³¥´Ö¥É¸Ö ´  (4.42), ¨ ¸¢Ö§Ó ³¥¦¤Ê nB ¨ ξB ¤ ¥É¸Ö (4.43).
’¥¶¥·Ó Ê· ¢´¥´¨¥ (4.19) ¨´É¥£·¨·Ê¥É¸Ö ± ±

f2

[
θ̇(t)

T 3(t)
− θ̇(tin)

T 3
in

]
= −gSBQ

6

[
ξB(t) − ξB(tin) +

θ̇(t)
3T

− θ̇(tin)
3Tin

]
. (4.45)

…¸²¨ ¨§´ Î ²Ó´μ nB = 0, Éμ ξB(tin) = −θ̇in/(3Tin).
‚ ¶¸¥¢¤μ£μ²¤¸ÉμÊ´μ¢¸±μ³ ¸²ÊÎ ¥, ±μ£¤  U(θ) �= 0, Ê· ¢´¥´¨Ö ¤¢¨¦¥´¨Ö

(4.15) ¨²¨ (4.19) ´¥ ³μ£ÊÉ ¡ÒÉÓ É ± ²¥£±μ ¶·μ¨´É¥£·¨·μ¢ ´Ò, ´μ ¢ É¥¶²μ-
¢μ³ · ¢´μ¢¥¸¨¨ ¸¨¸É¥³  Ê· ¢´¥´¨°, ¸μ¤¥·¦ Ð Ö θ(t) ¨ ξB(t), ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ
¸¢¥¤¥´  ± μ¡Ò±´μ¢¥´´Ò³ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´Ò³ Ê· ¢´¥´¨Ö³, ±μÉμ·Ò¥ ²¥£±μ ·¥-
Ï ÕÉ¸Ö Î¨¸²¥´´μ. ‚´¥ · ¢´μ¢¥¸¨Ö ´Ê¦´μ ·¥Ï ÉÓ §´ Î¨É¥²Ó´μ ¡μ²¥¥ ¸²μ¦´ÊÕ
¸¨¸É¥³Ê μ¡Ò±´μ¢¥´´ÒÌ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° ¤¢¨¦¥´¨Ö ¤²Ö θ(t) ¨
¨´É¥£·μ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ¥ ±¨´¥É¨Î¥¸±μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥.

‚¥·μÖÉ´μ¸ÉÓ ²Õ¡μ° ·¥ ±Í¨¨ ³¥¦¤Ê Î ¸É¨Í ³¨ ¢ ±¢ ´Éμ¢μ° É¥μ·¨¨ ¶μ²Ö
μ¶·¥¤¥²Ö¥É¸Ö  ³¶²¨ÉÊ¤μ° ¶¥·¥Ìμ¤  ¨§ ´ Î ²Ó´μ£μ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö |in〉 ¢ ±μ´¥Î-
´μ¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ |fin〉. ‚ ´¨§Ï¥³ ¶μ·Ö¤±¥ É¥μ·¨¨ ¢μ§³ÊÐ¥´¨°  ³¶²¨ÉÊ¤  ¶¥-
·¥Ìμ¤  ¤ ¥É¸Ö ¨´É¥£· ²μ³ μÉ ³ É·¨Î´μ£μ Ô²¥³¥´É  ¶²μÉ´μ¸É¨ ² £· ´¦¨ ´ 
³¥¦¤Ê ÔÉ¨³¨ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö³¨, ¶·μ¨´É¥£·¨·μ¢ ´´μ£μ ¶μ 4-³¥·´μ³Ê ¶·μ¸É· ´¸É¢Ê
d4x. �¡ÒÎ´μ ±¢ ´Éμ¢Ò¥ ¶μ²¥¢Ò¥ μ¶¥· Éμ·Ò · ¸±² ¤Ò¢ ÕÉ¸Ö ´  μ¶¥· Éμ·Ò
·μ¦¤¥´¨Ö-Ê´¨ÎÉμ¦¥´¨Ö ¸ ¶²μ¸±μ¢μ²´μ¢Ò³¨ ±μÔËË¨Í¨¥´É ³¨ ± ±

ψ(t,x) =
∫

d3q

2E (2π)3
[
a(q) e−iqx + b†(q) eiqx

]
, (4.46)
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£¤¥ a, b ¨ ¸μ¶·Ö¦¥´´Ò¥ ± ´¨³ Ö¢²ÖÕÉ¸Ö μ¶¥· Éμ· ³¨ Ê´¨ÎÉμ¦¥´¨Ö (·μ¦¤¥´¨Ö)
¸¶¨´μ·´ÒÌ Î ¸É¨Í ¨  ´É¨Î ¸É¨Í,   qx = Et − qx.

…¸²¨  ³¶²¨ÉÊ¤  ¶·μÍ¥¸¸  Ö¢²Ö¥É¸Ö ´¥ § ¢¨¸ÖÐ¥° μÉ ¢·¥³¥´¨, Éμ ¨´É¥-
£·¨·μ¢ ´¨¥ ¶μ dt d3x ¶·μ¨§¢¥¤¥´¨Ö Ô±¸¶μ´¥´É ¸ iqx ¢ ¡¥¸±μ´¥Î´ÒÌ ¶·¥¤¥² Ì
¶·¨¢μ¤¨É ± ¸μÌ· ´¥´¨Õ Ô´¥·£¨¨ ¨³¶Ê²Ó¸ :∫

dt d3x e−i(Ein−Efin)t+i(Pin−Pfin)x = (2π)4δ(Ein − Efin) δ((Pin − Pfin), (4.47)

£¤¥ Ein, Efin, Pin, ¨ Pfin Å ¶μ²´Ò¥ Ô´¥·£¨¨ ¨ 3-¨³¶Ê²Ó¸Ò ´ Î ²Ó´μ£μ ¨
±μ´¥Î´μ£μ ¸μ¸ÉμÖ´¨° ¸μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ. Š¢ ¤· É  ³¶²¨ÉÊ¤Ò ¸μ¤¥·¦¨É ¤¥²ÓÉ -
ËÊ´±Í¨¨ μÉ ´Ê²Ö, ±μÉμ·Ò¥ ¨´É¥·¶·¥É¨·ÊÕÉ¸Ö ± ± ¶μ²´μ¥ ¢·¥³Ö ¤²¨É¥²Ó´μ¸É¨
¶·μÍ¥¸¸  tmax ¨ ± ± ¶μ²´Ò° ¶·μ¸É· ´¸É¢¥´´Ò° μ¡Ñ¥³ V . ‚¥·μÖÉ´μ¸ÉÓ ¶·μ-
Í¥¸¸  ¤ ¥É¸Ö ¨´É¥£· ²μ³ ¸Éμ²±´μ¢¥´¨°, ´μ·³¨·μ¢ ´´Ò³ ´  ¥¤¨´¨ÍÊ ¢·¥³¥´¨
¨ μ¡Ñ¥³ , ¶μÔÉμ³Ê ¥¥ ´Ê¦´μ · §¤¥²¨ÉÓ ´  V ¨ tmax.

�¢μ²ÕÍ¨Ö ¢μ ¢·¥³¥´¨ ËÊ´±Í¨¨ · ¸¶·¥¤¥²¥´¨Ö Î ¸É¨ÍÒ i-£μ É¨¶ , fi(t, p),
¢ ¶·μ¨§¢μ²Ó´μ³ ¶·μÍ¥¸¸¥ i + Y ↔ Z ´  ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±μ³ FRW-Ëμ´¥ ¤ ¥É¸Ö
Ê· ¢´¥´¨¥³

dfi

dt
= (∂t − H pi∂pi)fi = Icoll

i (4.48)

¸ ¨´É¥£· ²μ³ ¸Éμ²±´μ¢¥´¨°

Icoll
i =

(2π)4

2Ei

∑
Z,Y

∫
dνZ dνY δ4(pi + pY − pZ)×

×
[
|A(Z → i + Y )|2

∏
Z

f
∏
i+Y

(1 ± f) − |A(i + Y →Z)|2fi

∏
Y

f
∏
Z

(1 ± f)

]
,

(4.49)

£¤¥ Y ¨ Z Å ¶·μ¨§¢μ²Ó´Ò¥, μ¡ÒÎ´μ ³´μ£μÎ ¸É¨Î´Ò¥, ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö. A(a → b)

Ö¢²Ö¥É¸Ö  ³¶²¨ÉÊ¤μ° ¶¥·¥Ìμ¤  ¨§ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö a ¢ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ b,

(∏
Y

f

)
¥¸ÉÓ

¶·μ¨§¢¥¤¥´¨¥ ËÊ´±Í¨° · ¸¶·¥¤¥²¥´¨Ö Î ¸É¨Í ¢ Ë §μ¢μ³ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥, μ¡· -
§ÊÕÐ¨Ì ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ Y , ¨

dνY =
∏
Y

dp ≡
∏
Y

d3p

(2π)32E
. (4.50)

‡´ ±¨ + ¨²¨ − ¢
∏

(1 ± f) ¢Ò¡¨· ÕÉ¸Ö ¤²Ö ¡μ§μ´μ¢ ¨ Ë¥·³¨μ´μ¢ ¸μμÉ-
¢¥É¸É¢¥´´μ. ŒÒ ¶·¥´¥¡·¥£ ¥³ ÔËË¥±É ³¨ ±·¨¢¨§´Ò ¶·μ¸É· ´¸É¢ -¢·¥³¥´¨ ¢
¨´É¥£· ²¥ ¸Éμ²±´μ¢¥´¨°, ÎÉμ μ¡ÒÎ´μ Ö¢²Ö¥É¸Ö Ìμ·μÏ¨³ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¥³.
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� ¸ ¨´É¥·¥¸Ê¥É Ô¢μ²ÕÍ¨Ö ¶²μÉ´μ¸É¨ ¡ ·¨μ´´μ£μ Î¨¸² , É. ¥. ¢·¥³¥´´μ°
±μ³¶μ´¥´ÉÒ ¡ ·¨μ´´μ£μ Éμ±  Jμ: nB ≡ J t. ‚¸²¥¤¸É¢¨¥ ±¢ ·±-²¥¶Éμ´´ÒÌ
¶¥·¥Ìμ¤μ¢ Éμ± ´¥ ¸μÌ· ´Ö¥É¸Ö ¨ ¥£μ ¤¨¢¥·£¥´Í¨Ö ¤ ¥É¸Ö Ê· ¢´¥´¨¥³ (4.16).
�´ ²μ£¨Î´μ¥ ¢Ò· ¦¥´¨¥ ¡Ê¤¥É ¸¶· ¢¥¤²¨¢μ ¨ ¢ É¥·³¨´ Ì ¶μ²Ö Q2, ´μ ¡¥§
Ë ±Éμ·  exp (−iθ). ‘´ Î ²  · ¸¸³μÉ·¨³ ¶μ¸²¥¤´¨° ¸²ÊÎ °, ±μ£¤  ¢§ ¨³μ-
¤¥°¸É¢¨¥ μ¶¨¸Ò¢ ¥É¸Ö ² £· ´¦¨ ´μ³ (4.11), ¸μ¤¥·¦ Ð¨³ ¶·μ¨§¢¥¤¥´¨¥ μ¶¥-
· Éμ·μ¢ É·¥Ì ®±¢ ·±μ¢¯ ¨ μ¤´μ£μ ®²¥¶Éμ´ ¯, ¨ ¶·¨¢¥¤¥³ ¢ ± Î¥¸É¢¥ ¶·¨³¥· 
¶·μÍ¥¸¸ q1 + q2 ↔ q̄ + l.

�μ¸±μ²Ó±Ê ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨¥ ¢ ÔÉμ³ ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨¨ ´¥ § ¢¨¸¨É μÉ ¢·¥³¥´¨,
Ô´¥·£¨Ö ¸μÌ· ´Ö¥É¸Ö ¨ ¨´É¥£· ² ¸Éμ²±´μ¢¥´¨° ¨³¥¥É μ¡ÒÎ´Ò° ¢¨¤ ¸ ¸μÌ· ´Ö-
ÕÐ¨³¸Ö 4-¨³¶Ê²Ó¸μ³. �·¥¤¶μ² £ ¥É¸Ö, ÎÉμ ±¢ ·±¨ ´ Ìμ¤ÖÉ¸Ö ¢ ±¨´¥É¨Î¥¸±μ³
· ¢´μ¢¥¸¨¨, ´μ ´¥ ¢ · ¢´μ¢¥¸¨¨ ¶μ μÉ´μÏ¥´¨Õ ± ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö³ ¡¥§ ¸μÌ· -
´¥´¨Ö ¡ ·¨μ´´μ£μ Î¨¸² , É ± ÎÉμ ¨Ì ËÊ´±Í¨¨ · ¸¶·¥¤¥²¥´¨Ö ¨³¥ÕÉ ¢¨¤

fq = exp
(
−E

T
+ ξB

)
¨ fq̄ = exp

(
−E

T
− ξB

)
. (4.51)

‡¤¥¸Ó ¨ ¤ ²¥¥ ¨¸¶μ²Ó§Ê¥É¸Ö ¡μ²ÓÍ³ ´μ¢¸± Ö ¸É É¨¸É¨± . ‘μ£² ¸´μ · ¡μÉ¥ [206]
¶μ¶· ¢±¨ ”¥·³¨ μ¡ÒÎ´μ ´ Ìμ¤ÖÉ¸Ö ´  Ê·μ¢´¥ 10 %. ’ ± ± ± ¤¨¸¶¥·¸¨μ´´μ¥
¸μμÉ´μÏ¥´¨¥ ¤²Ö ±¢ ·±μ¢ ¨  ´É¨±¢ ·±μ¢ (4.42) § ¢¨¸¨É μÉ θ̇, ¡ ·¨μ´´ Ö  ¸¨³-
³¥É·¨Ö ¢ ÔÉμ³ ¸²ÊÎ ¥ ¤ ¥É¸Ö Ê· ¢´¥´¨¥³ (4.43) ¨ ±¨´¥É¨Î¥¸±μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥
¶·¨´¨³ ¥É ¢¨¤

gSBQ

6
d

dt

(
ξB +

θ̇

3T

)
= −c1ΓξB , (4.52)

£¤¥ c1 Å Î¨¸²¥´´Ò° Ë ±Éμ· ¶μ·Ö¤±  ¥¤¨´¨ÍÒ,   Γ Å ¸±μ·μ¸ÉÓ ·¥ ±Í¨° ¡¥§
¸μÌ· ´¥´¨Ö ¡ ·¨μ´μ¢. …¸²¨  ³¶²¨ÉÊ¤  É ±μ° ·¥ ±Í¨¨ ¨³¥¥É ¢¨¤, μ¶·¥¤¥²Ö¥-
³Ò° ² £· ´¦¨ ´μ³ (4.11), Éμ Γ ∼ T 5/m4

X .
„²Ö ¶μ¸ÉμÖ´´μ° ¨²¨ ³¥¤²¥´´μ ³¥´ÖÕÐ¥°¸Ö É¥³¶¥· ÉÊ·Ò · ¢´μ¢¥¸´μ¥ ·¥-

Ï¥´¨¥ ÔÉμ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö ξB = 0 ¨ ¶²μÉ´μ¸ÉÓ ¡ ·¨μ´´μ£μ Î¨¸²  (4.43) ¶·μ¶μ·-
Í¨μ´ ²Ó´  θ̇, nB = (gSBQ/18) θ̇T 2, ¸ θ̇, Ô¢μ²ÕÍ¨μ´¨·ÊÕÐ¨³ ¸μ£² ¸´μ (4.45),
± ±

θ̇ =
f2

f2 + gSBQT 2/18

(
T

Tin

)3

θ̇(tin). (4.53)

‚¨¤´μ, ÎÉμ · ¢´μ¢¥¸´μ¥ §´ Î¥´¨¥ nB ¶ ¤ ¥É ¸ ¶μ´¨¦¥´¨¥³ É¥³¶¥· ÉÊ·Ò ± ±
T 5. �¤´ ±μ ¶·¨ ³ ²ÒÌ É¥³¶¥· ÉÊ· Ì ¶·μÍ¥¸¸Ò ¸ ´¥¸μÌ· ´¥´¨¥³ ¡ ·¨μ´´μ£μ
Î¨¸²  ¢Ò±²ÕÎ ÕÉ¸Ö ¨ nB ¸É·¥³¨É¸Ö ± ¶μ¸ÉμÖ´´μ° ¢¥²¨Î¨´¥ ¢ ¸μ¶ÊÉ¸É¢ÊÕÐ¥³
μ¡Ñ¥³¥.

�·μ¢¥·¨³ É¥¶¥·Ó, ÎÉμ ¡Ê¤¥É ¶·μ¨¸Ìμ¤¨ÉÓ, ¥¸²¨ § ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ μÉ θ ¶¥·¥-
³¥¸É¨É¸Ö ¨§ ¤¨¸¶¥·¸¨μ´´μ£μ ¸μμÉ´μÏ¥´¨Ö ±¢ ·±μ¢ ¢ Î²¥´ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö
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¡¥§ ¸μÌ· ´¥´¨Ö B (4.14). ˆ´É¥£· ² ¸Éμ²±´μ¢¥´¨° (4.133) ¸μ¤¥·¦¨É ¤¥²ÓÉ -
ËÊ´±Í¨¨, μ§´ Î ÕÐ¨¥ ¸μÌ· ´¥´¨¥ Ô´¥·£¨¨ ¨ ¨³¶Ê²Ó¸ , Éμ²Ó±μ ¶·¨ μÉ¸ÊÉ¸É¢¨¨
¢´¥Ï´¥£μ ¶μ²Ö, § ¢¨¸ÖÐ¥£μ μÉ ±μμ·¤¨´ É. ‚ ´ Ï¥³ ¸²ÊÎ ¥, ±μ£¤  ±¢ ·±¨
®¦¨¢ÊÉ¯ ¢ θ(t)-¶μ²¥, ¨´É¥£· ² ¸Éμ²±´μ¢¥´¨° ´Ê¦´μ ³μ¤¨Ë¨Í¨·μ¢ ÉÓ ¸²¥¤ÊÕ-
Ð¨³ μ¡· §μ³. �μ¤ ¨´É¥£· ²μ³ (4.47) É¥¶¥·Ó ¨³¥¥É¸Ö ¤μ¶μ²´¨É¥²Ó´Ò° Ë ±Éμ·,
  ¨³¥´´μ, exp [±iθ(t)]. ‚ μ¡Ð¥³ ¸²ÊÎ ¥ É ±μ° ¨´É¥£· ² ´¥²Ó§Ö ¢ÒÎ¨¸²¨ÉÓ  ´ -
²¨É¨Î¥¸±¨, ´μ ¥¸²¨ ³μ¦´μ  ¶¶·μ±¸¨³¨·μ¢ ÉÓ θ(t) ± ± θ(t) ≈ θ̇t ¸ ¶μ¸ÉμÖ´´Ò³
¨²¨ ³¥¤²¥´´μ ³¥´ÖÕÐ¨³¸Ö θ̇, Éμ ¨´É¥£· ² ²¥£±μ ¡¥·¥É¸Ö. „²Ö ¶·μÍ¥¸¸  ¶¥-
·¥Ìμ¤  ¤¢ÊÌ ±¢ ·±μ¢ ¢  ´É¨±¢ ·± ¨ ²¥¶Éμ´, q1 + q2 ↔ q̄ + l, Ê¸²μ¢¨¥ ¡ ² ´¸ 
Ô´¥·£¨¨, ´ ² £ ¥³μ¥ ¤¥²ÓÉ -ËÊ´±Í¨¥°, ¶·¨³¥É ¢¨¤ δ(Eq1 +Eq2 −Eq̄ −El − θ̇).
„·Ê£¨³¨ ¸²μ¢ ³¨, Ô´¥·£¨Ö ´¥ ¸μÌ· ´Ö¥É¸Ö ¨§-§  ¤¥°¸É¢¨Ö ¢´¥Ï´¥£μ ¶μ²Ö θ(t).
�·¨¡²¨¦¥´¨¥ ²¨´¥°´μ° Ô¢μ²ÕÍ¨¨ θ ¸μ ¢·¥³¥´¥³ ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ ¸¶· ¢¥¤²¨¢Ò³,
¥¸²¨ ·¥ ±Í¨¨ Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ¡Ò¸É·Ò³¨ ¶μ ¸· ¢´¥´¨Õ ¸μ ¸±μ·μ¸ÉÓÕ ¨§³¥´¥´¨Ö θ.

�μ¶ÊÉ´μ § ³¥É¨³, ÎÉμ ¶·¨ ´¥´Ê²¥¢μ³ θ(t) ´¥¸μÌ· ´¥´¨¥ Éμ±  (4.16)
¢ ¶·¨´Í¨¶¥ ³μ¦¥É ¢Ò§Ò¢ ÉÓ ¡ ·¨μ£¥´¥§¨¸, ¶μ¸±μ²Ó±Ê ¨§-§  ¸²μ¦´μ¸É¨ ±μ-
ÔËË¨Í¨¥´Éμ¢ ´ ·ÊÏ ¥É¸Ö ´¥ Éμ²Ó±μ ¸μÌ· ´¥´¨¥ ¡ ·¨μ´´μ£μ Î¨¸² , ´μ ¨ ‘�.
�¤´ ±μ ¢ ÔÉμ° Î ¸É´μ° ³μ¤¥²¨ ¡ ·¨μ´´ Ö  ¸¨³³¥É·¨Ö ´¥ ¡Ê¤¥É ¸μ§¤ ´ . �É 
³μ¤¥²Ó ¢¥¸Ó³  ¶μÌμ¦  ´  ³μ¤¥²Ó £¥´¥· Í¨¨ ¡ ·¨μ´´μ°  ¸¨³³¥É·¨¨ ¢ · ¸¶ ¤ Ì
ÉÖ¦¥²ÒÌ Î ¸É¨Í É ±¨Ì, ± ±, ´ ¶·¨³¥·, ¡ ·¨μ¸¨´É¥§ É¥μ·¨° ‚¥²¨±μ£μ μ¡Ñ¥¤¨-
´¥´¨Ö. �¤´ ±μ, ± ± ÊÉ¢¥·¦¤ ¥É¸Ö, ´ ¶·¨³¥·, ¢ · ¡μÉ Ì [26,28] ¤²Ö £¥´¥· Í¨¨
 ¸¨³³¥É·¨¨ É·¥¡Ê¥É¸Ö ´¥ ³¥´¥¥ É·¥Ì · §´ÒÌ ± ´ ²μ¢ ¡ ·¨μ´¥¸μÌ· ´ÖÕÐ¨Ì
·¥ ±Í¨°. ’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¤²Ö  ±É¨¢ Í¨¨ ÔÉμ£μ ³¥Ì ´¨§³  ¢ ³μ¤¥²Ó ´Ê¦´μ
¤μ¡ ¢¨ÉÓ ´¥±μÉμ·Ò¥ ¤μ¶μ²´¨É¥²Ó´Ò¥ ¶μ²Ö.

‚¥·´Ê¢Ï¨¸Ó ± ´ Ï¥³Ê ¸²ÊÎ Õ, ³μ¦´μ Ê¢¨¤¥ÉÓ, ÎÉμ ¨´É¥£· ² ¸Éμ²±´μ¢¥-
´¨° ¡¥·¥É¸Ö ¶μ 3-¨³¶Ê²Ó¸Ê · ¸¸³ É·¨¢ ¥³μ° Î ¸É¨ÍÒ (É. ¥. Î ¸É¨ÍÒ i ¢ Ê· ¢-
´¥´¨¨ (4.133)). „²Ö ·¥ ±Í¨¨ q1 + q2 → l + q̄ ¶μ²ÊÎ¨³

ṅB + 3HnB ∼
∫

dτlq̄ dτq1q2 |A|2δ(Eq1 + Eq2 − El − Eq̄ − θ̇)×

× δ(Pin − Pfin) e−Ein/T
(
eξL−ξB+θ̇/T − e2ξB

)
, (4.54)

£¤¥ dτl,q̄ = d3pl d
3pq̄/[4ElEq̄(2π)6]. ŒÒ ¸Î¨É ¥³, ÎÉμ ¢¸¥ ÊÎ ¸É¢ÊÕÐ¨¥ Î -

¸É¨ÍÒ ´ Ìμ¤ÖÉ¸Ö ¢ ±¨´¥É¨Î¥¸±μ³ · ¢´μ¢¥¸¨¨, É. ¥. ¨Ì ËÊ´±Í¨¨ · ¸¶·¥¤¥²¥´¨Ö
¨³¥ÕÉ Ëμ·³Ê (4.51). ‚ ¢Ò· ¦¥´¨¨ (4.54) ξB ¨ ξL μ¡μ§´ Î ÕÉ ¡ ·¨μ´´Ò°
¨ ²¥¶Éμ´´Ò° Ì¨³¨Î¥¸±¨° ¶μÉ¥´Í¨ ²Ò ¸μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ. �·¥¤¶μ²μ¦¥´¨¥ ±¨-
´¥É¨Î¥¸±μ£μ · ¢´μ¢¥¸¨Ö Ìμ·μÏμ μ¶· ¢¤ ´μ, ¶μ¸±μ²Ó±Ê μ´μ μ¡¥¸¶¥Î¨¢ ¥É¸Ö
ÔËË¥±É¨¢´Ò³ Ê¶·Ê£¨³ · ¸¸¥Ö´¨¥³. „·Ê£μ¥ ´¥Ö¢´μ¥ ¶·¥¤¶μ²μ¦¥´¨¥ Å μ¡ÒÎ-
´μ¥ · ¢´μ¢¥¸´μ¥ ¸μμÉ´μÏ¥´¨¥ ³¥¦¤Ê Ì¨³¨Î¥¸±¨³¨ ¶μÉ¥´Í¨ ² ³¨ Î ¸É¨Í ¨
 ´É¨Î ¸É¨Í, μ̄ = −μ, ´ ² £ ¥³μ¥, ´ ¶·¨³¥·, ¡Ò¸É·μ°  ´´¨£¨²ÖÍ¨¥° ±¢ ·±-
 ´É¨±¢ ·±μ¢ÒÌ ¨²¨ ²¥¶Éμ´- ´É¨²¥¶Éμ´´ÒÌ ¶ · ¢ ¤¢  ¨ É·¨ ËμÉμ´ . ‚ ²Õ¡μ³
¸²ÊÎ ¥ ¶·¥¤¶μ²μ¦¥´¨¥ ±¨´¥É¨Î¥¸±μ£μ · ¢´μ¢¥¸¨Ö Ö¢²Ö¥É¸Ö μ¤´¨³ ¨§ ±· ¥-
Ê£μ²Ó´ÒÌ ± ³´¥° ¸¶μ´É ´´μ£μ ¡ ·¨μ£¥´¥§¨¸ .
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‘μÌ· ´¥´¨¥ (B+L) ¶μ¤· §Ê³¥¢ ¥É ¸²¥¤ÊÕÐ¥¥ ¸μμÉ´μÏ¥´¨¥: ξL = −ξB/3.
ˆ³¥Ö ¥£μ ¢ ¢¨¤Ê, ´ Ìμ¤¨³

ṅB + 3HnB ≈ −
(
1 − eθ̇/T−3ξB+ξL

)
I ≈

(
θ̇

T
− 10

3
ξB

)
I, (4.55)

£¤¥ ¶·¥¤¶μ² £ ¥É¸Ö, ÎÉμ ξB ¨ θ̇/T ³ ²Ò. ‚ ·¥²ÖÉ¨¢¨¸É¸±μ° ¶² §³¥ ¸ É¥³¶¥-
· ÉÊ·μ° T Ë ±Éμ· I , ¢μ§´¨± ÕÐ¨° ¨§ ¨´É¥£· ²  ¸Éμ²±´μ¢¥´¨°, μÍ¥´¨¢ ¥É¸Ö
± ± I = T 8/m4, £¤¥ m Å Î¨¸²μ¢ Ö ¶μ¸ÉμÖ´´ Ö ¸ · §³¥·´μ¸ÉÓÕ ³ ¸¸Ò. �´ 
μÉ²¨Î ¥É¸Ö μÉ mX , ¢¢¥¤¥´´μ° ¢ (4.9), ´  Î¨¸²μ¢μ° ±μÔËË¨Í¨¥´É.

„²Ö ¡μ²ÓÏμ£μ Ë ±Éμ·  I · ¢´μ¢¥¸´μ¥ ·¥Ï¥´¨¥ ¡Ê¤¥É

ξB =
3
10

θ̇

T
, (4.56)

É ± ÎÉμ θ̇ ¸ ÉμÎ´μ¸ÉÓÕ ¤μ Î¨¸²μ¢μ£μ Ë ±Éμ·  Ö¢²Ö¥É¸Ö ¡ ·¨μ´´Ò³ Ì¨³¨Î¥-
¸±¨³ ¶μÉ¥´Í¨ ²μ³, ± ± ÔÉμ μ¡ÒÎ´μ ¶·¥¤¶μ² £ ¥É¸Ö ¢ ¸Í¥´ ·¨¨ ¸¶μ´É ´´μ£μ
¡ ·¨μ¸¨´É¥§ . ‡´ Î¥´¨¥ ±μÔËË¨Í¨¥´É  c = 3/10 ¢ (4.56) ³μ¦¥É μÉ²¨Î ÉÓ¸Ö
¤²Ö ¤·Ê£¨Ì É¨¶μ¢ ·¥ ±Í¨° ¸ ´¥¸μÌ· ´¥´¨¥³ ¡ ·¨μ´´μ£μ Î¨¸² , ´ ¶·¨³¥·, ¤²Ö
·¥ ±Í¨¨ 3q ↔ 3q̄ ³μ¦´μ ´ °É¨, ÎÉμ c = 1/6. � ¶μ³´¨³, ÎÉμ ¤²Ö ¤¨¸¶¥·¸¨-
μ´´μ£μ ¸μμÉ´μÏ¥´¨Ö (4.42) ¡ ·¨μ´´Ò° Ì¨³¨Î¥¸±¨° ¶μÉ¥´Í¨ ² ´¥ ¶·μ¶μ·Í¨-
μ´ ²¥´ θ̇(t), ´μ · ¢¥´ ´Ê²Õ (¸³. (4.52) ¨ ±μ³³¥´É ·¨¨ ´¨¦¥).

4.1.4. �¥· ¢´μ¢¥¸´ Ö £¥´¥· Í¨Ö ¡ ·¨μ´´μ°  ¸¨³³¥É·¨¨ ¢ Î¨¸Éμ £μ²¤-
¸ÉμÊ´μ¢¸±μ³ ¸²ÊÎ ¥. Š ± ¡Ò²μ ¶μ± § ´μ, · ¢´μ¢¥¸´μ¥ §´ Î¥´¨¥ ¡ ·¨μ´´μ°
 ¸¨³³¥É·¨¨ ¢ ¸μ¶ÊÉ¸É¢ÊÕÐ¥³ μ¡Ñ¥³¥ ¶ ¤ ¥É ± ± T 2. �μÔÉμ³Ê ¤²Ö ÔËË¥±-
É¨¢´μ° £¥´¥· Í¨¨  ¸¨³³¥É·¨¨ ·¥ ±Í¨¨ ¸ ´¥¸μÌ· ´¥´¨¥³ ¡ ·¨μ´´μ£μ Î¨¸² 
¤μ²¦´Ò ¢ÒÌμ¤¨ÉÓ ¨§ · ¢´μ¢¥¸¨Ö ¶·¨ ¤μ¸É ÉμÎ´μ ¢Ò¸μ±¨Ì É¥³¶¥· ÉÊ· Ì. �¨¦¥
³Ò μÍ¥´¨³  ¸¨³¶ÉμÉ¨Î¥¸±μ¥ §´ Î¥´¨¥ ¡ ·¨μ´´μ°  ¸¨³³¥É·¨¨.

� ¸¸³μÉ·¨³ ¸´ Î ²  ¸²ÊÎ °, ±μ£¤  ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±μ¥ · ¸Ï¨·¥´¨¥ Ö¢²Ö¥É¸Ö
μÎ¥´Ó ³¥¤²¥´´Ò³,   É¥³¶¥· ÉÊ·Ê ³μ¦´μ ¸Î¨É ÉÓ ¶μ¸ÉμÖ´´μ° ¨²¨, ²ÊÎÏ¥ ¸± -
§ ÉÓ,  ¤¨ ¡ É¨Î¥¸±¨ Ê³¥´ÓÏ ÕÐ¥°¸Ö. ‘μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨¥ Ê· ¢´¥´¨Ö ¢ ÔÉμ³
¶·¥¤¥²¥ ³μ£ÊÉ ¡ÒÉÓ ·¥Ï¥´Ò  ´ ²¨É¨Î¥¸±¨ ¨ ¶μ§¢μ²ÖÕÉ ²ÊÎÏ¥ ¶μ´ÖÉÓ ¶·μ-
¡²¥³Ê. �·¨ ¶μ¸ÉμÖ´´μ³ T · ¢´μ¢¥¸¨¥ ¡Ê¤¥É ¢ ¨Éμ£¥ ¤μ¸É¨£´ÊÉμ, ¥¸²¨ ¢·¥³Ö
¤μ¸É ÉμÎ´μ ¢¥²¨±μ ¨ ¡ ·¨μ´´Ò° Ì¨³¨Î¥¸±¨° ¶μÉ¥´Í¨ ²  ¸¨³¶ÉμÉ¨Î¥¸±¨ ¤¥°-
¸É¢¨É¥²Ó´μ ¶·μ¶μ·Í¨μ´ ²¥´ θ̇(t). �¤´ ±μ ¸²¥¤Ê¥É ¶μ³´¨ÉÓ, ÎÉμ ÔÉμ ¢¥·´μ
¢ ¸²ÊÎ ¥, ±μ£¤  θ(t) ¢Ìμ¤¨É ¢ Î²¥´ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö,   ´¥ ¢ ¤¨¸¶¥·¸¨μ´´μ¥
¸μμÉ´μÏ¥´¨¥ ±¢ ·±μ¢. �´ ²μ£¨Î´ Ö ¸¨ÉÊ Í¨Ö ·¥ ²¨§Ê¥É¸Ö ¢ ±μ¸³μ²μ£¨¨ ¸
Ê³¥´ÓÏ¥´¨¥³ É¥³¶¥· ÉÊ·Ò ±μ¸³¨Î¥¸±μ° ¶² §³Ò, ´μ ¨´É¥·¥¸´μ, ÎÉμ ¢¥²¨-
Î¨´  ¶μ²ÊÎ¥´´μ° ¡ ·¨μ´´μ°  ¸¨³³¥É·¨¨ Ö¢²Ö¥É¸Ö ´¥³μ´μÉμ´´μ° ËÊ´±Í¨¥°
¨´É¥´¸¨¢´μ¸É¨ ´¥¸μÌ· ´¥´¨Ö ¡ ·¨μ´´μ£μ Î¨¸² . �·¨ μÎ¥´Ó ¸¨²Ó´μ³ ¨ μÎ¥´Ó
¸² ¡μ³ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨¨  ¸¨³³¥É·¨Ö ¸É·¥³¨É¸Ö ± ´Ê²Õ, ¨ ´ ¨²ÊÎÏ¨¥ Ê¸²μ¢¨Ö
¤²Ö ¡ ·¨μ£¥´¥§¨¸  ·¥ ²¨§ÊÕÉ¸Ö ¢ ¶·μ³¥¦ÊÉμÎ´μ³ ¸²ÊÎ ¥.
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ˆ¸¶μ²Ó§ÊÖ ¢Ò· ¦¥´¨Ö (4.41), (4.44) ¨ (4.55), ¶μ²ÊÎ ¥³ Ê· ¢´¥´¨¥

ξ̇B = γ

[
θ̇in

T
− ξB

(
10
3

+
CBT 2

f2

)]
, (4.57)

±μÉμ·μ¥ ¨³¥¥É ·¥Ï¥´¨¥

ξB(t) =
θ̇in

Tκ

[
1 − e−κγ(t−tin)

]
, (4.58)

£¤¥ CB = gSBQ/18, γ = T 5/(CBm4), κ = 10/3 + CBT 2/f2. ‡¤¥¸Ó tin Å
´ Î ²Ó´μ¥ §´ Î¥´¨¥ ¢·¥³¥´¨, ¶·¨ ±μÉμ·μ³ ξB(tin) = 0, ¨ θ̇in = θ̇(tin).

�·μ¨§¢μ¤´ Ö ¶μ ¢·¥³¥´¨ μÉ £μ²¤¸ÉμÊ´μ¢¸±μ£μ ¶μ²Ö Ô¢μ²ÕÍ¨μ´¨·Ê¥É ± ±

θ̇(t) = θ̇in

[
1 − CBT 2

f2κ

(
1 − e−κγ(t−tin)

)]
. (4.59)

�·¨  ¸¨³¶ÉμÉ¨Î¥¸±¨ ¡μ²ÓÏ¨Ì ¢·¥³¥´ Ì θ̇(t) ¶ ¤ ¥É ¶μ μÉ´μÏ¥´¨Õ ± ¥£μ ´ -
Î ²Ó´μ³Ê §´ Î¥´¨Õ,   ¡ ·¨μ´´Ò° Ì¨³¨Î¥¸±¨° ¶μÉ¥´Í¨ ² Ô±¸¶μ´¥´Í¨ ²Ó´μ
¸É·¥³¨É¸Ö ± ξB → θ̇in/(κT ), ± ± ¨ μ¦¨¤ ¥É¸Ö ¢ ¸Í¥´ ·¨¨ ‘	ƒ.

Š ± ¸²¥¤Ê¥É ¨§ Ê· ¢´¥´¨Ö (4.59), θ̇ ¸É·¥³¨É¸Ö ± ¶μ¸ÉμÖ´´μ³Ê §´ Î¥´¨Õ
¶·¨ ¡μ²ÓÏ¨Ì t, μ¤´ ±μ ´  ¢·¥³¥´ Ì, ¡²¨§±¨Ì ± ´ Î ²Ó´μ³Ê, ¢Éμ· Ö ¶·μ¨§¢μ¤-
´ Ö ¶μ ¢·¥³¥´¨ θ̈ ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ ´¥¶·¥´¥¡·¥¦¨³μ°:

θ̈ = − θ̇inCBT 2γ

f2
e−κγ(t−tin). (4.60)

ˆ§³¥´¥´¨¥ θ̇ ¸μ ¢·¥³¥´¥³ ¡Ê¤¥É · ¸¸³μÉ·¥´μ ´¨¦¥.
‚¥·´¥³¸Ö É¥¶¥·Ó ± ¡μ²¥¥ ·¥ ²¨¸É¨Î´μ° ±μ¸³μ²μ£¨¨, ±μ£¤  É¥³¶¥· ÉÊ· 

¶ ¤ ¥É ¸μ£² ¸´μ § ±μ´Ê

Ṫ = −HT (4.61)

¸ ¶ · ³¥É·μ³ • ¡¡² , · ¢´Ò³

H =
(

8π3g∗
90

)1/2
T 2

MPl
≡ G∗

T 2

MPl
, (4.62)

£¤¥ MPl = 1,2 · 1019 ƒÔ‚ Å ³ ¸¸  �² ´± ; g∗ Å Î¨¸²μ É¨¶μ¢ Î ¸É¨Í ¢ ¶¥·-
¢¨Î´μ° ·¥²ÖÉ¨¢¨¸É¸±μ° ¶² §³¥. ‚ ¨´É¥·¥¸ÊÕÐ¥³ ´ ¸ É¥³¶¥· ÉÊ·´μ³ ·¥¦¨³¥
g∗ ∼ 100.

’¥¶¥·Ó θ̇(t) ¢Ò· ¦ ¥É¸Ö Î¥·¥§ ξB(t) ¢ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¨ ¸ (4.44), ¨ ¢³¥-
¸Éμ (4.57) ¶μ²ÊÎ ¥³

ξ̇B = γ

(
θ̇inT

2

T 3
in

− κξB

)
. (4.63)
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�Éμ Ê· ¢´¥´¨¥ Ê¤μ¡´¥¥ ·¥Ï ÉÓ, ¥¸²¨ ¸¤¥² ÉÓ § ³¥´Ê ¶¥·¥³¥´´μ° dt =
−dT/(HT ) ¨ ¢¢¥¸É¨ ¡¥§· §³¥·´ÊÕ μ¡· É´ÊÕ É¥³¶¥· ÉÊ·Ê η = Tin/T . ’μ-
£¤  ¡ ·¨μ´´Ò° Ì¨³¨Î¥¸±¨° ¶μÉ¥´Í¨ ², ± ± ËÊ´±Í¨Ö η = Tin/T , ³¥´Ö¥É¸Ö
± ±

ξB(η) = K

η∫
1

dη′

(η′)6
exp

⎡⎣−N

η∫
η′

dη′′

(η′′)4

(
10
3

+
CBT 2

in

f2η′′2

)⎤⎦ , (4.64)

£¤¥ K = θ̇inMPlT
2
in/(CBm4G∗), N = MPlT

3
in/(CBm4G∗). …¸²¨ K 
 1, ÎÉμ

¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É · ¢´μ¢¥¸´μ³Ê ¸²ÊÎ Õ, ¨´É¥£· ² ³μ¦´μ μÍ¥´¨ÉÓ ¸ ÉμÎ´μ¸ÉÓÕ ¤μ
Î²¥´μ¢ ¶μ·Ö¤±  1/K . ’μ£¤  ´ Ìμ¤¨³

ξeq
B (η) =

(θ̇in/Tin)
(10η2/3) + (CBT 2

in)/f2
. (4.65)

�ÉμÉ ·¥§Ê²ÓÉ É ¸μ¢¶ ¤ ¥É, ± ± ¨ μ¦¨¤ ²μ¸Ó, ¸ · ¢´μ¢¥¸´Ò³ ·¥Ï¥´¨¥³ Ê· ¢-
´¥´¨Ö (4.63): ξB = θ̇in T 2/(T 3

inκ). ‡ ³¥É¨³, ÎÉμ ¢ · ¢´μ¢¥¸¨¨ ¨ ξB , ¨ θ̇/T
¶ ¤ ÕÉ ± ± T 2 ¸ Ê³¥´ÓÏ¥´¨¥³ É¥³¶¥· ÉÊ·Ò.

�μ²¥§´μ · ¸¸³μÉ·¥ÉÓ ¤·Ê£ÊÕ ³μ¤¥²Ó c ´¥¸μÌ· ´¥´¨¥³ ¡ ·¨μ´´μ£μ Î¨¸² 
Î¥·¥§ ±¢ ·±- ´É¨±¢ ·±μ¢Ò° ¶¥·¥Ìμ¤ 2Q ↔ 2Q̄. „²Ö ·¥ ²¨¸É¨Î´ÒÌ ±¢ ·±μ¢
É ±μ° ¶·μÍ¥¸¸ § ¶·¥Ð¥´, ´μ ¶·μÍ¥¸¸ 3q ↔ 3q̄ · §·¥Ï¥´, ´ ¶·¨³¥·, ¢ SO(10)-
³μ¤¥²¨ ‚¥²¨±μ£μ μ¡Ñ¥¤¨´¥´¨Ö. �¤´ ±μ ¤²Ö ¶·μ¸ÉμÉÒ μ£· ´¨Î¨³¸Ö ¶¥·¢Ò³
¸²ÊÎ ¥³. Š¨´¥É¨Î¥¸±μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥ (4.55) ¶·¨´¨³ ¥É ¢¨¤

ṅB =

(
θ̇

T
− 4ξB

)
T 8

m4
, (4.66)

¨ ¢ · ¢´μ¢¥¸¨¨ ¶μ μÉ´μÏ¥´¨Õ ± ¶·μÍ¥¸¸Ê 2Q ↔ 2Q̄ ¡ ·¨μ´´Ò° Ì¨³¨Î¥¸±¨°
¶μÉ¥´Í¨ ² ¸É·¥³¨É¸Ö ± ξB → θ̇/(4T ).

� ¸¸³μÉ·¨³ É¥¶¥·Ó, ÎÉμ ¶·μ¨¸Ìμ¤¨É ¢´¥ · ¢´μ¢¥¸¨Ö. „²Ö ÔÉμ£μ ¨´É¥£· ²
¢ (4.64) ¡Ò² μ¶·¥¤¥²¥´ Î¨¸²¥´´μ ¤²Ö · §´ÒÌ §´ Î¥´¨° K ¨ CBT 2

in/f2. �¥-
§Ê²ÓÉ ÉÒ ¤²Ö ξB(η) ¨ μÉ´μÏ¥´¨Ö ξB ± · ¢´μ¢¥¸´μ³Ê §´ Î¥´¨Õ (3/10)θ̇/T ± ±
ËÊ´±Í¨¨ η = Tin/T ¶·¥¤¸É ¢²¥´Ò ´  ·¨¸. 36,   ¨ ¡ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ. Š ± ¢¨¤´μ
´  ·¨¸. 36,  , ¡ ·¨μ´´ Ö  ¸¨³³¥É·¨Ö Ö¢²Ö¥É¸Ö ´¥³μ´μÉμ´´μ° ËÊ´±Í¨¥° ¸±μ-
·μ¸É¨ ¶·μÍ¥¸¸μ¢ ¸ ´¥¸μÌ· ´¥´¨¥³ ¡ ·¨μ´´μ£μ Î¨¸² . „²Ö ¡μ²ÓÏ¨Ì ¸±μ·μ¸É¥°
(¡μ²ÓÏ¨¥ K ¨ N ) ¡ ·¨μ´´ Ö  ¸¨³³¥É·¨Ö ¡Ò¸É·μ £¥´¥·¨·Ê¥É¸Ö ¨ ¤μ¸É¨£ ¥É
¢Ò¸μ±μ° ¢¥²¨Î¨´Ò, ´μ ¶ ¤ ¥É ± ± · ¢´μ¢¥¸´ Ö, ∼ 1/η2, ¤μ ¡μ²¥¥ ´¨§±¨Ì É¥³-
¶¥· ÉÊ·. ‚ ·¥§Ê²ÓÉ É¥ ±μ´¥Î´ Ö ¡ ·¨μ´´ Ö  ¸¨³³¥É·¨Ö ³¥´ÓÏ¥ ¤²Ö ¡μ²ÓÏ¨Ì
¸±μ·μ¸É¥°. ‘ ¤·Ê£μ° ¸Éμ·μ´Ò, ¥¸²¨ ¸±μ·μ¸ÉÓ μÎ¥´Ó ³ ² , £¥´¥· Í¨Ö ¡ ·¨μ´-
´μ°  ¸¨³³¥É·¨¨ ´¥ÔËË¥±É¨¢´  ¸ ¸ ³μ£μ ´ Î ² , ¨ ¶μÔÉμ³Ê ±μ´¥Î´μ¥ §´ Î¥´¨¥
É ±¦¥ ³ ²μ. ’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¸ÊÐ¥¸É¢Ê¥É ¶·μ³¥¦ÊÉμÎ´ Ö ¢¥²¨Î¨´  ¸±μ·μ¸É¨,
¤²Ö ±μÉμ·μ° ¡ ·¨μ´´ Ö  ¸¨³³¥É·¨Ö ³ ±¸¨³ ²Ó´ .
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�¨¸. 36.  ) �¢μ²ÕÍ¨Ö ξB(η) ¸μ£² ¸´μ Ê· ¢´¥´¨Õ (4.64), ¢ ±μÉμ·μ³ CBT 2
in/(5f2) = 0,1,

¤²Ö K = N = 20 (¸¶²μÏ´ Ö ²¨´¨Ö), 5 (ÏÉ·¨Ìμ¢ Ö), 1 (¶Ê´±É¨·´ Ö) ¨ 0,3 (ÏÉ·¨Ì¶Ê´±-
É¨·´ Ö). ¡) �É´μÏ¥´¨¥ ξB(η) ± ¥£μ · ¢´μ¢¥¸´μ³Ê §´ Î¥´¨Õ ξeq

B (η), μ¶·¥¤¥²¥´´μ³Ê
¢ (4.65), ¤²Ö É¥Ì ¦¥ §´ Î¥´¨° ¶ · ³¥É·μ¢

�¨¸. 37.  ) �¢μ²ÕÍ¨Ö θ̇(η), ´μ·³¨·μ¢ ´´μ£μ ´  ¥£μ ´ Î ²Ó´μ¥ §´ Î¥´¨¥ θ̇in, ¤²Ö
CBT 2

in/(5f2) = 0,1 ¨ K = N = 20 (¸¶²μÏ´ Ö ²¨´¨Ö), 5 (ÏÉ·¨Ìμ¢ Ö), 1 (¶Ê´±É¨·´ Ö)
¨ 0,3 (ÏÉ·¨Ì¶Ê´±É¨·´ Ö). ¡) ’μ ¦¥ ¤²Ö CBT 2

in/(5f2) = 1 ¨ K = N = 50 (¸¶²μÏ´ Ö
²¨´¨Ö), 30 (ÏÉ·¨Ìμ¢ Ö), 10 (¶Ê´±É¨·´ Ö) ¨ 3 (ÏÉ·¨Ì¶Ê´±É¨·´ Ö)

ˆ§³¥´¥´¨¥ θ̇(η), ¢ÒÎ¨¸²¥´´μ¥ ¶μ Ëμ·³Ê²¥ (4.44) ¸ ξB(η), μ¶·¥¤¥²¥´´Ò³
¨§ (4.64), ¶·¥¤¸É ¢²¥´μ ´  ·¨¸. 37. Ÿ¸´μ ¢¨¤´μ, ÎÉμ ¶·μ¨§¢μ¤´ Ö θ̇ ´¥ Ö¢²Ö¥É¸Ö
¶μ¸ÉμÖ´´μ°, ´μ ¤μ¢μ²Ó´μ ¸¨²Ó´μ ³¥´Ö¥É¸Ö ± ± ËÊ´±Í¨Ö É¥³¶¥· ÉÊ·Ò ¨²¨ ¢·¥-
³¥´¨, μ¸μ¡¥´´μ ¢¡²¨§¨ ´ Î ²Ó´μ£μ ³μ³¥´É . �Éμ μ§´ Î ¥É, ÎÉμ μ¸´μ¢´μ¥ ¶·¥¤-
¶μ²μ¦¥´¨¥ ¸Í¥´ ·¨Ö ¸¶μ´É ´´μ£μ ¡ ·¨μ¸¨´É¥§  μ± §Ò¢ ¥É¸Ö ´ ·ÊÏ¥´´Ò³.

4.1.5. �¸¥¢¤μ£μ²¤¸ÉμÊ´μ¢¸±¨° ¸²ÊÎ °. …¸²¨ ¶μÉ¥´Í¨ ² U(θ) μÉ²¨Î¥´
μÉ ´Ê²Ö, Ê· ¢´¥´¨¥ ¤¢¨¦¥´¨Ö (4.19) ´¥ Ê¤ ¥É¸Ö É ± ²¥£±μ ¶·μ¨´É¥£·¨·μ¢ ÉÓ.
�ÉμÉ ¸²ÊÎ ° Ö¢²Ö¥É¸Ö ¡μ²¥¥ ÔËË¥±É¨¢´Ò³ ¤²Ö £¥´¥· Í¨¨ ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±μ° ¡ -
·¨μ´´μ°  ¸¨³³¥É·¨¨, ¶μ¸±μ²Ó±Ê ¶μ²¥ θ(t) ¥¸É¥¸É¢¥´´Ò³ μ¡· §μ³ μ¸Í¨²²¨·Ê¥É
¢μ±·Ê£ ³¨´¨³Ê³  ¶μÉ¥´Í¨ ² , ¢ Éμ ¢·¥³Ö ± ± ³¥Ì ´¨§³, ¶·¨¢μ¤ÖÐ¨° ± ´¥´Ê-
²¥¢μ³Ê θ̇, μ¸μ¡¥´´μ ¶μ¸²¥ ¨´Ë²ÖÍ¨¨, ´¥ Ö¸¥´. �μÉ¥´Í¨ ² μ¡ÒÎ´μ ¢Ò¡¨· ¥É¸Ö
¢ ¢¨¤¥

U(θ) = −f2m2
θ cos θ → f2m2

θθ
2/2, (4.67)

£¤¥ ¶μ¸²¥¤´¨° ¶¥·¥Ìμ¤ ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É · §²μ¦¥´¨Õ ±μ¸¨´Ê¸  ¢¡²¨§¨ ³¨´¨³Ê³ 
¶μÉ¥´Í¨ ² .



1258 ��	“‡�‚� ….‚., „�‹ƒ�‚ �. „.

—Éμ¡Ò ¶μ²ÊÎ¨ÉÓ § ³±´ÊÉÊÕ ¸¨¸É¥³Ê Ê· ¢´¥´¨°, μ¶¨¸Ò¢ ÕÐÊÕ Ô¢μ²ÕÍ¨Õ
θ(t) ¸ ÊÎ¥Éμ³ μ¡· É´μ° ·¥ ±Í¨¨ ·μ¦¤¥´´ÒÌ ¡ ·¨μ´μ¢, ´Ê¦´μ Ê¸·¥¤´¨ÉÓ ±¢ ´-
Éμ¢Ò° μ¶¥· Éμ· (ṅB + 3HnB) ¶μ ¸·¥¤¥. ‚ · ¡μÉ Ì [176, 199] ¡Ò²μ ¶·μ¢¥-
¤¥´μ Ê¸·¥¤´¥´¨¥ ¶μ ¢ ±ÊÊ³´μ³Ê ¸μ¸ÉμÖ´¨Õ, ÎÉμ ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É · ¸¶ ¤Ê θ(t) ¢
¸²ÊÎ ¥, ±μ£¤  μ¡· É´μ° ·¥ ±Í¨¥° Î ¸É¨Í ¢ ±μ¸³¨Î¥¸±μ° ¶² §³¥, ¢μ¸¸É ´ ¢²¨-
¢ ÕÐ¥° θ(t)-¶μ²¥, ³μ¦´μ ¶·¥´¥¡·¥ÎÓ. —Éμ¡Ò ÊÎ¥¸ÉÓ ÔÉÊ μ¡· É´ÊÕ ·¥ ±Í¨Õ,
´Ê¦´μ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ ±¨´¥É¨Î¥¸±μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥ (4.132), ¢Ò· ¦ ÕÐ¥¥ ṅB Î¥·¥§
¨´É¥£· ² ¸Éμ²±´μ¢¥´¨°, § ¢¨¸ÖÐ¨° μÉ θ(t) ¨ ξB(t). ‚ ·¥§Ê²ÓÉ É¥ ¡Ê¤¥É ¶μ²Ê-
Î¥´  ¸¨¸É¥³  μ¡Ò±´μ¢¥´´ÒÌ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ ¨ ¨´É¥£· ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨°,
¶μ²´μ¸ÉÓÕ μ¶·¥¤¥²ÖÕÐ Ö Ô¢μ²ÕÍ¨Õ θ(t) ¨ nB(t). ‡ ¤ Î  § ³¥É´μ Ê¶·μÐ ¥É¸Ö
¢ É¥¶²μ¢μ³ · ¢´μ¢¥¸¨¨, ±μ£¤  ¨´É¥£· ² ¸Éμ²±´μ¢¥´¨° ¸¢μ¤¨É¸Ö ±  ²£¥¡· ¨Î¥-
¸±μ³Ê ¸μμÉ´μÏ¥´¨Õ ³¥¦¤Ê θ(t) ¨ ξB . �¤´ ±μ ÔÉμ ¸¶· ¢¥¤²¨¢μ Éμ²Ó±μ ¢
¸²ÊÎ ¥, ±μ£¤  θ Ö¢²Ö¥É¸Ö ³¥¤²¥´´μ ³¥´ÖÕÐ¥°¸Ö ËÊ´±Í¨¥° ¢·¥³¥´¨ ¨ θ̇ ³μ¦´μ
¸Î¨É ÉÓ ¶μ¸ÉμÖ´´Ò³. …¸²¨ ÔÉμ É ±, ³Ò ¢μ§¢· Ð ¥³¸Ö ± Ê¦¥ · ¸¸³μÉ·¥´´μ°
¢ ¶·¥¤Ò¤ÊÐ¥³ · §¤¥²¥ ¸¨ÉÊ Í¨¨. �¥μ¡Ìμ¤¨³μ¸ÉÓ ÊÎ¨ÉÒ¢ ÉÓ ¨§³¥´¥´¨¥ θ(t)
É·¥¡Ê¥É ³μ¤¨Ë¨± Í¨¨ ±¨´¥É¨Î¥¸±μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö ´  ¸²ÊÎ ° ´¥¸É Í¨μ´ ·´ÒÌ
¢´¥Ï´¨Ì ¶μ²¥°, ± ± μ¡¸Ê¦¤ ¥É¸Ö ´¨¦¥.

�É³¥É¨³, ÎÉμ, ¥¸²¨ ·¥ ±Í¨¨ ¸ ´¥¸μÌ· ´¥´¨¥³ ¡ ·¨μ´μ¢ § ³μ·μ¦¥´Ò,
¶²μÉ´μ¸ÉÓ ¡ ·¨μ´´μ£μ Î¨¸²  μ¸É ¥É¸Ö ¶μ¸ÉμÖ´´μ° ¢ ¸μ¶ÊÉ¸É¢ÊÕÐ¥³ μ¡Ñ¥³¥,
É. ¥. ṅB + 3HnB = 0, É ± ÎÉμ Ô¢μ²ÕÍ¨Ö θ μ¶·¥¤¥²Ö¥É¸Ö Ê· ¢´¥´¨¥³ Š²¥°´ Ä
ƒμ·¤μ´ . ‘μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ, θ(t) ¢ É¥Î¥´¨¥ · ¢´μ¢¥¸´μ£μ ¶¥·¨μ¤  ¶·μ¸Éμ μ¸-
Í¨²²¨·Ê¥É ¢¡²¨§¨ ³¨´¨³Ê³  ¶μÉ¥´Í¨ ²  ¸  ¤¨ ¡ É¨Î¥¸±¨ Ê³¥´ÓÏ ÕÐ¥°¸Ö
 ³¶²¨ÉÊ¤μ°, ÎÉμ ¢Ò§Ò¢ ¥É¸Ö ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±¨³ · ¸Ï¨·¥´¨¥³.

‚ · ¡μÉ Ì [155, 156] ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ²¸Ö ¤·Ê£μ° ¶μ¤Ìμ¤. ’ ³ ¶·¥¤¶μ² £ ²μ¸Ó,
ÎÉμ μ¡· É´ Ö ·¥ ±Í¨Ö ·μ¦¤¥´¨Ö Î ¸É¨Í ´  Ô¢μ²ÕÍ¨Õ θ ³μ£²  ¡Ò μ¶¨¸Ò¢ ÉÓ¸Ö
¸² £ ¥³Ò³ ¸ ®É·¥´¨¥³¯ Γθ̇, ±μÉμ·μ¥ ¢¢μ¤¨É¸Ö ¢ Ê· ¢´¥´¨¥ ¤¢¨¦¥´¨Ö:

f2(∂t + 3H)θ̇ + f2Γθ̇ + U ′(θ) = 0, (4.68)

£¤¥ Γ Å ¸±μ·μ¸ÉÓ ¶·μÍ¥¸¸μ¢ ¸ ´¥¸μÌ· ´¥´¨¥³ ¡ ·¨μ´´μ£μ Î¨¸² . ‘· ¢´¨¢ Ö
ÔÉμ Ê· ¢´¥´¨¥ ¸ Ê· ¢´¥´¨¥³ (4.19),  ¢Éμ·Ò ¶·¨Ìμ¤ÖÉ ± § ±²ÕÎ¥´¨Õ, ÎÉμ θ(t)
μ¸Í¨²²¨·Ê¥É ¸ Ô±¸¶μ´¥´Í¨ ²Ó´μ Ê³¥´ÓÏ ÕÐ¥°¸Ö  ³¶²¨ÉÊ¤μ°, ∼ exp (−Γt),
Éμ£¤ 

ṅB + 3HnB = f2Γθ̇. (4.69)

�¤´ ±μ ÔÉμ ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ ¢¥·´Ò³ Éμ²Ó±μ ¤²Ö · ¸¶ ¤μ¢ ¢ ¶Ê¸Éμ¥ ¨²¨ ¶¥·¥μÌ-
² ¦¤¥´´μ¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥, ± ± ¡Ò²μ μÉ³¥Î¥´μ ¢ [156]. ‚ ÔÉμ³ ¸²ÊÎ ¥ É¥¶²μ¢μ¥
· ¢´μ¢¥¸¨¥ ´ ·ÊÏ ¥É¸Ö ¨ ¨¤¥´É¨Ë¨± Í¨Ö θ̇/T ¸ ξB ¸É ´μ¢¨É¸Ö ¸¶μ·´μ°. „·Ê-
£μ° ¶·μ¡²¥³μ° Ö¢²Ö¥É¸Ö ¢μ§³μ¦´μ¸ÉÓ μ¶¨¸ ´¨Ö ·μ¦¤¥´¨Ö Î ¸É¨Í ¸ ¶μ³μÐÓÕ
Γθ̇. Š ± ¶μ± § ´μ ¢ · ¡μÉ¥ [175], É ±μ¥ μ¶¨¸ ´¨¥ ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ ¸¶· ¢¥¤²¨¢Ò³
(´μ ´¥ μ¡Ö§ É¥²Ó´μ) ¤²Ö £ ·³μ´¨Î¥¸±μ£μ ¶μÉ¥´Í¨ ²  ¶μ²Ö, ±μÉμ·μ¥ ·μ¦¤ ¥É
Î ¸É¨ÍÒ. ‚ ¸²ÊÎ ¥, ±μ£¤  ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨¥ ¤ ¥É¸Ö (ṅB + 3HnB), ´Ê¦´μ Ê¸·¥¤-
´¨ÉÓ ±¢ ´Éμ¢Ò° μ¶¥· Éμ· ¶μ ¸·¥¤¥ ¸ ¢´¥Ï´¨³ ¶μ²¥³ θ(t). ‚ ·¥§Ê²ÓÉ É¥
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¢μ§´¨±´¥É ´¥²μ± ²Ó´μ¥ ¶μ ¢·¥³¥´¨ ¢Ò· ¦¥´¨¥, ¸μ¤¥·¦ Ð¥¥ θ(t), ¶·¨¢μ¤ÖÐ¥¥
± ¨´É¥£·μ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ³Ê Ê· ¢´¥´¨Õ ¤²Ö θ, ±μÉμ·μ¥ ´¥ ¸¢μ¤¨É¸Ö ± Ê· ¢-
´¥´¨Õ (4.68). �μ¤μ¡´Ò³ μ¡· §μ³ § ¤ Î  ·¥Ï ² ¸Ó ¢ · ¡μÉ¥ [176], ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ
±μÉμ·μ° μÉ²¨Î ÕÉ¸Ö μÉ É¥Ì, ÎÉμ ¡Ò²¨ ¶μ²ÊÎ¥´Ò ¢ ¸É ÉÓÖÌ [155,156].

4.1.6. Š¨´¥É¨Î¥¸±μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥ ¸  ³¶²¨ÉÊ¤μ°, § ¢¨¸ÖÐ¥° μÉ ¢·¥³¥´¨.
Š ´μ´¨Î¥¸±μ¥ ±¨´¥É¨Î¥¸±μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥ (4.132) μ¡ÒÎ´μ ¨¸¶μ²Ó§Ê¥É¸Ö ¤²Ö ¶·μ-
Í¥¸¸μ¢ · ¸¸¥Ö´¨Ö ¨²¨ · ¸¶ ¤  ´  ¸É Í¨μ´ ·´μ³ ¨²¨ ³¥¤²¥´´μ ³¥´ÖÕÐ¥³¸Ö
Ëμ´¥ ¸ ¨´É¥£· ²μ³ ¸Éμ²±´μ¢¥´¨°, ¶·¥¤¸É ¢²¥´´Ò³ Ê· ¢´¥´¨¥³ (4.133). …¸²¨
¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨¥ ¶·μÉ¥± ¥É ´  § ¢¨¸ÖÐ¥³ μÉ ¢·¥³¥´¨ Ëμ´¥ ¨/¨²¨ ¢·¥³Ö ¤²¨-
É¥²Ó´μ¸É¨ ¶·μÍ¥¸¸  ±μ´¥Î´μ, Éμ ¤¥²ÓÉ -ËÊ´±Í¨Ö, μÉ· ¦ ÕÐ Ö § ±μ´ ¸μÌ· -
´¥´¨Ö Ô´¥·£¨¨, ´¥ ¢μ§´¨± ¥É ¨ μ¶¨¸ ´´Ò° ¢ ¶. 4.1.3 ³¥Éμ¤ ¸É ´μ¢¨É¸Ö ´¥-
¶·¨³¥´¨³Ò³, ¶μÔÉμ³Ê ´¥μ¡Ìμ¤¨³μ ¶·μ¢μ¤¨ÉÓ ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨¥ ¶μ ¢·¥³¥´¨ ¸
ÊÎ¥Éμ³ ´¥¸É Í¨μ´ ·´μ¸É¨ Ëμ´  ¨ ¨´É¥£·¨·μ¢ ÉÓ ¶μ Ë §μ¢μ³Ê ¶·μ¸É· ´¸É¢Ê
¡¥§ ¸μÌ· ´¥´¨Ö Ô´¥·£¨¨.

„ ²¥¥ ³Ò · ¸¸³ É·¨¢ ¥³ ¤¢ÊÌÎ ¸É¨Î´Ò° ´¥Ê¶·Ê£¨° ¶·μÍ¥¸¸ ¸ ´¥¸μÌ· ´¥-
´¨¥³ ¡ ·¨μ´´μ£μ Î¨¸²  ¸  ³¶²¨ÉÊ¤μ°, ¶μ²ÊÎ¥´´μ° ¨§ ¶μ¸²¥¤´¥£μ ¸² £ ¥³μ£μ
¢ ² £· ´¦¨ ´¥ (4.9). �μ±  ´¥ ¡Ê¤¥³ ±μ´±·¥É¨§¨·μ¢ ÉÓ Ëμ·³Ê ·¥ ±Í¨¨, μ£· -
´¨Î ¸Ó ¸²μ¢ ³¨, ÎÉμ ÔÉμ ¤¢ÊÌÎ ¸É¨Î´ Ö ·¥ ±Í¨Ö ¢¨¤ 

a + b ↔ c + d, (4.70)

£¤¥ a, b, c ¨ d Å ´¥±μÉμ·Ò¥ ±¢ ·±¨ ¨ ²¥¶Éμ´Ò ¨²¨ ¨Ì  ´É¨Î ¸É¨ÍÒ. ‚Ò· ¦¥-
´¨¥ ¤²Ö Ô¢μ²ÕÍ¨¨ ¶²μÉ´μ¸É¨ ¡ ·¨μ´´μ£μ Î¨¸² , nB , ¸²¥¤Ê¥É ¨§ (4.132) ¶μ¸²¥
¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨Ö ¥£μ μ¡¥¨Ì Î ¸É¥° ¶μ d3pi/(2π)3. ’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¶μ²ÊÎ ¥³

ṅB + 3HnB = − (2π)3

tmax

∫
dνin dνfin δ(Pin − Pfin) |A|2 (fafb − fcfd) , (4.71)

£¤¥, ´ ¶·¨³¥·, dνin = d3pa d3pb/[4EaEb(2π)6],    ³¶²¨ÉÊ¤  ¶·μÍ¥¸¸  μ¶·¥¤¥-
²Ö¥É¸Ö ± ±

A =

⎛⎝ tmax∫
0

dt exp {i[(Ec + Ed − Ea − Eb)t + θ(t)]}

⎞⎠F (pa, pb, pc, pd). (4.72)

F ¥¸ÉÓ ËÊ´±Í¨Ö 4-¨³¶Ê²Ó¸μ¢ ÊÎ ¸É¢ÊÕÐ¨Ì Î ¸É¨Í, μ¶·¥¤¥²Ö¥³ Ö ±μ´±·¥É´μ°
Ëμ·³μ° ² £· ´¦¨ ´  ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö. ‚ ¤ ²Ó´¥°Ï¥³ ³Ò · ¸¸³ É·¨¢ ¥³ ¤¢¥
¢μ§³μ¦´μ¸É¨: F = const ¨ F = ψ4 m−2

X , ¶·¨ ÔÉμ³ ¢ ¶μ¸²¥¤´¥³ ¸²ÊÎ ¥ ψ4 ¸¨³-
¢μ²¨Î¥¸±¨ μ¡μ§´ Î ¥É ¶·μ¨§¢¥¤¥´¨¥ ¤¨· ±μ¢¸±¨Ì ¸¶¨´μ·μ¢ Î ¸É¨Í a, b, c ¨ d.

‚ · ¢´μ¢¥¸¨¨ ¶μ μÉ´μÏ¥´¨Õ ± ·¥ ±Í¨Ö³ ¸ ¸μÌ· ´¥´¨¥³ ¡ ·¨μ´μ¢ ËÊ´±-
Í¨¨ · ¸¶·¥¤¥²¥´¨Ö ¨³¥ÕÉ ± ´μ´¨Î¥¸±¨° ¢¨¤ fa = exp (−Ea/T + ξa), £¤¥
ξa ≡ μa/T Å ¡¥§· §³¥·´Ò° Ì¨³¨Î¥¸±¨° ¶μÉ¥´Í¨ ². �μÔÉμ³Ê ¤²Ö ¶μ¸ÉμÖ´´μ°
ËÊ´±Í¨¨ F ¶·μ¨§¢¥¤¥´¨¥ |A|2(fafb − fcfd) § ¢¨¸¨É μÉ 4-¨³¶Ê²Ó¸μ¢ Î ¸É¨Í
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Éμ²Ó±μ Î¥·¥§ Ein ¨ Efin, £¤¥

Ein = Ea + Eb, Efin = Ec + Ed. (4.73)

’¥¶¥·Ó ³μ¦´μ ¶·μ¢¥¸É¨ ¢¸¥, ±·μ³¥ μ¤´μ£μ, ÔÉ ¶Ò ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨Ö ¶μ Ë -
§μ¢μ³Ê ¶·μ¸É· ´¸É¢Ê ¢ (4.71). „²Ö ÔÉμ£μ Ê¤μ¡´μ ¸¤¥² ÉÓ ¸²¥¤ÊÕÐÊÕ § ³¥´Ê
¶¥·¥³¥´´ÒÌ ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨Ö:

d3pa

Ea

d3pb

Eb
= d4Pin d4Rin δ(P 2

in + R2
in) δ(PinRin), (4.74)

£¤¥ Pin = pa+pb, Rin = pa−pb,   ³ ¸¸Ò Î ¸É¨Í ¸Î¨É ÕÉ¸Ö · ¢´Ò³¨ ´Ê²Õ. „²Ö
±μ´¥Î´ÒÌ ¸μ¸ÉμÖ´¨° Î ¸É¨Í ¸¶· ¢¥¤²¨¢Ò  ´ ²μ£¨Î´Ò¥ ¢Ò· ¦¥´¨Ö. �Î¥¢¨¤´μ,
ÎÉμ ¢·¥³¥´´ Ö ±μ³¶μ´¥´É  4-¢¥±Éμ·  P Ö¢²Ö¥É¸Ö ¸Ê³³μ° Ô´¥·£¨° ¢Ìμ¤ÖÐ¥° ¨

¢ÒÌμ¤ÖÐ¥° Î ¸É¨Í: P
(4)
in = Ein ¨ P

(4)
fin = Efin.

ˆ´É¥£·¨·μ¢ ´¨¥ ¶μ ´ Î ²Ó´Ò³ ¨³¶Ê²Ó¸ ³ d4Pin d4Rin ¶·μ¢μ¤¨É¸Ö ¢ ´¥-
¸±μ²Ó±μ ÔÉ ¶μ¢ (ÎÉμ¡Ò ´¥ ¶¥·¥£·Ê¦ ÉÓ Ê· ¢´¥´¨Ö, ³Ò μ¶Ê¸± ¥³ ´¨¦´¨° ¨´-
¤¥±¸ ®in¯ É ³, £¤¥ μ´ ´¥ Ö¢²Ö¥É¸Ö ´¥μ¡Ìμ¤¨³Ò³):

1. ˆ´É¥£·¨·μ¢ ´¨¥ ¶μ d3Pin (¨²¨ d3Pfin) ¸ δ(Pin − Pfin) ¤ ¥É ¶·μ¸Éμ 1.
2. ‚ÒÎ¨¸²ÖÖ ¨´É¥£· ² ¶μ d4R = 2πdR4R2 d|R| dζ, ¸´ Î ²  ¨´É¥£·¨·Ê¥³

¶μ ¶μ²Ö·´μ³Ê Ê£²Ê, ¨¸¶μ²Ó§ÊÖ

δ(PR) = δ (P4R4 − |P||R|ζ) , (4.75)

É ± ÎÉμ ζ = Q4R4/ (|R||Q|),   ¸ ¶μ³μÐÓÕ ¤¥²ÓÉ -ËÊ´±Í¨¨ δ(Q2
4 −Q2 + R2

4 −
R2) ´ Ìμ¤¨³, ÎÉμ R4 μ£· ´¨Î¥´μ Ê¸²μ¢¨¥³ R2

4 < Q2, ¶μ¸±μ²Ó±Ê |ζ| < 1.
ˆ´É¥£· ² ¶μ R2/|Q| ¡¥·¥É¸Ö ¸ § ¶¨¸ ´´μ° ¢ÒÏ¥ ¤¥²ÓÉ -ËÊ´±Í¨¥°, ¨ μ¸É ¥É¸Ö
¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨¥ ¶μ dR4 ¢ ¶·¥¤¥² Ì μÉ (−|Q|) ¤μ (+|Q|). ’ ±¨³ μ¡· §μ³,
¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨¥ ¶μ ´ Î ²Ó´Ò³ ¨³¶Ê²Ó¸ ³ ¸¢μ¤¨É¸Ö ± 2πdQ4.

3. �·μ¢μ¤Ö  ´ ²μ£¨Î´μ¥ ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨¥ ¶μ Ë §μ¢μ³Ê μ¡Ñ¥³Ê ±μ´¥Î´ÒÌ
Î ¸É¨Í, ´μ ¡¥§ δ(Pin − Pfin), ¶μ²ÊÎ ¥³

(2π)3
∫

dνin dνfinδ(Pin − Pfin) =
1

29π6

∫
dEin dEfin d|Qfin| |Q2

fin|. (4.76)

Œμ¦´μ ´ ¨¢´μ μ¦¨¤ ÉÓ, ÎÉμ ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨¥ ¶μ |Qfin| ¡Ê¤¥É ¶·μ¢μ¤¨ÉÓ¸Ö ¢
¶·¥¤¥² Ì μÉ 0 ¤μ Efin, É ± ± ±

Q2
fin = E2

c + E2
d + 2EcEdζ < (Ec + Ed)2 = E2

fin, (4.77)

´μ ¸ÊÐ¥¸É¢Ê¥É μ£· ´¨Î¥´¨¥ Qfin = Qin, ¶μÔÉμ³Ê ¢¥·Ì´¨³ ¶·¥¤¥²μ³ ¤²Ö |Qfin|
¡Ê¤¥É ³¥´ÓÏ¥¥ ¨§ Efin ¨ Ein. ‚¢¥¤¥³ ´μ¢Ò¥ μ¡μ§´ Î¥´¨Ö: E+ = Ein + Efin ¨
E− = Ein−Efin. ‹¥£±μ ¶·μ¢¥·¨ÉÓ, ÎÉμ Efin > Ein ¤²Ö E− < 0 ¨ Efin < Ein ¤²Ö
E− > 0. �·¨ ÔÉμ³ ¤²Ö E− < 0 ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨¥ ¶μ d|Qfin| ¢ Ê· ¢´¥´¨¨ (4.76)
¤ ¥É E3

in/3, ¢ Éμ ¢·¥³Ö ± ± ¤²Ö E− > 0 ·¥§Ê²ÓÉ Éμ³ ¡Ê¤¥É E3
fin/3.
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4. “ ´ ¸ μ¸É ²¸Ö ¨´É¥£· ² ¶μ dEin dEfin, ±μÉμ·Ò° Ê¤μ¡´μ ¶¥·¥¶¨¸ ÉÓ
¢ ¢¨¤¥ ∫

dEin dEfin =
dE+ dE−

2
, (4.78)

�É³¥É¨³, ÎÉμ  ³¶²¨ÉÊ¤  A (4.72) § ¢¨¸¨É Éμ²Ó±μ μÉ E−, ´μ ´¥ μÉ E+, ¢ Éμ
¢·¥³Ö ± ± ¶·μ¨§¢¥¤¥´¨Ö ¶²μÉ´μ¸É¥° Î ¸É¨Í ¢ Ë §μ¢μ³ μ¡Ñ¥³¥ ¡Ê¤ÊÉ É ±¨³¨:

fafb = exp
(
−E+ + E−

2T
+ ξa + ξb

)
,

fcfd = exp
(
−E+ − E−

2T
+ ξc + ξd

)
.

(4.79)

5. ˆ´É¥£· ² ¶μ dE+ ³μ¦´μ ¢ÒÎ¨¸²¨ÉÓ Ö¢´μ, ´μ ¸´ Î ²  ´Ê¦´μ Ê¸É ´μ¢¨ÉÓ
¶·¥¤¥²Ò ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨Ö. ˆ¸Ìμ¤´μ¥ ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨¥ ¶·μ¢μ¤¨É¸Ö μÉ 0 ¤μ ∞,
¶μÔÉμ³Ê ¨´É¥£· ² ¶μ dE+ ¡¥·¥É¸Ö μÉ |E−| ¤μ ∞,   ¨´É¥£· ² ¶μ dE− Å μÉ
(−∞) ¤μ (+∞). “¤μ¡´μ · §¤¥²¨ÉÓ ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨¥ ¶μ dE+ ´  ¤¢¥ Î ¸É¨: ¤²Ö
¶μ²μ¦¨É¥²Ó´ÒÌ ¨ μÉ·¨Í É¥²Ó´ÒÌ E−. „²Ö ¶μ²μ¦¨É¥²Ó´ÒÌ E− ´ Ìμ¤¨³

∞∫
E−

dE+

(
E+ − E−

2

)3

exp
(
−E+ + E−

2T

)
= 12T 4 e−y,

∞∫
E−

dE+

(
E+ − E−

2

)3

exp
(
−E+ − E−

2T

)
= 12T 4,

(4.80)

£¤¥ y = E−/T . „²Ö μÉ·¨Í É¥²Ó´ÒÌ E− ¶μ²ÊÎ ¥³ É¥ ¦¥ ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ ¸ ¶¥·¥-
¸É ´μ¢±μ° ´ Î ²Ó´μ£μ ¨ ±μ´¥Î´μ£μ ¸μ¸ÉμÖ´¨°, É. ¥. fafb ↔ fcfd, ¨ ¸ y → |y|.
�ËË¥±É¨¢´μ ÔÉμ ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É ¨§³¥´¥´¨Õ §´ ±  θ(t) ¢ (4.72).

’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¸μ¡¨· Ö ¢¸¥ Ë ±Éμ·Ò (4.79), μ±μ´Î É¥²Ó´μ ¶μ²ÊÎ ¥³

ṅB + 3HnB = − T 5

25π6 tmax

∞∫
0

dy
[
eξa+ξb

(
|A+|2 + |A−|2 e−y

)
−

− eξc+ξd

(
|A−|2 + |A+|2 e−y

)]
, (4.81)

£¤¥ A+ ¥¸ÉÓ  ³¶²¨ÉÊ¤ , ¢§ÖÉ Ö ¶·¨ ¶μ²μ¦¨É¥²Ó´ÒÌ E−, ¢ Éμ ¢·¥³Ö ± ± A−
¡¥·¥É¸Ö ¶·¨ μÉ·¨Í É¥²Ó´ÒÌ E−. �·¨ § ³¥´¥ E− → |E−| · §´¨Í  ³¥¦¤Ê A+

¨ A− ¸μ¸Éμ¨É ²¨ÏÓ ¢ Éμ³, ÎÉμ A−(θ) = A+(−θ).
� ¢´μ¢¥¸¨¥ ¤μ¸É¨£ ¥É¸Ö, ±μ£¤  ¨´É¥£· ² ¢ (4.81) μ¡· Ð ¥É¸Ö ¢ ´Ê²Ó. �É 

ÉμÎ±  μ¶·¥¤¥²Ö¥É · ¢´μ¢¥¸´Ò¥ §´ Î¥´¨Ö Ì¨³¨Î¥¸±¨Ì ¶μÉ¥´Í¨ ²μ¢ ¢μ ¢´¥Ï´¥³
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¶μ²¥ θ̇. �Î¥¢¨¤´μ, ÔÉμ ¨³¥¥É ³¥¸Éμ ¶·¨

ξa + ξb − ξc − ξd =
〈|A+|2 e−y + |A−|2〉
〈|A+|2 + |A−|2 e−y〉 − 1, (4.82)

£¤¥ Ê£²μ¢Ò¥ ¸±μ¡±¨ μ§´ Î ÕÉ ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨¥ ¶μ dy, ± ± ¶μ± § ´μ ¢ (4.81).
�·¥¤¸É ¢²¥´´Ò¥ ¢ÒÏ¥ ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ ¶μ²ÊÎ¥´Ò ¤²Ö  ³¶²¨ÉÊ¤Ò, ´¥ § ¢¨¸ÖÐ¥°

μÉ ¨³¶Ê²Ó¸μ¢ ÊÎ ¸É¢ÊÕÐ¨Ì Î ¸É¨Í. � ¸Î¥ÉÒ ¡Ê¤ÊÉ ´¥¸±μ²Ó±μ ¸²μ¦´¥¥, ¥¸²¨
ÔÉμ μ£· ´¨Î¥´¨¥ ´¥¢¥·´μ. � ¶·¨³¥·, ¥¸²¨ ´¥¸μÌ· ´¥´¨¥ ¡ ·¨μ´μ¢ ¶·μ¨¸Ìμ-
¤¨É ¢ Î¥ÉÒ·¥ÌË¥·³¨μ´´ÒÌ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨ÖÌ, Éμ ±¢ ¤· É  ³¶²¨ÉÊ¤Ò ³μ¦¥É
¸μ¤¥·¦ ÉÓ Î²¥´Ò ¢¨¤  (papb)2/m4

X ¨²¨ (papc)2/m4
X ¨ É. ¤. “Î¥É É ±¨Ì ¸² £ ¥-

³ÒÌ ¶·¨¢¥² ¡Ò ± ¨§³¥´¥´¨Õ Î¨¸²¥´´μ£μ ±μÔËË¨Í¨¥´É  ¢ (4.55) ¨, ÎÉμ ¡μ²¥¥
¢ ¦´μ, É¥³¶¥· ÉÊ·´Ò° ±μÔËË¨Í¨¥´É ¶¥·¥¤ ¨´É¥£· ²μ³ ¢ ÔÉμ³ Ê· ¢´¥´¨¨ ¨§-
³¥´¨²¸Ö ¡Ò ¸ T 5 ´  T 9/m4

X .
4.1.7. �·¨³¥·Ò ´¥¸É Í¨μ´ ·´μ£μ θ. �μ¸ÉμÖ´´μ¥ θ̇. �ÉμÉ ¸²ÊÎ ° μ¡ÒÎ´μ

· ¸¸³ É·¨¢ ¥É¸Ö ¢ ²¨É¥· ÉÊ·¥ ¨ Ö¢²Ö¥É¸Ö ¸ ³Ò³ ¶·μ¸ÉÒ³. ˆ´É¥£· ² (4.72) ¡¥-
·¥É¸Ö  ´ ²¨É¨Î¥¸±¨, ÎÉμ ¶·¨¢μ¤¨É ± ¢Ò· ¦¥´¨Õ

|A|2 ∼ 2 − 2 cos [(θ̇ − E−)tmax]
(θ̇ − E−)2

. (4.83)

‡¤¥¸Ó E− ¶·μ¡¥£ ¥É ¶μ²μ¦¨É¥²Ó´ÊÕ ¶μ²Êμ¸Ó, ¸³. Ê· ¢´¥´¨¥ (4.80) ¨ ±μ³³¥´-
É ·¨¨ ¶·¨ ´¥³.

„²Ö ¡μ²ÓÏ¨Ì tmax ÔÉμ ¢Ò· ¦¥´¨¥ ¸É·¥³¨É¸Ö ± δ(E−− θ̇), É ± ÎÉμ |A+|2 =
2πδ(E− − θ̇)tmax ¨ |A−|2 = 2πδ(E− + θ̇)tmax = 0, ¥¸²¨ θ̇ > 0, ¨ ´ μ¡μ·μÉ ¢
¶·μÉ¨¢μ¶μ²μ¦´μ³ ¸²ÊÎ ¥. ‘²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ, · ¢´μ¢¥¸´μ¥ ·¥Ï¥´¨¥ ¨³¥¥É ¢¨¤

ξa + ξb − ξc − ξd − θ̇/T = 0, (4.84)

¸μ¢¶ ¤ ÕÐ¨° ¸μ ¸É ´¤ ·É´Ò³ ·¥§Ê²ÓÉ Éμ³.
�·¥¤¥² θ̇ = const ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É ´¥¸μÌ· ´¥´¨Õ Ô´¥·£¨¨,   ¨³¥´´μ, Ê¢¥-

²¨Î¥´¨Õ (¨²¨ Ê³¥´ÓÏ¥´¨Õ) Ô´¥·£¨¨ ±μ´¥Î´μ£μ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö ¢ ·¥ ±Í¨¨ (4.70)
·μ¢´μ ´  θ̇. �¤´ ±μ, ¥¸²¨ tmax ´¥ Ö¢²Ö¥É¸Ö ¤μ¸É ÉμÎ´μ ¡μ²ÓÏ¨³, ´¥¸μÌ· ´¥-
´¨¥ Ô´¥·£¨¨ ´¥ · ¢´μ ÉμÎ´μ θ̇,   ± ±-Éμ · §³ § ´μ, ¨ · ¢´μ¢¥¸´μ¥ ·¥Ï¥´¨¥
¡Ê¤¥É ¤·Ê£¨³. ‚ ÔÉμ³ ¸²ÊÎ ¥ ´¥É ¶·μ¸Éμ£μ  ´ ²¨É¨Î¥¸±μ£μ ¢Ò· ¦¥´¨Ö, ¶μÔÉμ³Ê
¶·¨Ìμ¤¨É¸Ö ¡· ÉÓ ¨´É¥£· ²Ò ¶μ y ¢ (4.82) Î¨¸²¥´´μ.

�¥§Ê²ÓÉ ÉÒ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨° ¶·¥¤¸É ¢²¥´Ò ´  ·¨¸. 38. �  ·¨¸. 38,   §´ Î¥´¨Ö
¶· ¢μ° Î ¸É¨ Ê· ¢´¥´¨Ö (4.82) ¶·¨¢¥¤¥´Ò ± ± ËÊ´±Í¨¨ θ̇/T ¤²Ö ¸²¥¤ÊÕÐ¨Ì
μ¡·¥§ ´¨° ¨´É¥£· ²  ¶μ ¢·¥³¥´¨ ¢ (4.83): τ ≡ tmaxT = 30; 10; 3. —¥³ ¡μ²ÓÏ¥
¨´É¥·¢ ² ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨Ö, É¥³ ¡²¨¦¥ ²¨´¨¨ ± £· Ë¨±Ê θ̇/T , ±μÉμ·Ò° É ±¦¥
¨§μ¡· ¦¥´.

�  ·¨¸. 38, ¡ ¶μ± § ´  μÉ´μ¸¨É¥²Ó´ Ö · §´μ¸ÉÓ ³¥¦¤Ê ¶· ¢μ° Î ¸ÉÓÕ Ê· ¢-
´¥´¨Ö (4.82) ¨ θ̇/T , ´μ·³¨·μ¢ ´´ Ö ´  θ̇/T , ± ± ËÊ´±Í¨Ö θ̇/T ¤²Ö · §²¨Î´ÒÌ
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�¨¸. 38.  ) �· ¢ Ö Î ¸ÉÓ Ê· ¢´¥´¨Ö (4.82), μ¡μ§´ Î¥´´ Ö Ξ, ± ± ËÊ´±Í¨Ö θ̇/T , ¤²Ö
¸²¥¤ÊÕÐ¨Ì μ¡·¥§ ´¨° ¨´É¥£· ²  ¶μ ¢·¥³¥´¨ ¢ (4.83): τ ≡ tmaxT = 30 (ÏÉ·¨Ìμ¢ Ö
²¨´¨Ö); 10 (¶Ê´±É¨·´ Ö); 3 (ÏÉ·¨Ì¶Ê´±É¨·´ Ö) ¨ θ̇/T (¸¶²μÏ´ Ö). ¡) �É´μ¸¨É¥²Ó-
´ Ö · §´μ¸ÉÓ: ζ = Ξ/(θ̇/T ) − 1 ± ± ËÊ´±Í¨Ö θ̇/T ¤²Ö τ = 30 (¸¶²μÏ´ Ö ²¨´¨Ö),
10 (ÏÉ·¨Ìμ¢ Ö), 5 (¶Ê´±É¨·´ Ö), 3 (ÏÉ·¨Ì¶Ê´±É¨·´ Ö)

§´ Î¥´¨° ³ ±¸¨³ ²Ó´μ£μ ¢·¥³¥´¨ ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨Ö. ‚¨¤´μ, ÎÉμ ¤²Ö τ = 30 μÉ-
±²μ´¥´¨¥ ³¥´ÓÏ¥ 10%, ¢ Éμ ¢·¥³Ö ± ± ¤²Ö τ = 3 μÉ±²μ´¥´¨¥ ¸μ¸É ¢²Ö¥É μ±μ²μ
30 %. …¸²¨ ¢Ò¡· ÉÓ τ ¡²¨§±¨³ ± ¥¤¨´¨Í¥, μÉ±²μ´¥´¨Ö ¡Ê¤ÊÉ μ±μ²μ 100%. ‚¥-
²¨Î¨´  θ̇/T μ£· ´¨Î¥´  ¸¢¥·ÌÊ §´ Î¥´¨¥³ ∼ 0,3, É ± ± ± ¶·¨ ¡μ²ÓÏ¨Ì θ̇/T
²¨´¥°´μ¥ · §²μ¦¥´¨¥, ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´´μ¥ ¢ ´ Ï¨Ì μÍ¥´± Ì, ´¥¸¶· ¢¥¤²¨¢μ.

�¥ ²¨¸É¨Î¥¸±¨¥ §´ Î¥´¨Ö τ § ¢¨¸ÖÉ μÉ ¶ · ³¥É·μ¢ ³μ¤¥²¨. ‘ÊÐ¥¸É¢Ê¥É
μ¤´μ μÎ¥¢¨¤´μ¥ μ£· ´¨Î¥´¨¥, μÉ´μ¸ÖÐ¥¥¸Ö ± ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±μ³Ê · ¸Ï¨·¥´¨Õ,
±μÉμ·μ¥ ¶μ¤· §Ê³¥¢ ¥É τ < tcosmT ∼ T/H ∼ MPl/T . ‡¤¥¸Ó MPl Å ³ ¸¸ 
�² ´± , H Å ¶ · ³¥É· • ¡¡² ,   tcosm ∼ 1/H , ¶μÔÉμ³Ê ÔËË¥±ÉÒ · ¸Ï¨-
·¥´¨Ö ³μ£ÊÉ ¡ÒÉÓ §´ Î¨É¥²Ó´Ò³¨ Éμ²Ó±μ ¢¡²¨§¨ ¶² ´±μ¢¸±μ° É¥³¶¥· ÉÊ·Ò.
„·Ê£ Ö ¢¥·Ì´ÖÖ £· ´¨Í  τ ¤ ¥É¸Ö ±¨´¥É¨Î¥¸±¨³ Ê· ¢´¥´¨¥³, ±μÉμ·μ¥ É·¥¡Ê¥É,
ÎÉμ¡Ò Ì · ±É¥·´μ¥ ¢·¥³Ö ¨§³¥´¥´¨Ö ¡Ò²μ ¡²¨§±μ (¶μ ±· °´¥° ³¥·¥ ¢ ´ -
Î ²¥) ± μ¡· É´μ° ¸±μ·μ¸É¨ ·¥ ±Í¨¨ γ ∼ T 5/m4

X . � ¸¸³μÉ·¥´´Ò¥ ÔËË¥±ÉÒ
³μ£ÊÉ μ± §Ò¢ ÉÓ ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´μ¥ ¢²¨Ö´¨¥ ´  ¶·¨¡²¨¦¥´¨¥ ± · ¢´μ¢¥¸¨Õ ¶·¨
É¥³¶¥· ÉÊ·¥ T ∼ mX .

“Î¥É Î²¥´μ¢ ¢Éμ·μ£μ ¶μ·Ö¤±  ¢ · §²μ¦¥´¨¨ θ(t). Š ± ¶μ± § ´μ ¢ÒÏ¥,
¶·¨¡²¨¦¥´¨¥ θ̇ = const ¸¨²Ó´μ μ£· ´¨Î¥´μ. ‡¤¥¸Ó ³Ò ¶·¥¤¶μ² £ ¥³, ÎÉμ θ(t)
³μ¦´μ  ¶¶·μ±¸¨³¨·μ¢ ÉÓ ¢Ò· ¦¥´¨¥³

θ(t) = θ̇ t + θ̈ t2/2, (4.85)

£¤¥ θ̇ ¨ θ̈ ¸Î¨É ÕÉ¸Ö ¶μ¸ÉμÖ´´Ò³¨ ¨²¨ ³¥¤²¥´´μ ³¥´ÖÕÐ¨³¨¸Ö. ‚ ÔÉμ³ ¸²Ê-
Î ¥ ¨´É¥£· ² ¶μ ¢·¥³¥´¨ (4.72) É ±¦¥ ³μ¦´μ ¢ÒÎ¨¸²¨ÉÓ  ´ ²¨É¨Î¥¸±¨, ´μ
·¥§Ê²ÓÉ É ¡Ê¤¥É § ³¥É´μ ¸²μ¦´¥¥. �Ê¦´μ ¢§ÖÉÓ ¨´É¥£· ²

tmax∫
0

dt exp [iθ(t)]. (4.86)



1264 ��	“‡�‚� ….‚., „�‹ƒ�‚ �. „.

�¨¸. 39.  ) �É´μ¸¨É¥²Ó´ Ö · §´μ¸ÉÓ ζ = Ξ/(θ̇/T ) − 1 ± ± ËÊ´±Í¨Ö θ̇/T ¶·¨ Ë¨±-
¸¨·μ¢ ´´μ³ θ̈/T 2 = 0,1 ¤²Ö ¸²¥¤ÊÕÐ¨Ì μ¡·¥§ ´¨° ¨´É¥£· ²  ¶μ ¢·¥³¥´¨: τ = 30
(¸¶²μÏ´ Ö ²¨´¨Ö), 10 (ÏÉ·¨Ìμ¢ Ö), 5 (¶Ê´±É¨·´ Ö), 3 (ÏÉ·¨Ì¶Ê´±É¨·´ Ö). ¡) ’ 
¦¥ · §´μ¸ÉÓ ± ± ËÊ´±Í¨Ö θ̈/T 2 ¤²Ö Ë¨±¸¨·μ¢ ´´μ£μ ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨Ö ¶μ ¢·¥³¥´¨ ¤μ
τ = 10 ¨ · §²¨Î´ÒÌ θ̇/T : 0,1 (¸¶²μÏ´ Ö ²¨´¨Ö), 0,2 (ÏÉ·¨Ìμ¢ Ö), 0,3 (¶Ê´±É¨·´ Ö),
0,4 (ÏÉ·¨Ì¶Ê´±É¨·´ Ö)

…£μ ¢¥Ð¥¸É¢¥´´ Ö ¨ ³´¨³ Ö Î ¸É¨ ¢Ò· ¦ ÕÉ¸Ö Î¥·¥§ ËÊ´±Í¨¨ ”·¥´¥²Ö. �·¨
ÔÉμ³ ±¢ ¤· É  ³¶²¨ÉÊ¤Ò ¤ ¥É¸Ö ËÊ´±Í¨Ö³¨, § É ¡Ê²¨·μ¢ ´´Ò³¨ ¢ ¶ ±¥É¥
®Mathematica¯, ¨ ¶μ²μ¦¥´¨¥ ÉμÎ±¨ · ¢´μ¢¥¸¨Ö ³μ¦´μ ´ °É¨, ± ± ¨ ¢ ¶·¥-
¤Ò¤ÊÐ¥³ ¸²ÊÎ ¥, ¢§Ö¢ μ¤´μ³¥·´Ò° ¨´É¥£· ² Î¨¸²¥´´μ.

�· ¢ Ö Î ¸ÉÓ Ê· ¢´¥´¨Ö (4.82) ± ± ËÊ´±Í¨Ö θ̇/T ¤²Ö · §²¨Î´ÒÌ §´ Î¥-
´¨° τ ¶·¥¤¸É ¢²¥´  ´  ·¨¸. 39,  . ˆ´É¥·¥¸´μ, ÎÉμ § ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ μÉ τ ´¥ ³μ´μ-
Éμ´´ Ö. �Éμ ³μ¦´μ μ¡ÑÖ¸´¨ÉÓ ³¥´ÓÏ¨³ ¢²¨Ö´¨¥³ θ̈t2 ´  ³¥´ÓÏ¨Ì ¢·¥³¥´´ÒÌ
¨´É¥·¢ ² Ì.

—Éμ¡Ò ¶·μ¸²¥¤¨ÉÓ § ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ μÉ θ̈, ³Ò ¸´μ¢  ¢ÒÎ¨¸²¨²¨ ¶· ¢ÊÕ Î ¸ÉÓ
Ê· ¢´¥´¨Ö (4.82), ´μ É¥¶¥·Ó ± ± ËÊ´±Í¨Õ θ̈/T 2 ¶·¨ Ë¨±¸¨·μ¢ ´´μ³ ¨´É¥£·¨-
·μ¢ ´¨¨ ¶μ ¢·¥³¥´¨ ¨ · §´ÒÌ §´ Î¥´¨ÖÌ θ̇/T , ÎÉμ ¶·¥¤¸É ¢²¥´μ ´  ·¨¸. 39, ¡.
‚¨¤´μ, ÎÉμ ÉμÎ±  · ¢´μ¢¥¸¨Ö μ¸Í¨²²¨·Ê¥É ± ± ËÊ´±Í¨Ö θ̈.

�¸Í¨²²¨·ÊÕÐ¥¥ θ(t). …¸²¨ ¶μÉ¥´Í¨ ², § ¢¨¸ÖÐ¨° μÉ θ, ´¥ · ¢¥´ ´Ê²Õ,
Ô¢μ²ÕÍ¨Ö θ(t) ¡Ê¤¥É ¡μ²¥¥ ¸²μ¦´μ°. �μÉ¥´Í¨ ² U(θ) ¤μ²¦¥´ ¡ÒÉÓ ¶¥·¨μ¤¨-
Î¥¸±μ° ËÊ´±Í¨¥° Ê£²  θ ¨ ¶μÔÉμ³Ê Î ¸Éμ ¢Ò¡¨· ¥É¸Ö ¢ ¢¨¤¥ m2 cos θ. �·¥¤-
¶μ²μ¦¨³, ÎÉμ ¶μ²¥ θ ¨§´ Î ²Ó´μ ´ Ìμ¤¨É¸Ö ¢¡²¨§¨ ³¨´¨³Ê³  ¶μÉ¥´Í¨ ² ,
±μÉμ·Ò° ¢ ÔÉμ³ ¸²ÊÎ ¥ ³μ¦´μ  ¶¶·μ±¸¨³¨·μ¢ ÉÓ ± ± U = m2θ2/2, £¤¥ m Å
³ ¸¸  θ-¶μ²Ö. �·¨ μÉ¸ÊÉ¸É¢¨¨ μ¡· É´μ° ·¥ ±Í¨¨ ·μ¦¤¥´´ÒÌ ¡ ·¨μ´μ¢ θ(t)
¤μ²¦´μ Ô¢μ²ÕÍ¨μ´¨·μ¢ ÉÓ ± ±

θ(t) = θ0 cos (mt + φ). (4.87)

Š ¸μ¦ ²¥´¨Õ, ¨´É¥£· ² (4.72) ´¥ ¡¥·¥É¸Ö  ´ ²¨É¨Î¥¸±¨,   Î¨¸²¥´´Ò¥ · ¸-
Î¥ÉÒ ¸ ¤¢Ê³¥·´Ò³¨ ¨´É¥£· ² ³¨ ¢¥¸Ó³  É·Ê¤μ¥³±¨. �¤´ ±μ ¶μ¤Ò´É¥£· ²Ó´ÊÕ
ËÊ´±Í¨Õ ³μ¦´μ · §²μ¦¨ÉÓ ¸²¥¤ÊÕÐ¨³ μ¡· §μ³:

eiθ(t) = 1 + iθ0 cos (mt + φ). (4.88)

‚ ÔÉμ³ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¨ ¨´É¥£· ² (4.72) ²¥£±μ ¡¥·¥É¸Ö  ´ ²¨É¨Î¥¸±¨, ¨ ³Ò ¸´μ¢ 
³μ¦¥³ ¸¢¥¸É¨ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨¥ μÉ±²μ´¥´¨Ö  ²£¥¡· ¨Î¥¸±μ° ¸Ê³³Ò ¡¥§· §³¥·´ÒÌ
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�¨¸. 40. ’μÎ´μ¥ (¸¶²μÏ´ Ö ²¨´¨Ö) ¨ ¶·¨¡²¨¦¥´´μ¥ (ÏÉ·¨Ìμ¢ Ö) ¢Ò· ¦¥´¨Ö ¤²Ö  ³-
¶²¨ÉÊ¤Ò A (4.72) ¸ θ(t), § ¤ ´´Ò³ Ê· ¢´¥´¨¥³ (4.88), ± ± ËÊ´±Í¨¨ mt ¤²Ö θ0 = 1 ( )
¨ θ0 = 0,3 (¡)

�¨¸. 41.  ) ‘¶²μÏ´ Ö ²¨´¨Ö Å ¶· ¢ Ö Î ¸ÉÓ Ê· ¢´¥´¨Ö (4.82), Ξ, ¶·¨ m/T = 0,1 ¨
³ ±¸¨³ ²Ó´μ³ ¶·¥¤¥²¥ ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨Ö ¶μ ¢·¥³¥´¨ τ = 30; ÏÉ·¨Ìμ¢ Ö Å θ̇/T ± ±
ËÊ´±Í¨Ö θ0, ¸³. (4.87). ¡) ’μ ¦¥ ¸ ³μ¥ ¶·¨ ³ ±¸¨³ ²Ó´μ³ ¶·¥¤¥²¥ ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨Ö ¶μ
¢·¥³¥´¨ τ = 3

Ì¨³¨Î¥¸±¨Ì ¶μÉ¥´Í¨ ²μ¢ μÉ θ̇/T (4.84) ± Î¨¸²¥´´μ³Ê · ¸Î¥ÉÊ μ¤´μ³¥·´μ£μ ¨´-
É¥£· ² . �¤´ ±μ, ÎÉμ¡Ò ¡ÒÉÓ Ê¢¥·¥´´Ò³¨ ¢ ¶· ¢¨²Ó´μ¸É¨ ¶·μÍ¥¤Ê·Ò, ´Ê¦´μ
¸· ¢´¨ÉÓ ¶·μ¨´É¥£·¨·μ¢ ´´ÊÕ ¶μ ¢·¥³¥´¨ ÉμÎ´ÊÕ  ³¶²¨ÉÊ¤Ê ¸ Éμ°, ÎÉμ ¶μ-
²ÊÎ¥´  ¢ ·¥§Ê²ÓÉ É¥ ¶·¨¡²¨¦¥´´μ£μ · §²μ¦¥´¨Ö. „¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ, Î¨¸²¥´´μ¥
¸· ¢´¥´¨¥ ¶μ± §Ò¢ ¥É, ÎÉμ ¤ ¦¥ ¤²Ö θ0 = 1 ¶μ¶· ¢±¨ Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ¶·¥´¥¡·¥¦¨-
³Ò³¨,   ¤²Ö θ0 � 0,5 ÔÉ¨  ³¶²¨ÉÊ¤Ò ¶· ±É¨Î¥¸±¨ ´¥· §²¨Î¨³Ò (·¨¸. 40).

�É±²μ´¥´¨¥ ¶· ¢μ° Î ¸É¨ Ê· ¢´¥´¨Ö (4.82) μÉ θ̇/T ¶·¥¤¸É ¢²¥´μ ´ 
·¨¸. 41. �É²¨Î¨¥ μÉ ¸É ´¤ ·É´ÒÌ ¶·¥¤¸± § ´¨° ¸¶μ´É ´´μ£μ ¡ ·¨μ¸¨´É¥§ 
³μ¦¥É ¡ÒÉÓ §´ Î¨É¥²Ó´Ò³, ¥¸²¨ ³ ¸¸  θ ´¥ Ö¢²Ö¥É¸Ö ¶·¥´¥¡·¥¦¨³μ°, É ±
ÎÉμ μ¸Í¨²²ÖÍ¨¨ θ ¶·μÖ¢²ÖÕÉ¸Ö §  ®¢·¥³Ö¯ τ . ‚¸²¥¤¸É¢¨¥ ÔÉμ£μ ¸É ´¤ ·É´Ò°
¸¶μ´É ´´Ò° ¡ ·¨μ¸¨´É¥§, ¢ ±μÉμ·μ³ ¡ ·¨μ´´Ò° Ì¨³¨Î¥¸±¨° ¶μÉ¥´Í¨ ² ¶·μ-
¶μ·Í¨μ´ ²¥´ θ̇, ´¥ Ö¢²Ö¥É¸Ö ÉμÎ´Ò³ ´  ¡μ²ÓÏ¨Ì ¢·¥³¥´ Ì ¨²¨, ÉμÎ´¥¥, ¶·¨
¡μ²ÓÏ¨Ì mtmax. ‘ ¤·Ê£μ° ¸Éμ·μ´Ò, ± ± ¢¨¤´μ ´  ·¨¸. 41, ¶·¨ ³ ²ÒÌ τ μÉ±²μ-
´¥´¨Ö É ±¦¥ ¢¥¸Ó³  § ³¥É´Ò, ´μ É¥¶¥·Ó ÔËË¥±É ¸¢Ö§ ´ ¸ ´¥μ¶·¥¤¥²¥´´μ¸ÉÓÕ
Ô´¥·£¨¨ ¨§-§  ±μ´¥Î´ÒÌ ¶·¥¤¥²μ¢ ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨Ö ¶μ ¢·¥³¥´¨. Š ± ¶μ± § ´μ
´  ·¨¸Ê´± Ì, ÔËË¥±É ³¥´Ö¥É §´ ± Å μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ¥ · ¸¶μ²μ¦¥´¨¥ ¸¶²μÏ´μ°
¨ ¶Ê´±É¨·´μ° ±·¨¢ÒÌ ³¥´Ö¥É¸Ö.



1266 ��	“‡�‚� ….‚., „�‹ƒ�‚ �. „.

‚ § ±²ÕÎ¥´¨¥ ÔÉμ£μ ¶μ¤· §¤¥²  ¸²¥¤Ê¥É μÉ³¥É¨ÉÓ, ÎÉμ, ´¥¸³μÉ·Ö ´  ÔÉ¨
¶μ¶· ¢±¨, ¸É ´¤ ·É´Ò° ¸Í¥´ ·¨° ¸¶μ´É ´´μ£μ ¡ ·¨μ£¥´¥§¨¸  μ¸É ¥É¸Ö · ¡μÉ -
ÕÐ¨³ ³¥Ì ´¨§³μ³ ¤²Ö ¸μ§¤ ´¨Ö ´ ¡²Õ¤ ¥³μ£μ ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±μ£μ ¨§¡ÒÉ±  ¢¥-
Ð¥¸É¢  ´ ¤  ´É¨¢¥Ð¥¸É¢μ³. �¤´ ±μ ÔÉμÉ ³¥Ì ´¨§³ ´¥ μ¸μ¡¥´´μ ÔËË¥±É¨¢¥´ ¢
¸²ÊÎ ¥ Î¨¸Éμ ¸¶μ´É ´´μ£μ ´ ·ÊÏ¥´¨Ö ¸¨³³¥É·¨¨, ±μ£¤  ¶μÉ¥´Í¨ ² θ-¶μ²Ö μÉ-
¸ÊÉ¸É¢Ê¥É. �¥´Ê²¥¢μ° ¶μÉ¥´Í¨ ² U(θ), ±μÉμ·Ò° ³μ¦¥É ¶μÖ¢¨ÉÓ¸Ö ¢ ·¥§Ê²ÓÉ É¥
Ö¢´μ£μ ´ ·ÊÏ¥´¨Ö ¡ ·¨μ´´μ° U(1)-¸¨³³¥É·¨¨ ¢ ¤μ¶μ²´¥´¨¥ ± ¸¶μ´É ´´μ³Ê
´ ·ÊÏ¥´¨Õ, ³μ¦¥É ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´μ ¶μ¢Ò¸¨ÉÓ ÔËË¥±É¨¢´μ¸ÉÓ ¸¶μ´É ´´μ£μ ¡ ·¨μ-
£¥´¥§¨¸ . �Í¥´±  ÔËË¥±É¨¢´μ¸É¨ É·¥¡Ê¥É Î¨¸²¥´´μ£μ ·¥Ï¥´¨Ö μ¡Ò±´μ¢¥´´μ£μ
¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö ¤¢¨¦¥´¨Ö ¤²Ö θ-¶μ²Ö ¢³¥¸É¥ ¸ ¨´É¥£· ²Ó´Ò³
±¨´¥É¨Î¥¸±¨³ Ê· ¢´¥´¨¥³. ‚ ¸²ÊÎ ¥ É¥¶²μ¢μ£μ · ¢´μ¢¥¸¨Ö ±¨´¥É¨Î¥¸±μ¥ Ê· ¢-
´¥´¨¥ ¸¢μ¤¨É¸Ö ±  ²£¥¡· ¨Î¥¸±μ³Ê ¨ ¢μ§´¨± ÕÐ Ö ¸¨¸É¥³  Ê· ¢´¥´¨° ²¥£±μ
¨¸¸²¥¤Ê¥É¸Ö. �¥· ¢´μ¢¥¸´ Ö ¸¨ÉÊ Í¨Ö ´ ³´μ£μ ¸²μ¦´¥¥ É¥Ì´¨Î¥¸±¨ ¨ ¡Ê¤¥É
¨§ÊÎ ÉÓ¸Ö μÉ¤¥²Ó´μ.

4.2. �¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸ÉÓ £· ¢¨É Í¨μ´´μ£μ ¡ ·¨μ¸¨´É¥§  ¸μ ¸± ²Ö· ³¨. ’¥μ-
·¨¨ £· ¢¨É Í¨μ´´μ£μ ¡ ·¨μ¸¨´É¥§  [157] ¶·¨μ¡·¥²¨ § ³¥É´ÊÕ ¶μ¶Ê²Ö·´μ¸ÉÓ
¢ ¶μ¸²¥¤´¨¥ £μ¤Ò, ¤²Ö μ¡§μ·  ¸³. [204]. ‘ ¶μÖ¢²¥´¨¥³ F (R)-³μ¤¨Ë¨Í¨·μ¢ ´-
´μ° £· ¢¨É Í¨¨ £· ¢¨É Í¨μ´´Ò° ¡ ·¨μ¸¨´É¥§ ¨§ÊÎ ²¸Ö É ±¦¥ ¨ ¢ · ³± Ì ÔÉ¨Ì
É¥μ·¨° [205,207Ä212], ¢ Éμ³ Î¨¸²¥ · ¸¸³ É·¨¢ ²¸Ö ¡ ·¨μ£¥´¥§¨¸ ± ± ·¥§Ê²ÓÉ É
²¥¶Éμ£¥´¥§¨¸  [208,213].

‚ ¸Í¥´ ·¨ÖÌ £· ¢¨É Í¨μ´´μ£μ ¡ ·¨μ£¥´¥§¨¸  (ƒ	ƒ) ¨¸Ìμ¤´ Ö ³μ¤¥²Ó ¸¶μ´-
É ´´μ£μ ¡ ·¨μ¸¨´É¥§  ¡Ò²  ³μ¤¨Ë¨Í¨·μ¢ ´  § ³¥´μ° £μ²¤¸ÉμÊ´μ¢¸±μ£μ ¶μ²Ö
θ ´  ¸± ²Ö· ±·¨¢¨§´Ò R, É. ¥. ² £· ´¦¨ ´ É¥μ·¨¨ ƒ	ƒ ¶·¥¤¸É ¢²Ö¥É ¸μ¡μ°
¸¢Ö§Ó ¡ ·¨μ´´μ£μ Éμ±  Jμ

B ¸ ¶·μ¨§¢μ¤´μ° ¸± ²Ö·  ±·¨¢¨§´Ò R:

LGBG =
1

M2
(∂μR)Jμ

B, (4.89)

£¤¥ M Å ¶μ¸ÉμÖ´´Ò° ¶ · ³¥É· · §³¥·´μ¸É¨ ³ ¸¸Ò.
‚ ÔÉμ³ ¶μ¤· §¤¥²¥, ¸²¥¤ÊÖ ´ Ï¥° · ¡μÉ¥ [163], ³Ò ¶μ± ¦¥³, ÎÉμ ¤μ-

¡ ¢²¥´¨¥ § ¢¨¸ÖÐ¥£μ μÉ ±·¨¢¨§´Ò ¸² £ ¥³μ£μ (4.89) ¢ ¤¥°¸É¢¨¥ ƒ¨²Ó¡¥·É Ä
�°´ÏÉ¥°´  ¢ �’� ¶·¨¢μ¤¨É ± £· ¢¨É Í¨μ´´Ò³ Ê· ¢´¥´¨Ö³ ¤¢¨¦¥´¨Ö ¢Ò¸μ-
±μ£μ ¶μ·Ö¤± , Ö¢²ÖÕÐ¨³¸Ö ¸¨²Ó´μ ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢Ò³¨ ¶μ μÉ´μÏ¥´¨Õ ± ³ ²Ò³
¢μ§³ÊÐ¥´¨Ö³.

4.2.1. “· ¢´¥´¨Ö ¤¢¨¦¥´¨Ö. � Î´¥³ ¸ ³μ¤¥²¨, ¢ ±μÉμ·μ° ¡ ·¨μ´´μ¥
Î¨¸²μ ¶¥·¥´μ¸¨É¸Ö ¸± ²Ö·´Ò³ ¶μ²¥³ φ ¸ ¶μÉ¥´Í¨ ²μ³ U(φ, φ∗). �·¨³¥· ¸
¡ ·¨μ´´Ò³ Éμ±μ³ Ë¥·³¨μ´μ¢, · ¸¸³μÉ·¥´´Ò° ¢ ´ Ï¥° · ¡μÉ¥ [164], ¡Ê¤¥É
μ¡¸Ê¦¤ ÉÓ¸Ö ¢ ¶. 4.3.

„¥°¸É¢¨¥ ¸± ²Ö·´μ° ³μ¤¥²¨ ¨³¥¥É ¢¨¤

A=
∫

d4x
√
−g

[
M2

Pl

16π
R +

1
M2

(∂μR)Jμ− gμν∂μφ∂νφ∗+ U(φ, φ∗)
]
− Am,

(4.90)
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£¤¥ Am Å ¤¥°¸É¢¨¥ ³ É¥·¨¨, gμν ¥¸ÉÓ ³¥É·¨Î¥¸±¨° É¥´§μ· Ëμ´μ¢μ£μ ¶·μ-
¸É· ´¸É¢ -¢·¥³¥´¨, Jμ = gμνJν , ¨ ¤²Ö ±· É±μ¸É¨ ¢ μ¡μ§´ Î¥´¨¨ Éμ±  μ¶ÊÐ¥´
¨´¤¥±¸ B. ŒÒ ¶·¥¤¶μ² £ ¥³, ÎÉμ ´ Î ²Ó´ Ö ³¥É·¨±  Ö¢²Ö¥É¸Ö μ¡ÒÎ´μ° ³¥-
É·¨±μ° μ¡Ð¥° É¥μ·¨¨ μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ¸É¨, ¨ ¨§ÊÎ ¥³ ¢μ§´¨±´μ¢¥´¨¥ ¶μ¶· ¢μ±,
¢Ò§¢ ´´ÒÌ μ¶¨¸ ´´μ° ´¨¦¥ ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸ÉÓÕ.

‚ μÉ²¨Î¨¥ μÉ ¸± ²Ö·´μ° Ô²¥±É·μ¤¨´ ³¨±¨ ¡ ·¨μ´´Ò° Éμ± ¸± ²Ö·μ¢ ´¥
μ¶·¥¤¥²¥´ μ¤´μ§´ Î´μ. ‚ Ô²¥±É·μ¤¨´ ³¨±¥ Ëμ·³  Ô²¥±É·¨Î¥¸±μ£μ Éμ±  ¤¨±-
ÉÊ¥É¸Ö Ê¸²μ¢¨Ö³¨ ± ²¨¡·μ¢μÎ´μ° ¨´¢ ·¨ ´É´μ¸É¨ ¨ ¸μÌ· ´¥´¨Ö Éμ± , ±μÉμ-
·Ò¥ É·¥¡ÊÕÉ ¤μ¡ ¢²¥´¨Ö ± Éμ±Ê ¸² £ ¥³μ£μ, É ± ´ §Ò¢ ¥³μ£μ ®sea-gull¯ Î²¥´ ,
¶·μ¶μ·Í¨μ´ ²Ó´μ£μ e2Aμ|φ|2, £¤¥ Aμ Å Ô²¥±É·μ³ £´¨É´Ò° ¶μÉ¥´Í¨ ².

‘ ¤·Ê£μ° ¸Éμ·μ´Ò, É¥μ·¨Ö, μ¶·¥¤¥²Ö¥³ Ö ¤¥°¸É¢¨¥³ (4.90), ´¥ μ¡² ¤ ¥É
²μ± ²Ó´μ° U(1)-¸¨³³¥É·¨¥°. �É  É¥μ·¨Ö ¨´¢ ·¨ ´É´  Éμ²Ó±μ μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ
U(1)-¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨° ¸ ¶μ¸ÉμÖ´´μ° Ë §μ°, ¶μÔÉμ³Ê ¡ ·¨μ´´Ò° Éμ± ¸± ²Ö-
·μ¢ ´¥ Ö¢²Ö¥É¸Ö μ¤´μ§´ Î´μ μ¶·¥¤¥²¥´´Ò³. ‚ Î ¸É´μ¸É¨, ³Ò ³μ¦¥³ ¤μ¡ ¢¨ÉÓ
± Éμ±Ê  ´ ²μ£ ®sea-gull¯ Î²¥´ , ∼ (∂μR) |φ|2, ¸ ¶·μ¨§¢μ²Ó´Ò³ ±μÔËË¨Í¨¥´-
Éμ³. ‚¸²¥¤¸É¢¨¥ ÔÉμ£μ ³Ò · ¸¸³ É·¨¢ ¥³ ¤¢¥ ¢μ§³μ¦´μ¸É¨: 1) ®sea-gull¯ Î²¥´
μÉ¸ÊÉ¸É¢Ê¥É ¨ Éμ± ´¥ ¸μÌ· ´Ö¥É¸Ö; 2) ®sea-gull¯ Î²¥´ ¢Ìμ¤¨É ¸ ±μÔËË¨Í¨¥´Éμ³,
μ¡¥¸¶¥Î¨¢ ÕÐ¨³ ¸μÌ· ´¥´¨¥ Éμ± . ‚ μ¡μ¨Ì ¸²ÊÎ ÖÌ ¡ ·¨μ´´ Ö  ¸¨³³¥É·¨Ö ´¥
³μ¦¥É ¢μ§´¨±´ÊÉÓ ¡¥§ ¤μ¶μ²´¨É¥²Ó´μ£μ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö. �Éμ μÎ¥¢¨¤´μ ¢ ¶μ-
¸²¥¤´¥³ ¸²ÊÎ ¥, ±μ£¤  Éμ± ¸μÌ· ´Ö¥É¸Ö, ´μ ÔÉμ É ±¦¥ ¢¥·´μ ¨ ¢ ¶¥·¢μ³ ¸²ÊÎ ¥,
´¥¸³μÉ·Ö ´  ´¥¸μÌ· ´¥´¨¥ Éμ± , ¶·μ¸Éμ ¶μÉμ³Ê, ÎÉμ ´¥´Ê²¥¢ Ö ¤¨¢¥·£¥´Í¨Ö
DμJμ ´¥ ³¥´Ö¥É ¡ ·¨μ´´μ£μ Î¨¸²  ¶μ²Ö φ,   Éμ²Ó±μ ¢¥¤¥É ± ¶¥·¥· ¸¶·¥¤¥²¥-
´¨Õ Î ¸É¨Í ¢ Ë §μ¢μ³ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥. �μÔÉμ³Ê ¤²Ö ¸μ§¤ ´¨Ö ²Õ¡μ° ´¥´Ê²¥¢μ°
¡ ·¨μ´´μ°  ¸¨³³¥É·¨¨ ´Ê¦´μ ¢¢¥¸É¨ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨¥ φ ¸ ¤·Ê£¨³¨ Î ¸É¨Í ³¨,
±μÉμ·μ¥, ¤¥² Ö ¶μÉ¥´Í¨ ² U ´¥¨´¢ ·¨ ´É´Ò³ μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ ¢· Ð¥´¨Ö Ë §Ò
¶μ²Ö φ, ´ ·ÊÏ ¥É ¸μÌ· ´¥´¨¥ ¡ ·¨μ´´μ£μ Î¨¸² .

…¸²¨ ¶μÉ¥´Í¨ ² U(φ) ´¥ ¨´¢ ·¨ ´É¥´ ¶μ μÉ´μÏ¥´¨Õ ± U(1)-¢· Ð¥´¨Õ,
φ → exp (iβ)φ, ¡ ·¨μ´´Ò° Éμ±, μ¶·¥¤¥²¥´´Ò° μ¡ÒÎ´Ò³ μ¡· §μ³:

J1μ = iq(φ∗∂μφ − φ∂μφ∗), (4.91)

´¥ ¸μÌ· ´Ö¥É¸Ö. ‡¤¥¸Ó q Å ¡ ·¨μ´´μ¥ Î¨¸²μ φ.
�·¨ É ±μ³ ¢Ò¡μ·¥ Éμ±  ¶μ²ÊÎ ¥³ ¨§ ² £· ´¦¨ ´  (4.89) Ê· ¢´¥´¨Ö ¤²Ö

£· ¢¨É Í¨μ´´μ£μ ¶μ²Ö ¢ ¢¨¤¥

M2
Pl

16π

(
Rμν − 1

2
gμνR

)
− 1

M2

([
Rμν − (DμDν − gμνD2)

]
DαJα

1 +

+
1
2
gμνJα

1 DαR − 1
2
(J1νDμR + J1μDνR)

)
−

− 1
2
(DμφDνφ∗ + DνφDμφ∗) +

1
2
gμν(DαφDαφ∗ − U(φ)) =

1
2

Tμν , (4.92)
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£¤¥ Dμ Å ±μ¢ ·¨ ´É´ Ö ¶·μ¨§¢μ¤´ Ö ¢ ³¥É·¨±¥ gμν (μÎ¥¢¨¤´μ, ¤²Ö ¸± ²Ö·μ¢
Dμ = ∂μ); Tμν Å É¥´§μ· Ô´¥·£¨¨-¨³¶Ê²Ó¸  ³ É¥·¨¨, ¶μ²ÊÎ¥´´Ò° ¨§ ¤¥°-
¸É¢¨Ö Am.

‚ÒÎ¨¸²ÖÖ ¸²¥¤ Ê· ¢´¥´¨Ö (4.92) ¶μ ¨´¤¥±¸ ³ μ ¨ ν, ´ Ìμ¤¨³

M2
Pl

16π
R +

1
M2

[
(R + 3D2)DαJα

1 + Jα
1 DαR

]
−

− DαφDαφ∗ + 2U(φ) − 1
2

T μ
μ . (4.93)

“· ¢´¥´¨¥ ¤¢¨¦¥´¨Ö ¤²Ö ¶μ²Ö φ ¨³¥¥É ¢¨¤

D2φ +
∂U

∂φ∗ = − iq

M2
(2DμR Dμφ + φD2R). (4.94)

‘μ£² ¸´μ μ¶·¥¤¥²¥´¨Õ (4.91) ¤¨¢¥·£¥´Í¨Ö Éμ±  · ¢´ 

DμJμ
1 =

2q2

M2

[
DμR (φ∗Dμφ + φDμφ∗) + |φ|2D2R

]
+

+ iq

(
φ

∂U

∂φ
− φ∗ ∂U

∂φ∗

)
. (4.95)

…¸²¨ ¶μÉ¥´Í¨ ² U ¨´¢ ·¨ ´É¥´ ¶μ μÉ´μÏ¥´¨Õ ± ¢· Ð¥´¨Õ Ë §Ò ¶μ²Ö
φ, É. ¥. U = U(|φ|), ¶μ¸²¥¤´¥¥ ¸² £ ¥³μ¥ ¢ ÔÉμ³ ¢Ò· ¦¥´¨¨ ¨¸Î¥§ ¥É. ’μ±
¶μ-¶·¥¦´¥³Ê μ¸É ¥É¸Ö ´¥¸μÌ· ´ÖÕÐ¨³¸Ö, ´μ ÔÉμ ´¥¸μÌ· ´¥´¨¥ ´¥ ¢¥¤¥É ´¨
± ± ±μ° ¡ ·¨μ´´μ°  ¸¨³³¥É·¨¨. „¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ, ¤¨¢¥·£¥´Í¨Ö Éμ±  ¶·μ¶μ·-
Í¨μ´ ²Ó´  ¡¨²¨´¥°´Ò³ ±μ³¡¨´ Í¨Ö³ φ∗ ¨ φ ¨²¨ ¨Ì ¶·μ¨§¢μ¤´ÒÌ, ¶μÔÉμ³Ê
¢μ§³μ¦´Ò ·μ¦¤¥´¨¥ ¨²¨  ´´¨£¨²ÖÍ¨Ö Éμ²Ó±μ · ¢´μ£μ ±μ²¨Î¥¸É¢  ¡ ·¨μ´μ¢ ¨
 ´É¨¡ ·¨μ´μ¢.

„²Ö ¸μ§¤ ´¨Ö ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±μ° ¡ ·¨μ´´μ°  ¸¨³³¥É·¨¨ ´Ê¦´μ ¢¢¥¸É¨ ´μ-
¢Ò¥ ¢¨¤Ò ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö, ´ ¶·¨³¥·, ¶μÉ¥´Í¨ ² ¢¨¤  U4 = λ4φ

4+λ∗
4φ

∗4. �ÉμÉ
¶μÉ¥´Í¨ ², ¡¥§Ê¸²μ¢´μ, ´¥ ¨´¢ ·¨ ´É¥´ ¶μ μÉ´μÏ¥´¨Õ ± ¢· Ð¥´¨Õ Ë §Ò φ
¨ ³μ¦¥É ¨´¤ÊÍ¨·μ¢ ÉÓ ¶·μÍ¥¸¸ ¶¥·¥Ìμ¤  ¤¢ÊÌ ¸± ²Ö·´ÒÌ ¡ ·¨μ´μ¢ ¢ ¤¢   ´-
É¨¡ ·¨μ´ , 2φ → 2φ̄, ¶·μÉ¥± ÕÐ¨° ¡¥§ ¸μÌ· ´¥´¨Ö ¡ ·¨μ´´μ£μ Î¨¸² . „μ-
¶μ²´¨É¥²Ó´μ¥ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨¥, ¢ ±μÉμ·μ³ ¡ ·¨μ´´μ¥ Î¨¸²μ ´¥ ¸μÌ· ´Ö¥É¸Ö,
³μ¦¥É ¸μ¤¥·¦ ÉÓ ´¥±μÉμ·Ò¥ ¤·Ê£¨¥ ¶μ²Ö, ´ ¶·¨³¥·, ¸² £ ¥³μ¥ φq̄q, £¤¥ q ¥¸ÉÓ
´¥±μÉμ·Ò° Ë¥·³¨μ´, ´¥ μ¡Ö§ É¥²Ó´μ ±¢ ·±. ’ ±¨¥ (¨²¨ ¡μ²¥¥ ¸²μ¦´Ò¥) ¸² -
£ ¥³Ò¥ ³μ£ÊÉ ¡ÒÉÓ ¢±²ÕÎ¥´Ò ¢ ¶μÉ¥´Í¨ ² U , ¡² £μ¤ ·Ö Î¥³Ê ¡Ê¤¥É ´ ·ÊÏ¥´ 
¨´¢ ·¨ ´É´μ¸ÉÓ É¥μ·¨¨ μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ ¢· Ð¥´¨Ö Ë §Ò ¶μ²Ö φ.

…¸²¨ U = U(|φ|) ¨ É¥μ·¨Ö ¨´¢ ·¨ ´É´  ¶μ μÉ´μÏ¥´¨Õ ± ¢· Ð¥´¨Õ Ë §Ò
φ → exp (iβ)φ ¸ ¶μ¸ÉμÖ´´Ò³ β, Éμ, ¶μ É¥μ·¥³¥ �¥É¥·, ¤μ²¦¥´ ¸ÊÐ¥¸É¢μ¢ ÉÓ
¸μÌ· ´ÖÕÐ¨°¸Ö Éμ±, ±μÉμ·Ò° ¨³¥¥É ¢¨¤

J2μ = iq (φ∗∂μφ − φ∂μφ∗) − 2q2

M2
|φ|2 DμR. (4.96)
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� ¶μ³´¨³, ÎÉμ ¶μ¸²¥¤´¥¥ ¸² £ ¥³μ¥ ¢ ÔÉμ³ ¢Ò· ¦¥´¨¨ ´ §Ò¢ ¥É¸Ö ®sea-gull¯
Î²¥´μ³ É ± ¦¥, ± ± ¨ ¢ ¸± ²Ö·´μ° Ô²¥±É·μ¤¨´ ³¨±¥.

“· ¢´¥´¨¥ ¤¢¨¦¥´¨Ö ¤²Ö ¶μ²Ö φ ³μ¤¨Ë¨Í¨·Ê¥É¸Ö ¸²¥¤ÊÕÐ¨³ μ¡· §μ³:

D2φ +
∂U

∂φ∗ = − iq

M2
(2DμRDμφ + φD2R) +

2q2

M4
φDμRDμR, (4.97)

  ¤¨¢¥·£¥´Í¨Ö Éμ±  É¥¶¥·Ó · ¢´ 

DμJμ
2 = iq

(
φ

∂U

∂φ
− φ∗ ∂U

∂φ∗

)
. (4.98)

�μ¢Éμ·¨³, ÎÉμ ¶· ¢ Ö Î ¸ÉÓ ÔÉμ£μ ¢Ò· ¦¥´¨Ö ¡Ê¤¥É · ¢´  ´Ê²Õ, ¥¸²¨ U =
U(|φ|).

‘μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ, ¢ Ê· ¢´¥´¨Ö ¤¢¨¦¥´¨Ö £· ¢¨É Í¨μ´´μ£μ ¶μ²Ö ¤μ¡ ¢ÖÉ¸Ö
¸² £ ¥³Ò¥, ¶μ²ÊÎ¥´´Ò¥ ¢ ·¨ Í¨¥° ®sea-gull¯ Î²¥´  ¢ Éμ±¥, ¨ ÔÉ¨ Ê· ¢´¥´¨Ö
¶·¨μ¡·¥ÉÊÉ ¢¨¤

M2
Pl

16π

(
Rμν − 1

2
gμνR

)
− 1

M2

[ (
Rμν − DμDν + gμνD2

)
DαJα

2 +

+
1
2
gμνJα

2 DαR − 1
2
(J2νDμR + J2μDνR)

]
−

− 2q2

M4

(
Rμν − DμDν + gμνD2

)
Dα(|φ|2 DαR)−

− 1
2
(DμφDνφ∗ + DνφDμφ∗) +

1
2
gμν [DαφDαφ∗ − U(φ)] =

1
2

Tμν . (4.99)

� ³¨ ¡Ò²μ ¶·μ¢¥·¥´μ, ÎÉμ ±μ¢ ·¨ ´É´ Ö ¶·μ¨§¢μ¤´ Ö Dμ, ¤¥°¸É¢ÊÕÐ Ö ´ 
²¥¢ÊÕ Î ¸ÉÓ Ê· ¢´¥´¨Ö (4.92) ¨²¨ (4.99), · ¢´  ´Ê²Õ, ± ± ¨ ¤μ²¦´μ ¡ÒÉÓ.

‚ÒÎ¨¸²ÖÖ ¸²¥¤ Ê· ¢´¥´¨Ö (4.99) ¶μ ¨´¤¥±¸ ³ μ ¨ ν, ¶μ²ÊÎ¨³

M2
Pl

16π
R +

1
M2

[
(R + 3D2)DαJα

2 + Jα
2 DαR

]
+

+
2q2

M4
(R + 3D2)Dα(|φ|2 DαR) − DαφDαφ∗ + 2U(φ) = −1

2
T μ

μ . (4.100)

4.2.2. �¥Ï¥´¨Ö ¢ ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±μ° ³¥É·¨±¥. � °¤¥³ ·¥Ï¥´¨Ö ¶μ²Ê-
Î¥´´ÒÌ ¢ÒÏ¥ Ê· ¢´¥´¨° ¤¢¨¦¥´¨Ö ¢ ±μ¸³μ²μ£¨¨, ¨¸¶μ²Ó§ÊÖ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥´´μ
¶²μ¸±ÊÕ Ëμ´μ¢ÊÕ ³¥É·¨±Ê ”·¨¤³ ´ Ä�μ¡¥·É¸μ´ Ä“μ±¥·  ¢ ¢¨¤¥

ds2 = dt2 − a2(t) dr2. (4.101)

‚ μ¤´μ·μ¤´μ³ ¸²ÊÎ ¥ (4.93) ¤²Ö ¸± ²Ö·  ±·¨¢¨§´Ò ¶·¨´¨³ ¥É ¢¨¤

M2
Pl

16π
R +

1
M2

[
(R + 3∂2

t + 9H∂t)DαJα
1 + ṘJ0

1

]
= −T (tot)

2
, (4.102)
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£¤¥ J0 Å ¶²μÉ´μ¸ÉÓ ¡ ·¨μ´´μ£μ Î¨¸²  φ-¶μ²Ö; H = ȧ/a Å ¶ · ³¥É· • ¡¡² ;
T (tot) Å ¸²¥¤ É¥´§μ·  Ô´¥·£¨¨ ¨³¶Ê²Ó¸  ³ É¥·¨¨, ¢±²ÕÎ ÕÐ¨° ¢±² ¤ μÉ ¶μ²Ö
φ. ‚ μ¤´μ·μ¤´μ° ¨ ¨§μÉ·μ¶´μ° ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±μ° ¶² §³¥

T (tot) = ρ − 3P, (4.103)

£¤¥ ρ ¨ P Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ¶²μÉ´μ¸ÉÓÕ Ô´¥·£¨¨ ¨ ¤ ¢²¥´¨¥³ ¶² §³Ò ¸μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ.
„²Ö ·¥²ÖÉ¨¢¨¸É¸±μ° ¶² §³Ò ρ = π2g∗T

4/30, £¤¥ T ¨ g∗ Å É¥³¶¥· ÉÊ·  ¨
Î¨¸²μ É¨¶μ¢ Î ¸É¨Í ¢ ¶² §³¥ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ. � · ³¥É· • ¡¡²  ¢Ò· ¦ ¥É¸Ö
Î¥·¥§ ρ ± ± H2 = 8πρ/(3M2

Pl) ∼ T 4/M2
Pl.

Šμ¢ ·¨ ´É´ Ö ¤¨¢¥·£¥´Í¨Ö Éμ±  ¤ ¥É¸Ö ¢Ò· ¦¥´¨¥³ (4.95). ‚ · ¸¸³ É·¨-
¢ ¥³μ³ ´ ³¨ μ¤´μ·μ¤´μ³ ¸²ÊÎ ¥ μ´  ¶·¨´¨³ ¥É ¢¨¤

DαJα
1 =

2q2

M2

[
Ṙ (φ∗φ̇ + φφ̇∗) + (R̈ + 3HṘ)φ∗φ

]
+

+ iq

(
φ

∂U

∂φ
− φ∗ ∂U

∂φ∗

)
. (4.104)

—Éμ¡Ò ¶μ²ÊÎ¨ÉÓ Ê· ¢´¥´¨¥ ¤¢¨¦¥´¨Ö ¤²Ö ±² ¸¸¨Î¥¸±μ£μ ¶μ²Ö R ¢ ±μ¸-
³μ²μ£¨Î¥¸±μ° ¶² §³¥, ´Ê¦´μ ¶·μ¢¥¸É¨ Ê¸·¥¤´¥´¨¥ ¶·μ¨§¢¥¤¥´¨° ±¢ ´Éμ¢ÒÌ
μ¶¥· Éμ·μ¢ φ, φ∗ ¨ ¨Ì ¶·μ¨§¢μ¤´ÒÌ ¶μ · ¢´μ¢¥¸´μ° ¶² §³¥. „²Ö ÔÉμ£μ · §-
²μ¦¨³ μ¶¥· Éμ· ¶μ²Ö φ(x) ¶μ ±¢ ´Éμ¢Ò³ μ¶¥· Éμ· ³ ·μ¦¤¥´¨Ö-Ê´¨ÎÉμ¦¥´¨Ö
¸²¥¤ÊÕÐ¨³ μ¡· §μ³:

φ(x) =
∫

d3q√
2Eq(2π)3

[
a(q) e−iEqt+iqx + b†(q) eiEqt−iqx

]
, (4.105)

£¤¥ Eq =
√

q2 + m2
φ ¸ q = |q|. ‚ Ê· ¢´¥´¨¨ (4.105) a ¨ a(†), b ¨ b(†) μ¡μ§´ -

Î ÕÉ μ¶¥· Éμ·Ò Ê´¨ÎÉμ¦¥´¨Ö ¨ ·μ¦¤¥´¨Ö ¸± ²Ö·´ÒÌ Î ¸É¨Í ¨  ´É¨Î ¸É¨Í ¸μ-
μÉ¢¥É¸É¢¥´´μ. �É¨ μ¶¥· Éμ·Ò Ê¤μ¢²¥É¢μ·ÖÕÉ ±μ³³ÊÉ Í¨μ´´Ò³ ¸μμÉ´μÏ¥´¨Ö³[

a(q), a†(q′)
]

= 2Eq(2π)3δ(q − q′), (4.106)

¨ Éμ ¦¥ ¸ ³μ¥ ¤²Ö b(q).
�·μ¨§¢¥¤¥´¨Ö μ¶¥· Éμ·μ¢ ·μ¦¤¥´¨Ö-Ê´¨ÎÉμ¦¥´¨Ö, Ê¸·¥¤´¥´´Ò¥ ¶μ ¸·¥¤¥,

¨³¥ÕÉ ¸²¥¤ÊÕÐ¨° ¢¨¤ (¸³., ´ ¶·¨³¥·, [214]):

〈a†(q)a(q′)〉 = fB(Eq) δ(3)(q − q′),

〈a(q)a†(q′)〉 = [1 + fB(Eq)] δ(3)(q − q′),
(4.107)

〈b†(q)b(q′)〉 = fB̄(Eq) δ(3)(q − q′),

〈b(q)b†(q′)〉 = [1 + fB̄(Eq)] δ(3)(q − q′),
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£¤¥ fB,B̄(Eq) Å § ¢¨¸ÖÐ Ö μÉ Ô´¥·£¨¨ ËÊ´±Í¨Ö · ¸¶·¥¤¥²¥´¨Ö ¡μ§μ´ , ±μÉμ-
· Ö ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ ¶·μ¨§¢μ²Ó´μ°, ¶μ¸±μ²Ó±Ê ³Ò ¶·¥¤¶μ² £ ¥³ Éμ²Ó±μ, ÎÉμ ¸·¥¤ 
Ö¢²Ö¥É¸Ö μ¤´μ·μ¤´μ° ¨ ¨§μÉ·μ¶´μ°. ŒÒ É ±¦¥ ¶·¥¤¶μ² £ ¥³, ± ± ÔÉμ μ¡ÒÎ´μ
¤¥² ¥É¸Ö, ÎÉμ ´¥¤¨ £μ´ ²Ó´Ò¥ ³ É·¨Î´Ò¥ Ô²¥³¥´ÉÒ μ¶¥· Éμ·μ¢ ·μ¦¤¥´¨Ö-
Ê´¨ÎÉμ¦¥´¨Ö · ¢´Ò ´Ê²Õ ¨§-§  μÉ¸ÊÉ¸É¢¨Ö ±μ£¥·¥´É´μ¸É¨. „²Ö ¢ ±ÊÊ³´μ£μ
¸μ¸ÉμÖ´¨Ö f(E) = 0, ¨ ³Ò ¶μ²ÊÎ ¥³ μ¡ÒÎ´μ¥ ¢ ±ÊÊ³´μ¥ ¸·¥¤´¥¥ μ¶¥· Éμ-
·μ¢ aa† ¨ a†a, ±μÉμ·Ò³ ³μ¦´μ ¶·¥´¥¡·¥ÎÓ, É ± ± ± ´ ¸ ¨´É¥·¥¸Ê¥É Éμ²Ó±μ
¢²¨Ö´¨¥ ³ É¥·¨¨.

“¸·¥¤´ÖÖ ¶·μ¨§¢¥¤¥´¨¥ φ∗(x)φ(x), ¶μ²ÊÎ¨³

〈φ∗(x)φ(x)〉 =
∫

d3q d3q′

2 (2π)3
√

EqEq′
×

× 〈[a†(q)eiEqt−iqx+ b(q) e−iEqt+iqx][a(q′) e−iEq′ t+iq′x+ b†(q′) eiEq′ t−iq′x]〉 =

=
∫

d3q

(2π)3Eq
f(Eq, T ). (4.108)

‚ É¥¶²μ¢μ³ · ¢´μ¢¥¸¨¨ ËÊ´±Í¨¨ · ¸¶·¥¤¥²¥´¨Ö ¡μ§μ´μ¢ ¨ ¨Ì  ´É¨Î ¸É¨Í
¸ ´Ê²¥¢Ò³ Ì¨³¨Î¥¸±¨³ ¶μÉ¥´Í¨ ²μ³ ¨³¥ÕÉ μ¡ÒÎ´ÊÕ Ëμ·³Ê 	μ§¥Ä�°´ÏÉ¥°´ :

fB(E, T ) = fB̄(E, T ) =
1

exp (E/T ) − 1
, (4.109)

£¤¥ ¢ ¶·¥¤¥²¥ ¢Ò¸μ±¨Ì É¥³¶¥· ÉÊ· ³μ¦´μ ¶·¥´¥¡·¥ÎÓ ³ ¸¸μ° Î ¸É¨ÍÒ, É. ¥.
³μ¦´μ ¸Î¨É ÉÓ Eq = |q| ≡ q.

�μ¸²¥¤´¨° ¨´É¥£· ² ¢ (4.108) ²¥£±μ ¡¥·¥É¸Ö ¨ ¤ ¥É

〈φ∗(x)φ(x)〉 =
1

2π2

∫
dq q

eq/T − 1
=

T 2

2π2

∞∫
0

dz z

ez − 1
=

T 2

12
. (4.110)

‘·¥¤´¥¥ §´ Î¥´¨¥ μ¶¥· Éμ·  〈φ∗φ̇ + φ̇∗φ〉 · ¢´μ ´Ê²Õ.
�μ¤¸É ¢²ÖÖ ´ °¤¥´´Ò¥ ¸·¥¤´¨¥ §´ Î¥´¨Ö ¢ Ê· ¢´¥´¨¥ ¤²Ö ¸± ²Ö·  ±·¨-

¢¨§´Ò (4.102) ¨ ¶·¥´¥¡·¥£ Ö ¶μ¸²¥¤´¨³ ¸² £ ¥³Ò³ ¢ ¢Ò· ¦¥´¨¨ ¤²Ö ¤¨¢¥·-
£¥´Í¨¨ Éμ±  (4.104), ¶·¨Ìμ¤¨³ ± ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ³Ê Ê· ¢´¥´¨Õ Î¥É¢¥·Éμ£μ
¶μ·Ö¤± :

M2
Pl

16π
R +

q2

6M4

(
R + 3∂2

t + 9H∂t

) [(
R̈ + 3HṘ

)
T 2

]
+

+
1

M2
Ṙ 〈J0

1 〉 = −T (tot)

2
. (4.111)

‡¤¥¸Ó 〈J0〉 Ö¢²Ö¥É¸Ö É¥¶²μ¢Ò³ ¸·¥¤´¨³ §´ Î¥´¨¥³ ¶²μÉ´μ¸É¨ ¡ ·¨μ´´μ£μ Î¨-
¸²  ¶μ²Ö φ. �·¥¤¶μ² £ ¥É¸Ö, ÎÉμ · ¢´μ¥ ´Ê²Õ ¨§´ Î ²Ó´μ, μ´μ £¥´¥·¨·Ê¥É¸Ö
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¢ ·¥§Ê²ÓÉ É¥ £· ¢¨É Í¨μ´´μ£μ ¡ ·¨μ¸¨´É¥§ . ŒÒ ¶·¥´¥¡·¥£ ¥³ ÔÉ¨³ ¸² £ ¥-
³Ò³, ¶μ¸±μ²Ó±Ê μ´μ ´¥ ¢²¨Ö¥É ´  Ô±¸¶μ´¥´Í¨ ²Ó´Ò° ·μ¸É R ¶·¨ · §¢¨É¨¨
´¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¨.

“· ¢´¥´¨¥ (4.111) ¥Ð¥ ¡μ²ÓÏ¥ Ê¶·μÐ ¥É¸Ö, ¥¸²¨ R(t) ³¥´Ö¥É¸Ö §´ Î¨-
É¥²Ó´μ ¡Ò¸É·¥¥, Î¥³ É¥³¶ · ¸Ï¨·¥´¨Ö ‚¸¥²¥´´μ°, ¤·Ê£¨³¨ ¸²μ¢ ³¨, ¥¸²¨
R̈/Ṙ 
 H . ‘μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ, É¥³¶¥· ÉÊ·Ê ³μ¦´μ ¸Î¨É ÉÓ  ¤¨ ¡ É¨Î¥¸±¨ ¶μ-
¸ÉμÖ´´μ°. ‘¶· ¢¥¤²¨¢μ¸ÉÓ ÔÉ¨Ì ¶·¥¤¶μ²μ¦¥´¨° ¶·μ¢¥·Ö¥É¸Ö a posteriori ¶μ¸²¥
Éμ£μ, ± ± ·¥Ï¥´¨¥ ¤²Ö R(t) ´ °¤¥´μ.

“¤¥·¦¨¢ Ö Éμ²Ó±μ ²¨´¥°´Ò¥ ¶μ R Î²¥´Ò ¨ ¶·¥´¥¡·¥£ Ö ¡μ²¥¥ ¢Ò¸μ±¨³¨
¸É¥¶¥´Ö³¨ R É ±¨³¨, ± ± R2 ¨²¨ HR, ¶μ²ÊÎ ¥³ ²¨´¥°´μ¥ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ¥
Ê· ¢´¥´¨¥ Î¥É¢¥·Éμ£μ ¶μ·Ö¤± :

d4R

dt4
+ μ4R = −1

2
T (tot), (4.112)

£¤¥

μ4 =
M2

PlM
4

8πq2T 2
. (4.113)

�¤´μ·μ¤´ Ö Î ¸ÉÓ ÔÉμ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö ¨³¥¥É Ô±¸¶μ´¥´Í¨ ²Ó´μ¥ ·¥Ï¥´¨¥ R ∼
exp (λt) ¸

λ = |μ| exp
(

iπ

4
+

iπn

2

)
, (4.114)

£¤¥ n = 0, 1, 2, 3.
‘ÊÐ¥¸É¢ÊÕÉ ¤¢  ·¥Ï¥´¨Ö ¸ ¶μ²μ¦¨É¥²Ó´μ° ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ° Î ¸ÉÓÕ λ. �Éμ

μ§´ Î ¥É, ÎÉμ ¸± ²Ö· ±·¨¢¨§´Ò Ô±¸¶μ´¥´Í¨ ²Ó´μ ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢ ¶μ μÉ´μÏ¥´¨Õ
± ³ ²Ò³ ¢μ§³ÊÐ¥´¨Ö³, É. ¥. R ¡Ê¤¥É Ô±¸¶μ´¥´Í¨ ²Ó´μ · ¸É¨ ¸μ ¢·¥³¥´¥³ ¨
¡Ò¸É·μ μ¸Í¨²²¨·μ¢ ÉÓ ¢μ±·Ê£ ÔÉμ° · ¸ÉÊÐ¥° ËÊ´±Í¨¨.

’¥¶¥·Ó ¸²¥¤Ê¥É ¶·μ¢¥·¨ÉÓ, ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ ²¨ Ì · ±É¥·´ Ö ¸±μ·μ¸ÉÓ ·μ¸É 
¢μ§³ÊÐ¥´¨° §´ Î¨É¥²Ó´μ ¶·¥¢ÒÏ ¥É É¥³¶ · ¸Ï¨·¥´¨Ö ‚¸¥²¥´´μ°, É. ¥.

(Re λ)4 > H4 =
(

8πρ

3M2
Pl

)2

=
16π6g2

∗
2025

T 8

M4
Pl

, (4.115)

£¤¥ ρ = π2g∗T
4/30 ¥¸ÉÓ ¶²μÉ´μ¸ÉÓ Ô´¥·£¨¨ ¶¥·¢¨Î´μ° ¶² §³Ò ¶·¨ É¥³¶¥· -

ÉÊ·¥ T , ¸ Î¨¸²μ³ g∗ ∼ 10−100 ·¥²ÖÉ¨¢¨¸É¸±¨Ì ¸É¥¶¥´¥° ¸¢μ¡μ¤Ò ¢ ¶² §³¥.
�Éμ Ê¸²μ¢¨¥ ¢Ò¶μ²´Ö¥É¸Ö, ¥¸²¨

2025
29π7q2g2

∗

M6
PlM

4

T 10
> 1, (4.116)
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¨²¨, £·Ê¡μ, ¥¸²¨ T � M
3/5
Pl M2/5. �μ¤Î¥·±´¥³, ÎÉμ ¶·¨ É ±¨Ì É¥³¶¥· ÉÊ-

· Ì ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸ÉÓ ¡Ò¸É·μ · §¢¨¢ ¥É¸Ö ¨ ¸É ´¤ ·É´ Ö ±μ¸³μ²μ£¨Ö ¡Ê¤¥É · §-
·ÊÏ¥´ .

…¸²¨ ³Ò § ÌμÉ¨³ ¸μÌ· ´¨ÉÓ Ê¸¶¥Ï´Ò¥ ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ ¶¥·¢¨Î´μ£μ ´Ê±²¥μ¸¨´-
É¥§  (BBN) ¨ ´ ²μ¦¨³ Ê¸²μ¢¨¥, ÎÉμ ¢·¥³Ö · §¢¨É¨Ö ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¨ ¡μ²ÓÏ¥
¢·¥³¥´¨ • ¡¡²  ¢ Ô¶μÌÊ BBN ¶·¨ É¥³¶¥· ÉÊ· Ì T ∼ 1 ŒÔ‚, Éμ ¶μ²ÊÎ¨³, ÎÉμ
±μ´¸É ´É  M ¤μ²¦´  ¡ÒÉÓ Ô±¸É·¥³ ²Ó´μ ³ ² , M < 10−32 ŒÔ‚. †¥² ´¨¥
¸μÌ· ´¨ÉÓ ¸É ´¤ ·É´ÊÕ ±μ¸³μ²μ£¨Õ ¶·¨ ¥Ð¥ ³¥´ÓÏ¨Ì É¥³¶¥· ÉÊ· Ì ¶μÉ·¥-
¡Ê¥É ¥Ð¥ ³¥´ÓÏ¥° M . Š·μÏ¥Î´ Ö M ¶·¨¢μ¤¨É ± μ£·μ³´μ° ¸¨²¥ ¸¢Ö§¨ (4.89).
�Éμ, μÎ¥¢¨¤´μ, ¤μ²¦´μ ¢¥¸É¨ ± § ³¥É´Ò³ ÔËË¥±É ³ ¢  ¸É·μË¨§¨±¥.

4.2.3. �¡¸Ê¦¤¥´¨¥ ¶μ²ÊÎ¥´´ÒÌ ·¥§Ê²ÓÉ Éμ¢. ŒÒ ¶μ± § ²¨, ÎÉμ ¤μ-
¡ ¢²¥´¨¥ § ¢¨¸ÖÐ¥£μ μÉ ±·¨¢¨§´Ò ¸² £ ¥³μ£μ (4.89) ¢ ² £· ´¦¨ ´ ƒ¨²Ó¡¥·É Ä
�°´ÏÉ¥°´  ¶·¨¢μ¤¨É ± ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´Ò³ Ê· ¢´¥´¨Ö³ ¤¢¨¦¥´¨Ö 4-£μ ¶μ-
·Ö¤±  (4.111) ¨²¨ (4.143) ¤²Ö ¸± ²Ö·  ±·¨¢¨§´Ò R. �É¨ Ê· ¢´¥´¨Ö Ö¢²ÖÕÉ¸Ö
´¥Ê¸Éμ°Î¨¢Ò³¨ ¶μ μÉ´μÏ¥´¨Õ ± ³ ²Ò³ ¢μ§³ÊÐ¥´¨Ö³ ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±μ£μ Ëμ´ 
”·¨¤³ ´ Ä�μ¡¥·É¸μ´ Ä“μ±¥· . �¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸ÉÓ, ±μÉμ·ÊÕ ³Ò μ¡´ ·Ê¦¨²¨, ¢¥-
¤¥É ± Ô±¸¶μ´¥´Í¨ ²Ó´μ³Ê ·μ¸ÉÊ ±·¨¢¨§´Ò. „²Ö ¡μ²ÓÏμ£μ ¤¨ ¶ §μ´  ±μ¸-
³μ²μ£¨Î¥¸±¨Ì É¥³¶¥· ÉÊ· · §¢¨É¨¥ ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¨ ¶·μ¨¸Ìμ¤¨É §´ Î¨É¥²Ó´μ
¡Ò¸É·¥¥ · ¸Ï¨·¥´¨Ö ‚¸¥²¥´´μ°. �μ¸É R ³μ£ ¡Ò μ¸É ´μ¢¨ÉÓ ¢²¨Ö´¨¥ ´¥²¨-
´¥°´ÒÌ Î²¥´μ¢ ¢ Ê· ¢´¥´¨ÖÌ ¤¢¨¦¥´¨Ö. �Î¥¢¨¤´μ, ÎÉμ R ¶¥·¥¸É ´¥É · ¸É¨,
±μ£¤  ´¥²¨´¥°´Ò¥ ¸² £ ¥³Ò¥ ¸É ´ÊÉ ¸· ¢´¨³Ò³¨ ¶μ ¢¥²¨Î¨´¥ ¸ ²¨´¥°´Ò³¨.
�Éμ μ§´ Î ¥É, ÎÉμ ·μ¸É μ¸É ´μ¢¨É¸Ö, ±μ£¤  R § ³¥É´μ ¶·¥¢Ò¸¨É §´ Î¥´¨¥ ¸± -
²Ö·  ±·¨¢¨§´Ò ¢ μ¡Ð¥° É¥μ·¨¨ μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ¸É¨. ’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¶·μ¸É Ö
¢¥·¸¨Ö £· ¢¨É Í¨μ´´μ£μ ¡ ·¨μ¸¨´É¥§ , μ¸´μ¢ ´´ Ö ´  ¸¢Ö§¨ (4.89), ´¥¸μ¢³¥-
¸É¨³  ¸ ´ ¡²Õ¤¥´¨Ö³¨, ¨ ´¥μ¡Ìμ¤¨³Ò ´¥±μÉμ·Ò¥ ´μ¢Ò¥ ¸É ¡¨²¨§¨·ÊÕÐ¨¥
É¨¶Ò ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö.

� Ï¨ ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ ¶μ²ÊÎ¥´Ò ¤²Ö ¤¢ÊÌ ¢μ§³μ¦´ÒÌ Ëμ·³ ¸± ²Ö·´μ£μ ¡ -
·¨μ´´μ£μ Éμ± , μÉ²¨Î ÕÐ¨Ì¸Ö ´ ²¨Î¨¥³ ¨²¨ μÉ¸ÊÉ¸É¢¨¥³ ®sea-gull¯ Î²¥´ 
|φ|2∂μR. �¡¥ Ëμ·³Ò Éμ± , J1μ ¨ J2μ, ³μ£ÊÉ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ¸Ö ¤²Ö ¶μ¸É·μ¥-
´¨Ö ³μ¤¥²¨ £· ¢¨É Í¨μ´´μ£μ ¡ ·¨μ£¥´¥§¨¸ . ‚ ¦´Ò³ · §²¨Î¨¥³ ³¥¦¤Ê ÔÉ¨³¨
¤¢Ê³Ö Éμ± ³¨ Ö¢²Ö¥É¸Ö Éμ, ÎÉμ, ¢ μÉ¸ÊÉ¸É¢¨¥ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨° ¶μ²Ö φ ¸ ¤·Ê-
£¨³¨ Î ¸É¨Í ³¨, ¶·μÉ¥± ÕÐ¨Ì ¡¥§ ¸μÌ· ´¥´¨Ö ¡ ·¨μ´´μ£μ Î¨¸² , Éμ± J2μ

¸μÌ· ´Ö¥É¸Ö,   Éμ± J1μ ´¥É.
‚ Ê· ¢´¥´¨¨ (4.111) ³Ò ¶·¥´¥¡·¥£²¨ ¢²¨Ö´¨¥³ ³ É¥·¨¨ ¨, ¢ Î ¸É´μ¸É¨,

¶μ²Ö φ. �¤´ ±μ Ê· ¢´¥´¨Ö ¤¢¨¦¥´¨Ö ¤²Ö φ (4.94) ¨ (4.97) ¤¥³μ´¸É·¨·ÊÕÉ,
ÎÉμ Ô¢μ²ÕÍ¨Ö φ § ¢¨¸¨É μÉ R. �μ ´  ´ Î ²Ó´μ° ¸É ¤¨¨ ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¨, ±μ£¤ 
±·¨¢¨§´  R ¥Ð¥ ´¥ ¤μ¸É¨£²  ¡μ²ÓÏ¨Ì §´ Î¥´¨°, ¢²¨Ö´¨¥³ R ´  φ ³μ¦´μ
¶·¥´¥¡·¥ÎÓ. �·¨ ¡μ²ÓÏ¨Ì R ÔËË¥±É ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´Ò³ ¨ μ± §Ò¢ ÉÓ
§ ³¥É´μ¥ ¢²¨Ö´¨¥ ´  ¡ ·¨μ£¥´¥§¨¸.

‘²¥¤Ê¥É ¸¤¥² ÉÓ ¥Ð¥ μ¤´μ § ³¥Î ´¨¥. ŒÒ ¶·¥¤¶μ² £ ¥³, ÎÉμ ¢´ Î ²¥ R
¡²¨§±μ ± ¥£μ §´ Î¥´¨Õ ¢ �’�, É. ¥. R = RGR+R1(t), £¤¥ R1 Å ³ ² Ö ¶μ¶· ¢± 
± RGR, ¢Ò§¢ ´´ Ö ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸ÉÓÕ Ê· ¢´¥´¨Ö (4.111). �·¨ ÔÉμ³ Ëμ´μ¢ Ö ³¥-
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É·¨±  μ¸É ¥É¸Ö μ¡ÒÎ´μ° ³¥É·¨±μ° ”·¨¤³ ´ Ä�μ¡¥·É¸μ´ Ä“μ±¥·  ¸ ³¥¤²¥´´μ
¨²¨, ²ÊÎÏ¥ ¸± § ÉÓ, ´μ·³ ²Ó´μ ³¥´ÖÕÐ¨³¸Ö ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±¨³ ³ ¸ÏÉ ¡´Ò³
Ë ±Éμ·μ³. Šμ£¤  ¨ ¥¸²¨ R1 ¸É ´μ¢¨É¸Ö ¸· ¢´¨³Ò³ ¶μ ¢¥²¨Î¨´¥ ¸ ± ´μ´¨Î¥-
¸±¨³ RGR, ³ ¸ÏÉ ¡´Ò° Ë ±Éμ· ´ Î¨´ ¥É ³¥´ÖÉÓ¸Ö ¸ Éμ° ¦¥ ¸±μ·μ¸ÉÓÕ, ÎÉμ
¨ R1, ¶μ¸±μ²Ó±Ê ¤²Ö ¶·μ¸É· ´¸É¢¥´´μ ¶²μ¸±μ° ‚¸¥²¥´´μ°

R = −6
(

ä

a
+

ȧ2

a2

)
. (4.117)

…¸²¨ Ê¤ ¸É¸Ö ´ °É¨ ¸É ¡¨²¨§¨·ÊÕÐ¨° ³¥Ì ´¨§³, ¶·¨¢μ¤ÖÐ¨° ± ¶μ¸ÉμÖ´´μ³Ê
R, Éμ ÔÉμ μ¡¥¸¶¥Î¨É Ê¸±μ·¥´´μ¥ · ¸Ï¨·¥´¨¥ ‚¸¥²¥´´μ°. �·¨ ÔÉμ³ ¢§ ¨³μ-
¤¥°¸É¢¨¥ (4.89) ¡Ê¤¥É ¨³¨É¨·μ¢ ÉÓ ÔËË¥±ÉÒ É¥³´μ° Ô´¥·£¨¨.

’ ±¨³ μ¡· §μ³, ´¥¸³μÉ·Ö ´  ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸ÉÓ, ±μÉμ· Ö ± ·¤¨´ ²Ó´μ ³¥´Ö¥É
¨¸Ìμ¤ £· ¢¨É Í¨μ´´μ£μ ¡ ·¨μ£¥´¥§¨¸ , ¸Í¥´ ·¨° ¸ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨¥³ (4.89)
Ö¢²Ö¥É¸Ö ³´μ£μμ¡¥Ð ÕÐ¨³ ¨ ³μ¦¥É ¢¥¸É¨ ± ¨´É¥·¥¸´Ò³ ³μ¤¨Ë¨± Í¨Ö³ ¸É ´-
¤ ·É´μ° ±μ¸³μ²μ£¨¨.

4.3. �¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸ÉÓ £· ¢¨É Í¨μ´´μ£μ ¡ ·¨μ¸¨´É¥§  ¸ Ë¥·³¨μ´ ³¨.
�¡μ¡Ð¨³ ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ, ¶μ²ÊÎ¥´´Ò¥ ¢ ¶. 4.2, ´  ¸²ÊÎ ° ¡μ²¥¥ ·¥ ²¨¸É¨Î´ÒÌ ¡ -
·¨μ´μ¢ ¸μ ¸¶¨´μ³ 1/2 (±¢ ·±μ¢), ±μÉμ·Ò° · ¸¸³μÉ·¥´ ¢ ´ Ï¥° · ¡μÉ¥ [164].
‹ £· ´¦¨ ´ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö LGBG, ¨´¤ÊÍ¨·ÊÕÐ¨° ¡ ·¨μ£¥´¥§¨¸, Ëμ·³ ²Ó´μ
¨³¥¥É ÉÊ ¦¥ Ëμ·³Ê, ÎÉμ ¨ ² £· ´¦¨ ´ (4.89):

LGBG =
f

M2
(∂μR)Jμ

B, (4.118)

¢ ±μÉμ·Ò° ¢³¥¸Éμ ¡ ·¨μ´´μ£μ Éμ±  ¸± ²Ö·´ÒÌ Î ¸É¨Í ¶μ¤¸É ¢²¥´ ¡ ·¨μ´´Ò°
Éμ± Ë¥·³¨μ´μ¢ Jμ = Q̄γμQ ¸ £ ³³ -³ É·¨Í ³¨ γμ, ¢§ÖÉÒ³¨ ¢ ¨¸±·¨¢²¥´´μ³
¶·μ¸É· ´¸É¢¥. 	¥§· §³¥·´ Ö ±μ´¸É ´É  ¸¢Ö§¨ f = ±1 ¢¢¥¤¥´  ¤²Ö ¢μ§³μ¦´μ£μ
¨§³¥´¥´¨Ö §´ ±  ¢ ¢Ò· ¦¥´¨¨ ¢ÒÏ¥.

4.3.1. “· ¢´¥´¨Ö ¤¢¨¦¥´¨Ö. � Î´¥³ ¸ ¤¥°¸É¢¨Ö ¢ ¢¨¤¥

A =
∫

d4x
√
−g

[
M2

Pl

16π
R − Lm

]
(4.119)

¸

Lm =
i

2
(Q̄γμ∇μQ −∇μQ̄ γμQ) − mQQ̄Q+

+
i

2
(L̄γμ∇μL −∇μL̄γμL) − mLL̄L+

+
g

m2
X

[
(Q̄Qc)(Q̄L) + (Q̄cQ)(L̄Q)

]
+

f

M2
(∂μR)Jμ + Lother, (4.120)

£¤¥ Q Å ±¢ ·±μ¢μ¥ (¨²¨ ±¢ ·±μ¶μ¤μ¡´μ¥) ¶μ²¥ ¸ ´¥´Ê²¥¢Ò³ ¡ ·¨μ´´Ò³ Î¨-
¸²μ³, L Å ¤·Ê£μ¥ Ë¥·³¨μ´´μ¥ (²¥¶Éμ´´μ¥) ¶μ²¥; ∇μ Å ±μ¢ ·¨ ´É´ Ö ¶·μ-
¨§¢μ¤´ Ö ¤¨· ±μ¢¸±μ£μ Ë¥·³¨μ´  ¢ É¥É· ¤´μ³ Ëμ·³ ²¨§³¥. Lother μ¶¨¸Ò¢ ¥É
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¢¸¥ ¤·Ê£¨¥ Ëμ·³Ò ¢¥Ð¥¸É¢ . —¥ÉÒ·¥ÌË¥·³¨μ´´μ¥ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨¥ ³¥¦¤Ê ±¢ ·-
± ³¨ ¨ ²¥¶Éμ´ ³¨ ¢¢¥¤¥´μ, ÎÉμ¡Ò μ¡¥¸¶¥Î¨ÉÓ ´¥μ¡Ìμ¤¨³μ¥ ´¥¸μÌ· ´¥´¨¥ ¡ -
·¨μ´´μ£μ Î¨¸² , £¤¥ mX Å ¶μ¸ÉμÖ´´Ò° ¶ · ³¥É· · §³¥·´μ¸É¨ ³ ¸¸Ò,   g Å
¡¥§· §³¥·´ Ö ±μ´¸É ´É  ¸¢Ö§¨. ‚ É¥μ·¨ÖÌ ‚¥²¨±μ£μ μ¡Ñ¥¤¨´¥´¨Ö mX ³μ¦¥É
¡ÒÉÓ ¶μ·Ö¤±  1014−1015 ƒÔ‚.

‹ £· ´¦¨ ´ (4.120) ¢¥¤¥É ± ¸²¥¤ÊÕÐ¨³ Ê· ¢´¥´¨Ö³ ¤¢¨¦¥´¨Ö ¤²Ö
±¢ ·±μ¢:

iγμ∇μQ = mQQ − f

M2
(∂μR)γμQ − g

m2
X

[
2Qc(Q̄L) + (Q̄Qc)L

]
,

(4.121)

i∇μQ̄ γμ = −mQQ̄ +
f

M2
(∂μR)Q̄γμ +

g

m2
X

[
2Q̄c(L̄Q) + L̄(Q̄cQ)

]
,

¢ Éμ ¢·¥³Ö ± ± ¤²Ö ²¥¶Éμ´μ¢ μ´ ¤ ¥É

iγμ∇μL = mLL − g

m2
X

(Q̄cQ)Q,

i∇μL̄ γμ = −mLL̄ +
g

m2
X

(Q̄Qc)Q̄.
(4.122)

‡ ³¥É¨³, ÎÉμ Ë¥·³¨μ´´ Ö Î ¸ÉÓ ² £· ´¦¨ ´  (4.120), ¢§ÖÉ Ö ´  Ê· ¢´¥´¨ÖÌ
¤¢¨¦¥´¨Ö ±¢ ·±μ¢ ¨ ²¥¶Éμ´μ¢ (4.121) ¨ (4.122), ´¥ μ¡· Ð ¥É¸Ö ¢ ´Ê²Ó ¢¸²¥¤-
¸É¢¨¥ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö ³¥¦¤Ê ´¨³¨:

Lm[Eqs of motion] = − g

m2
X

[
(Q̄Qc)(Q̄L) + (Q̄cQ)(L̄Q)

]
, (4.123)

¢ μÉ²¨Î¨¥ μÉ ¸²ÊÎ Ö ¸¢μ¡μ¤´ÒÌ Ë¥·³¨μ´μ¢.
‚ ·Ó¨·ÊÖ ¤¥°¸É¢¨¥ (4.119) ¶μ ³¥É·¨±¥ gμν , § ¶¨Ï¥³ Ê· ¢´¥´¨Ö ¤²Ö £· -

¢¨É Í¨μ´´μ£μ ¶μ²Ö ¢ Ëμ·³¥

M2
Pl

8π

(
Rμν − 1

2
gμνR

)
= T m

μν , (4.124)

£¤¥ É¥´§μ· Ô´¥·£¨¨-¨³¶Ê²Ó¸  T m
μν μ¶·¥¤¥²¥´ ± ±

T m
μν =

2√−g

δAm

δgμν
(4.125)

¸

Am =
∫

d4x
√
−gLm. (4.126)
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�μ²ÊÎ¥´´Ò¥ É ±¨³ μ¡· §μ³ £· ¢¨É Í¨μ´´Ò¥ Ê· ¢´¥´¨Ö ¤¢¨¦¥´¨Ö ³μ£ÊÉ
¡ÒÉÓ ¶·¥¤¸É ¢²¥´Ò ± ±

M2
Pl

8π

(
Rμν − 1

2
gμνR

)
= −gμνLm+

+
i

4
[
(Q̄(γμ∇ν + γν∇μ)Q − (∇νQ̄ γμ + ∇μQ̄ γν)Q

]
+

+
i

4
[
(L̄(γμ∇ν + γν∇μ)L − (∇νL̄ γμ + ∇μL̄ γν)L

]
−

− 2f

M2

[
Rμν + gμνD2 − DμDν

]
DαJα +

f

2M2
(Jμ∂νR + Jν∂μR), (4.127)

£¤¥ Dμ Å μ¡ÒÎ´ Ö ±μ¢ ·¨ ´É´ Ö ¶·μ¨§¢μ¤´ Ö ¢ Ëμ´μ¢μ° ³¥É·¨±¥.
‘¢μ· Î¨¢ Ö ¢Ò· ¦¥´¨¥ (4.127) ¶μ ¨´¤¥±¸ ³ μ ¨ ν, ¶μ²ÊÎ¨³ ¸²¥¤ÊÕÐ¥¥

Ê· ¢´¥´¨¥ ¤¢¨¦¥´¨Ö ¤²Ö ¸± ²Ö·  ±·¨¢¨§´Ò:

− M2
Pl

8π
R = mQQ̄Q + mLL̄L +

2g

m2
X

[
(Q̄Qc)(Q̄L) + (Q̄cQ)(L̄Q)

]
−

− 2f

M2
(R + 3D2)DαJα + Tother. (4.128)

‡¤¥¸Ó Tother ¥¸ÉÓ ¸²¥¤ É¥´§μ·  Ô´¥·£¨¨-¨³¶Ê²Ó¸  ¢¸¥Ì μ¸É ²Ó´ÒÌ ¶μ²¥°. � 
·¥²ÖÉ¨¢¨¸É¸±μ° ¸É ¤¨¨, ±μ£¤  ¢¸¥ ³ ¸¸Ò ¶·¥´¥¡·¥¦¨³μ ³ ²Ò, ³μ¦´μ ¶μ²μ-
¦¨ÉÓ Tother = 0. —²¥´μ³ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö, ¶·μ¶μ·Í¨μ´ ²Ó´Ò³ g, Ê¸·¥¤´¥´´Ò³
¶μ ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±μ° ¶² §³¥, É ±¦¥ ³μ¦´μ ¶·¥´¥¡·¥ÎÓ.

Š ± ¡Ê¤¥É ¶μ± § ´μ ´¨¦¥, ±¨´¥É¨Î¥¸±μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥ ¶·¨¢μ¤¨É ± Ö¢´μ°
§ ¢¨¸¨³μ¸É¨ μÉ R ¤¨¢¥·£¥´Í¨¨ Éμ± , DαJα, ¥¸²¨ Éμ± ´¥ ¸μÌ· ´Ö¥É¸Ö. ‚ ·¥-
§Ê²ÓÉ É¥ ¢μ§´¨± ¥É Ê· ¢´¥´¨¥ Î¥É¢¥·Éμ£μ ¶μ·Ö¤±  ¤²Ö ¸± ²Ö·  ±·¨¢¨§´Ò R,
Ö¢²ÖÕÐ¥¥¸Ö ¸¨²Ó´μ ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢Ò³.

Œμ¦´μ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ ¤·Ê£μ¥ ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨¥ ¤²Ö ±¢ ·±μ¢ÒÌ ¶μ²¥°:

Q2 = exp (ifR/M2)Q, (4.129)

 ´ ²μ£¨Î´μ Éμ³Ê, ± ± ¡Ò²μ ¸¤¥² ´μ ¶·¨ · ¸¸³μÉ·¥´¨¨ ¸¶μ´É ´´μ£μ ¡ ·¨μ¸¨´-
É¥§  ¢ ´ Ï¥° · ¡μÉ¥ [162] ¨ μ¡¸Ê¦¤ ²μ¸Ó ¢ ¶. 4.1 ¤ ´´μ£μ μ¡§μ· . ‡ ¶¨¸ ´´Ò°
¢ É¥·³¨´ Ì ¶μ²Ö Q2 ² £· ´¦¨ ´ (4.120) ´¥ ¡Ê¤¥É ¸μ¤¥·¦ ÉÓ ¸² £ ¥³ÒÌ, ¶·μ-
¶μ·Í¨μ´ ²Ó´ÒÌ f/M2, μ¤´ ±μ § ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ μÉ É ±¨Ì ¸² £ ¥³ÒÌ ¢μ§´¨±´¥É ¢
Î²¥´¥ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö:

2g

m2
X

[
e−3ifR/M2

(Q̄2Q
c
2)(Q̄2L) + e3ifR/M2

(Q̄c
2Q2)(L̄Q2)

]
. (4.130)

’¥³ ´¥ ³¥´¥¥ ¤²Ö Ô¢μ²ÕÍ¨¨ ¸± ²Ö·  ±·¨¢¨§´Ò ¶μ²ÊÎ ¥É¸Ö É ±μ¥ ¦¥ Ê· ¢´¥´¨¥
Î¥É¢¥·Éμ£μ ¶μ·Ö¤± , ÎÉμ ¨ ¢ ¸²ÊÎ ¥ ®´¥¶μ¢¥·´ÊÉμ£μ¯ ¶μ²Ö Q.
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Š ± ¨ · ´¥¥, ³Ò ¨§ÊÎ ¥³ ·¥Ï¥´¨Ö Ê· ¢´¥´¨Ö (4.128) ¢ ±μ¸³μ²μ£¨¨ ´ 
μ¤´μ·μ¤´μ³ ¨ ¨§μÉ·μ¶´μ³ Ëμ´¥ ¸ ³¥É·¨±μ° ”·¨¤³ ´ Ä�μ¡¥·É¸μ´ Ä“μ±¥-
·  (4.101): ds2 = dt2 − a2(t) dr2. Š·¨¢¨§´  § ¢¨¸¨É Éμ²Ó±μ μÉ ¢·¥³¥´¨,
  ±μ¢ ·¨ ´É´ Ö ¶·μ¨§¢μ¤´ Ö, ¤¥°¸É¢ÊÕÐ Ö ´  ¢¥±Éμ· V α, § ¢¨¸ÖÐ¨° Éμ²Ó±μ
μÉ ¢·¥³¥´¨ ¨ ¨³¥ÕÐ¨° ²¨ÏÓ ¢·¥³¥´´ÊÕ ±μ³¶μ´¥´ÉÊ, ¨³¥¥É ¢¨¤

DαV α = (∂t + 3H)V t, (4.131)

£¤¥ H = ȧ/a Å ¶ · ³¥É· • ¡¡² .
4.3.2. Š¨´¥É¨Î¥¸±μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥. � ¸¸³μÉ·¨³ ¢ ± Î¥¸É¢¥ ¶·¨³¥·  ·¥ ±-

Í¨Õ q1 + q2 ↔ q̄3 + l4, ¢ ±μÉμ·μ° q1 ¨ q2 ¸ÊÉÓ ±¢ ·±¨ ¸ ¨³¶Ê²Ó¸ ³¨ q1 ¨
q2, ¢ Éμ ¢·¥³Ö ± ± q̄3 ¨ l4 μ¡μ§´ Î ÕÉ  ´É¨±¢ ·± ¨ ²¥¶Éμ´ ¸ ¨³¶Ê²Ó¸ ³¨ q3

¨ l4. ŒÒ ¨¸¶μ²Ó§Ê¥³ μ¤¨´ ¨ ÉμÉ ¦¥ ¸¨³¢μ² ¤²Ö μ¡μ§´ Î¥´¨Ö ¸ ³μ° Î ¸É¨ÍÒ
¨ ¥¥ ¨³¶Ê²Ó¸ . Š¨´¥É¨Î¥¸±μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥ ¤²Ö ¢ ·¨ Í¨¨ ¶²μÉ´μ¸É¨ ¡ ·¨μ´´μ£μ
Î¨¸²  nB ≡ J t, § ¶¨¸ ´´μ¥ ¤²Ö É ±μ° ·¥ ±Í¨¨ ¢ FRW-³¥É·¨±¥, ¨³¥¥É ¢¨¤

(∂t + 3H)nB = Icoll
B . (4.132)

ˆ´É¥£· ² ¸Éμ²±´μ¢¥´¨° ¤²Ö ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö, ´¥ § ¢¨¸ÖÐ¥£μ μÉ ¢·¥³¥´¨ ¨ ¶·μ-
¸É· ´¸É¢ , · ¢¥´

Icoll
B = −3Bq(2π)4

∫
dνq1,q2 dνq̄3,l4δ

4(q1 + q2 − q3 − l4)×

×
[
|A(q1 + q2 → q̄3 + l4)|2fq1fq2 − |A(q̄3 + l4 → q1 + q2)|2fq̄3fl4

]
, (4.133)

£¤¥ A(a → b) ¥¸ÉÓ  ³¶²¨ÉÊ¤  ¶¥·¥Ìμ¤  ¨§ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö a ¢ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ b, Bq Å ¡ -
·¨μ´´μ¥ Î¨¸²μ ±¢ ·±μ¢; fa Å · ¸¶·¥¤¥²¥´¨¥ ¢ Ë §μ¢μ³ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥ (Î¨¸²μ
§ ¶μ²´¥´¨Ö), ¨

dνq1,q2 =
d3q1

2Eq1(2π)3
d3q2

2Eq2(2π)3
. (4.134)

Eq =
√

q2 + m2 ¥¸ÉÓ Ô´¥·£¨Ö Î ¸É¨ÍÒ ¸ 3-¨³¶Ê²Ó¸μ³ q ¨ ³ ¸¸μ° m. �²¥³¥´É
Ë §μ¢μ£μ ¶·μ¸É· ´¸É¢  ±μ´¥Î´ÒÌ Î ¸É¨Í, dνq̄3,l4 , μ¶·¥¤¥²Ö¥É¸Ö  ´ ²μ£¨Î´μ.

‚ ¨´É¥£· ²¥ ¸Éμ²±´μ¢¥´¨° ³Ò ¶·¥´¥¡·¥£ ¥³ Ë ±Éμ· ³¨ ”¥·³¨ ¶μ¤ ¢²¥-
´¨Ö ¨ ÔËË¥±É ³¨ £· ¢¨É Í¨¨, ÎÉμ μ¡ÒÎ´μ Ö¢²Ö¥É¸Ö Ìμ·μÏ¨³ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¥³.

‚ÒÎ¨¸²¥´¨Ö ¸¨²Ó´μ Ê¶·μÐ ÕÉ¸Ö, ¥¸²¨ ±¢ ·±¨ ¨ ²¥¶Éμ´Ò ´ Ìμ¤ÖÉ¸Ö ¢
· ¢´μ¢¥¸¨¨ μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ Ê¶·Ê£μ£μ · ¸¸¥Ö´¨Ö ¨  ´´¨£¨²ÖÍ¨¨. ‚ ÔÉμ³ ¸²ÊÎ ¥
¨Ì ËÊ´±Í¨¨ · ¸¶·¥¤¥²¥´¨Ö ¨³¥ÕÉ ¢¨¤

f =
1

e(E/T−ξ) + 1
≈ e−E/T+ξ, (4.135)

£¤¥ ξ = μ/T Å ¡¥§· §³¥·´Ò° Ì¨³¨Î¥¸±¨° ¶μÉ¥´Í¨ ², · §²¨Î ÕÐ¨°¸Ö ¤²Ö
±¢ ·±μ¢ ξq ¨ ²¥¶Éμ´μ¢ ξl.
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�·¥¤¶μ²μ¦¥´¨¥ μ ±¨´¥É¨Î¥¸±μ³ · ¢´μ¢¥¸¨¨ ¢¶μ²´¥ μ¶· ¢¤ ´μ, ¶μ¸±μ²Ó±Ê
μ´μ μ¡ÒÎ´μ μ¡¥¸¶¥Î¨¢ ¥É¸Ö μÎ¥´Ó ÔËË¥±É¨¢´Ò³ Ê¶·Ê£¨³ · ¸¸¥Ö´¨¥³. � ¢´μ-
¢¥¸¨¥ μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ  ´´¨£¨²ÖÍ¨¨, ¸± ¦¥³, ¢ ¤¢  ± ´ ² : 2γ ¨ 3γ, ¶μ¤· §Ê-
³¥¢ ¥É μ¡ÒÎ´ÊÕ ¸¢Ö§Ó ³¥¦¤Ê Ì¨³¨Î¥¸±¨³¨ ¶μÉ¥´Í¨ ² ³¨ Î ¸É¨Í ¨  ´É¨Î -
¸É¨Í, μ̄ = −μ. �¤´ ±μ, ¥¸²¨ ³Ò ¨¸¶μ²Ó§Ê¥³ ¨¸Ìμ¤´μ¥ ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨¥ ¤²Ö
±¢ ·±μ¢ÒÌ ¶μ²¥°, Ê¤μ¢²¥É¢μ·ÖÕÐ¨Ì Ê· ¢´¥´¨Ö³ ¤¢¨¦¥´¨Ö (4.121), ¢Ò¢μ¤ μ
±¨´¥É¨Î¥¸±μ³ · ¢´μ¢¥¸¨¨ ´¥μÎ¥¢¨¤¥´, ¶μ¸±μ²Ó±Ê Ô¢μ²ÕÍ¨Ö ±¢ ·±μ¢ § ¢¨¸¨É
μÉ ±·¨¢¨§´Ò R(t), ±μÉμ· Ö ³μ¦¥É ¡Ò¸É·μ ³¥´ÖÉÓ¸Ö, ± ± ³Ò Ê¢¨¤¨³ ¢ ¤ ²Ó´¥°-
Ï¥³. �  ¶¥·¢Ò° ¢§£²Ö¤, · ¢´μ¢¥¸´μ¥ · ¸¶·¥¤¥²¥´¨¥, ¢μ§³μ¦´μ, ´¥ ¢ ¸μ¸ÉμÖ´¨¨
¸²¥¤μ¢ ÉÓ §  ¡Ò¸É·Ò³ ¨§³¥´¥´¨¥³ R. �É  ¶·μ¡²¥³  μÉ¸ÊÉ¸É¢Ê¥É ¢ ¶·¥¤¸É ¢²¥-
´¨¨ (4.129), É ± ± ± R(t) ´¥ ¢Ìμ¤¨É ´¨ ¢ Ê· ¢´¥´¨¥ ¤¢¨¦¥´¨Ö, ´¨ ¢  ³¶²¨ÉÊ¤Ò
Ê¶·Ê£μ£μ · ¸¸¥Ö´¨Ö ¨  ´´¨£¨²ÖÍ¨¨.

‚ ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨¨ (4.129) ¶²μÉ´μ¸ÉÓ ¡ ·¨μ´´μ£μ Î¨¸²  ¤ ¥É¸Ö ¢Ò· ¦¥´¨¥³

nB =
∫

d3q

2Eq(2π)3
(fq − fq̄) =

=
gSBq

6

(
μT 2+

μ3

π2

)
=

gSBqT
3

6

(
ξ +

ξ3

π2

)
, (4.136)

£¤¥ T Å ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸± Ö É¥³¶¥· ÉÊ·  ¶² §³Ò; gS Å Î¨¸²μ ¸¶¨´μ¢ÒÌ ¸μ-
¸ÉμÖ´¨° ¡ ·¨μ´μ¢.

�μ¸±μ²Ó±Ê  ³¶²¨ÉÊ¤Ò ¶¥·¥Ìμ¤ , ¢Ìμ¤ÖÐ¨¥ ¢ ¨´É¥£· ² ¸Éμ²±´μ¢¥´¨°, Ö¢²Ö-
ÕÉ¸Ö ·¥§Ê²ÓÉ Éμ³ ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨Ö ¶μ ¢·¥³¥´¨ μ¶¥· Éμ·  (4.130), ¢§ÖÉμ£μ ³¥¦-
¤Ê ´ Î ²Ó´Ò³ ¨ ±μ´¥Î´Ò³ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö³¨, ¤¥²ÓÉ -ËÊ´±Í¨Ö, μÉ· ¦ ÕÐ Ö § ±μ´
¸μÌ· ´¥´¨Ö Ô´¥·£¨¨ ¢ (4.133), ¤μ²¦´  ¡ÒÉÓ ³μ¤¨Ë¨Í¨·μ¢ ´  ¨§-§  ´ ²¨Î¨Ö
§ ¢¨¸ÖÐ¨Ì μÉ ¢·¥³¥´¨ Ë ±Éμ·μ¢ exp [±3ifR(t)/M2]. ‚ ¶·μ¸É¥°Ï¥³ ¸²ÊÎ ¥,
±μÉμ·Ò° μ¡ÒÎ´μ · ¸¸³ É·¨¢ ¥É¸Ö ¢ £· ¢¨É Í¨μ´´μ³ (¨ ¸¶μ´É ´´μ³) ¡ ·¨μ-
¸¨´É¥§¥, ¶·¥¤¶μ² £ ¥É¸Ö, ÎÉμ Ṙ ³¥¤²¥´´μ ³¥´Ö¥É¸Ö, É ± ÎÉμ ³μ¦´μ  ¶¶·μ±¸¨-
³¨·μ¢ ÉÓ R(t) ≈ Ṙ(t) t. ‚ ÔÉμ³ ¸²ÊÎ ¥ Ô´¥·£¨Ö ´¥ ¸μÌ· ´Ö¥É¸Ö, ´μ Ê¸²μ¢¨¥
¸μÌ· ´¥´¨Ö Ô´¥·£¨¨ μÎ¥¢¨¤´Ò³ μ¡· §μ³ ³μ¤¨Ë¨Í¨·Ê¥É¸Ö:

δ[E(q1) + E(q2) − E(q3) − E(l4)] →

→ δ

[
E(q1) + E(q2) − E(q3) − E(l4) −

3fṘ(t)
M2

]
. (4.137)

’ ±¨³ μ¡· §μ³, Ô´¥·£¨Ö ´¥ ¸μÌ· ´Ö¥É¸Ö ¨§-§  ¤¥°¸É¢¨Ö ¢´¥Ï´¥£μ ¶μ²Ö R(t).
„¥²ÓÉ -ËÊ´±Í¨Ö (4.137) ´¥ Ö¢²Ö¥É¸Ö ÉμÎ´μ°, ´μ ·¥§Ê²ÓÉ É ¡²¨§μ± ± ´¥°, ¥¸²¨
Ṙ(t) μÎ¥´Ó ³ ²μ ³¥´Ö¥É¸Ö ¢ É¥Î¥´¨¥ ÔËË¥±É¨¢´μ£μ ¢·¥³¥´¨ ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨Ì
·¥ ±Í¨°.

…¸²¨ ¡¥§· §³¥·´Ò¥ Ì¨³¨Î¥¸±¨¥ ¶μÉ¥´Í¨ ²Ò ξq ¨ ξl, É ± ¦¥, ± ± ¨ Î²¥´
fṘ(t)/M2/T , ³ ²Ò,   ¡ ² ´¸ Ô´¥·£¨¨ § ¤ ¥É¸Ö ¤¥²ÓÉ -ËÊ´±Í¨¥° (4.137), Éμ
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¨´É¥£· ² ¸Éμ²±´μ¢¥´¨° ³μ¦´μ  ¶¶·μ±¸¨³¨·μ¢ ÉÓ ± ±

Icoll
B ≈ CIg

2T 8

m4
X

[
3fṘ(t)
M2 T

− 3ξq + ξl

]
, (4.138)

£¤¥ CI Å ¶μ²μ¦¨É¥²Ó´ Ö ¡¥§· §³¥·´ Ö ¶μ¸ÉμÖ´´ Ö. ” ±Éμ· T 8 ¢μ§´¨± ¥É
¤²Ö ·¥ ±Í¨° ¸ ¡¥§³ ¸¸μ¢Ò³¨ Î ¸É¨Í ³¨,   ¸É¥¶¥´Ó 8 ´ °¤¥´  ¨§ ¸μμ¡· ¦¥´¨°
· §³¥·´μ¸É¥°. ’ ± ± ± ¸Ê³³  ¡ ·¨μ´´μ£μ ¨ ²¥¶Éμ´´μ£μ Î¨¸¥² ¸μÌ· ´Ö¥É¸Ö, Éμ
ξl = −ξq/3.

‘²ÊÎ ° ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´μ£μ ¨§³¥´¥´¨Ö Ṙ(t)  ´ ²μ£¨Î¥´ ¡Ò¸É·μ³Ê ¨§³¥´¥´¨Õ
θ̇(t), ¨¸¸²¥¤μ¢ ´´μ³Ê ¢ ´ Ï¥° · ¡μÉ¥ [162] ¨ · ¸¸³μÉ·¥´´μ³Ê ¢ ¶. 4.1.7 μ¡-
§μ· . Ÿ¸´μ, ÎÉμ ÔÉμ §´ Î¨É¥²Ó´μ ¸²μ¦´¥¥ É¥Ì´¨Î¥¸±¨. ‡¤¥¸Ó ³Ò ¨§ÊÎ ¥³ Éμ²Ó±μ
¶·μ¸ÉÊÕ ¸¨ÉÊ Í¨Õ ¸ ±¢ §¨¸É Í¨μ´ ·´Ò³ Ëμ´μ³ ¨ μÉ±² ¤Ò¢ ¥³ ¡μ²¥¥ ·¥ ²¨-
¸É¨Î´ÊÕ § ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ R(t) μÉ ¢·¥³¥´¨ ¤μ ¡Ê¤ÊÐ¨Ì · ¡μÉ.

„²Ö ³ ²μ£μ Ì¨³¨Î¥¸±μ£μ ¶μÉ¥´Í¨ ²  ¶²μÉ´μ¸ÉÓ ¡ ·¨μ´´μ£μ Î¨¸²  (4.136)
· ¢´ 

nB ≈ gSBq

6
ξqT

3, (4.139)

¨ ¥¸²¨ É¥³¶¥· ÉÊ·  ³¥¤²¥´´μ ¶μ´¨¦ ¥É¸Ö ¢ Ìμ¤¥ ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±μ£μ · ¸Ï¨·¥-
´¨Ö, ¢ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¨ ¸ Ṫ = −HT , Éμ Ê· ¢´¥´¨¥ (4.132) ¶¥·¥Ìμ¤¨É ¢

ξ̇q = Γ

[
9fṘ(t)
10M2 T

− ξq

]
, (4.140)

£¤¥ Γ ∼ g2T 5/m4
X Ö¢²Ö¥É¸Ö ¸±μ·μ¸ÉÓÕ ·¥ ±Í¨° ¸ ´¥¸μÌ· ´¥´¨¥³ ¡ ·¨μ´´μ-

£μ Î¨¸² .
…¸²¨ Γ ¤μ¸É ÉμÎ´μ ¢¥²¨±μ, Éμ (4.140) ³μ¦´μ ·¥Ï¨ÉÓ ¢ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¨

¸É Í¨μ´ ·´μ° ÉμÎ±¨:

ξq = ξeq
q − ξ̇eq

q /Γ, (4.141)

£¤¥

ξeq
q =

9
10

fṘ

M2T
. (4.142)

�Éμ Ö¢²Ö¥É¸Ö £² ¢´Ò³ ¢Ò¢μ¤μ³ ¤ ´´μ£μ ¶μ¤· §¤¥² . …¸²¨ ¶μ¤¸É ¢¨ÉÓ ξeq
q

¢ (4.128), ¶μ²ÊÎ¨³ Ê· ¢´¥´¨¥ Î¥É¢¥·Éμ£μ ¶μ·Ö¤±  ¤²Ö R, ± ± μ¶¨¸ ´μ ´¨¦¥.
4.3.3. �¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸ÉÓ ±·¨¢¨§´Ò. Š ± μÉ³¥Î¥´μ ¢ ±μ³³¥´É ·¨¨ ¶μ¸²¥

Ê· ¢´¥´¨Ö (4.128), ¢±² ¤μ³ Î ¸É¨Í £μ·ÖÎ¥° ±μ¸³¨Î¥¸±μ° ¶² §³Ò ³μ¦´μ ¶·¥-
´¥¡·¥ÎÓ, ¨ ³Ò ¶·¨Ìμ¤¨³ ± μÎ¥´Ó ¶·μ¸Éμ³Ê ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ³Ê Ê· ¢´¥´¨Õ
Î¥É¢¥·Éμ£μ ¶μ·Ö¤± :

d4R

dt4
= λ4R, (4.143)
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£¤¥ λ4 = CλM2
PlM

4/T 2 ¸ Cλ = 5/(36πf2gsBq). �·¨ ¢Ò¢μ¤¥ ÔÉμ£μ Ê· ¢-
´¥´¨Ö ³Ò ¶·¥´¥¡·¥£²¨ ¶ · ³¥É·μ³ • ¡¡²  ¶μ ¸· ¢´¥´¨Õ ¸ ¶·μ¨§¢μ¤´μ° ¶μ
¢·¥³¥´¨ μÉ R. ‘¶· ¢¥¤²¨¢μ¸ÉÓ ÔÉμ£μ Ê¸É ´ ¢²¨¢ ¥É¸Ö a posteriori, ¶μ¸±μ²Ó±Ê
¶μ²ÊÎ¥´´μ¥ λ μ± §Ò¢ ¥É¸Ö §´ Î¨É¥²Ó´μ ¡μ²ÓÏ¥, Î¥³ H .

�¥¸μ³´¥´´μ, Ê· ¢´¥´¨¥ (4.143) ¨³¥¥É ¸¨²Ó´μ ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ¥ ·¥Ï¥´¨¥, ¶·¨-
Î¥³ ¢·¥³Ö · §¢¨É¨Ö ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¨ § ³¥É´μ ³¥´ÓÏ¥ ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±μ£μ ¢·¥-
³¥´¨. �É  ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸ÉÓ ³μ¦¥É ¶·¨¢¥¸É¨ ± ¢§·Ò¢´μ³Ê ·μ¸ÉÊ R, ±μÉμ·Ò°,
¢μ§³μ¦´μ, ¡Ê¤¥É μ¸É ´μ¢²¥´ ´¥²¨´¥°´Ò³¨ Î²¥´ ³¨, ¶·μ¶μ·Í¨μ´ ²Ó´Ò³¨ ¶·μ-
¨§¢¥¤¥´¨Õ H ¨ ´¨§Ï¨Ì ¶·μ¨§¢μ¤´ÒÌ R. ‘μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ, ³μ¦´μ μ¦¨¤ ÉÓ
¸É ¡¨²¨§ Í¨¨, ¥¸²¨ HR ∼ Ṙ, É. ¥. H ∼ λ. �μ¸±μ²Ó±Ê

Ḣ + 2H2 = −R/6, (4.144)

H ¡Ê¤¥É · ¸É¨ Ô±¸¶μ´¥´Í¨ ²Ó´μ ¢³¥¸É¥ ¸ R, H ∼ exp (λt) ¨ λH ∼ R. ’ ±¨³
μ¡· §μ³, ¸É ¡¨²¨§ Í¨Ö ³μ¦¥É ¨³¥ÉÓ ³¥¸Éμ ¶·¨ R ∼ λ2 ∼ MPlM

2/T . �ÉμÉ
·¥§Ê²ÓÉ É ¸²¥¤Ê¥É ¸· ¢´¨ÉÓ ¸ μ¡ÒÎ´Ò³ §´ Î¥´¨¥³ ¸± ²Ö·  ±·¨¢¨§´Ò ¢ �’�,
RGR ∼ Tmatter/M

2
Pl, £¤¥ Tmatter Å ¸²¥¤ É¥´§μ·  Ô´¥·£¨¨-¨³¶Ê²Ó¸  ¢¥Ð¥¸É¢ .

…¸²¨ Ṙ ¢¸¥ ¥Ð¥ ³ ²μ, É ± ÎÉμ Ê¸²μ¢¨¥ ¡ ² ´¸  Ô´¥·£¨¨ (4.137) ¢Ò¶μ²´Ö-
¥É¸Ö, ´μ Ṙ/(M2T ) ¢¥²¨±μ, Éμ  ¸¨³³¥É·¨Ö É ±¦¥ ¡Ê¤¥É ¡μ²ÓÏμ°,   ¶·¨¡²¨-
¦¥´¨¥ ¡μ²ÓÍ³ ´μ¢¸±μ° ¸É É¨¸É¨±¨ ¸É ´μ¢¨É¸Ö ´¥¸¶· ¢¥¤²¨¢Ò³. �¥¸³μÉ·Ö ´ 
ÔÉμ, · ¢´μ¢¥¸´μ¥ ·¥Ï¥´¨¥, ±μÉμ·μ¥ μ¡· Ð ¥É ¢ ´Ê²Ó ¨´É¥£· ² ¸Éμ²±´μ¢¥´¨°,
μ¸É ¥É¸Ö É¥³ ¦¥, (4.142). �¤´ ±μ ¶·¨ ξ � 1 ±Ê¡¨Î¥¸±¨¥ Î²¥´Ò ¢ ¡ ·¨μ´´μ°
¶²μÉ´μ¸É¨ (4.136) ¸É ´μ¢ÖÉ¸Ö ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´Ò³¨, ¨ ¢³¥¸Éμ (4.143) ´ Ìμ¤¨³

d2

dt2

⎡⎣R̈

⎛⎝1 +
3
π2

(
9fṘ

10M2T

)2
⎞⎠⎤⎦ = λ4R. (4.145)

…¸²¨ ¶·μ¨§¢μ¤´Ò³¨ ´¨§±μ£μ ¶μ·Ö¤±  μÉ R ³μ¦´μ ¶·¥´¥¡·¥ÎÓ, ³Ò ¶·¨Ìμ-
¤¨³ ± ¡μ²¥¥ ¶·μ¸Éμ³Ê Ê· ¢´¥´¨Õ

d4R

dt4
= λ4R

⎡⎣1 +
243
10π2

(
fṘ

M2T

)2
⎤⎦−1

, (4.146)

¨§ ±μÉμ·μ£μ ¢¨¤´μ, ÎÉμ ·μ¸É R ¤μ²¦¥´ ¶·¥±· É¨ÉÓ¸Ö, ±μ£¤  Ṙ ∼ M2T/f .
� ¸¸³μÉ·¥´´Ò° ´ ³¨ ÔËË¥±É ¸¨²Ó´μ° ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¨ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó-

´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° ¢Ò¸μ±μ£μ ¶μ·Ö¤±  ¸ ³ ²Ò³ ±μÔËË¨Í¨¥´Éμ³ ε ¶·¨ ¸É ·Ï¥°
¶·μ¨§¢μ¤´μ° Ìμ·μÏμ ¨§¢¥¸É¥´ ³ É¥³ É¨± ³, ´μ ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ ´¥μ¦¨¤ ´´Ò³
¤²Ö Ë¨§¨±μ¢. …Ð¥ ¡μ²¥¥ Ê¤¨¢¨É¥²Ó´Ò³ Ö¢²Ö¥É¸Ö μÉ¸ÊÉ¸É¢¨¥ ´¥¶·¥·Ò¢´μ¸É¨
¶·¨ ¶¥·¥Ìμ¤¥ ± ¶·¥¤¥²Ê ε → 0. …¸²¨ ¶μ²μ¦¨ÉÓ ε = 0 ¸ ¸ ³μ£μ ´ Î ² , Éμ
´¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸ÉÓ ´¥ ¢μ§´¨± ¥É ¨ É¥μ·¨Ö ¸¢μ¤¨É¸Ö ± μ¡ÒÎ´μ° É¥μ·¨¨ ´¨§Ï¨Ì
¶μ·Ö¤±μ¢, ¢ Éμ ¢·¥³Ö ± ± ¸ ¶·μ¨§¢μ²Ó´Ò³ ³ ²Ò³, ´μ ´¥´Ê²¥¢Ò³, ε Ê· ¢´¥´¨¥
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¤¢¨¦¥´¨Ö ¨³¥¥É ·¥Ï¥´¨Ö, μÉ¸ÊÉ¸É¢ÊÕÐ¨¥ ¢ ¶·¥¤¥²¥ ε = 0. 	μ²¥¥ Éμ£μ, Î¥³
³¥´ÓÏ¥ ε, É¥³ ¡Ò¸É·¥¥ · ¸É¥É ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ¥ ·¥Ï¥´¨¥.

‡¤¥¸Ó ³Ò μ¶¨¸Ò¢ ¥³ Éμ²Ó±μ μ¸´μ¢´Ò¥ Î¥·ÉÒ ´μ¢μ£μ ÔËË¥±É  ´¥Ê¸Éμ°Î¨-
¢μ¸É¨ ¢ £· ¢¨É Í¨μ´´μ³ ¡ ·¨μ£¥´¥§¨¸¥ ¸ Ë¥·³¨μ´ ³¨. „²Ö ¡μ²¥¥  ±±Ê· É´μ£μ
 ´ ²¨§  ´¥μ¡Ìμ¤¨³μ Î¨¸²¥´´μ¥ ·¥Ï¥´¨¥. �·μ¡²¥³  Ê¸²μ¦´Ö¥É¸Ö, ¶μ¸±μ²Ó±Ê
¶·¥¤¶μ²μ¦¥´¨¥ μ ³¥¤²¥´´μ³ ¨§³¥´¥´¨¨ Ṙ ¡Ò¸É·μ ´ ·ÊÏ ¥É¸Ö,   ¨´É¥£· ²
¸Éμ²±´μ¢¥´¨° ´  § ¢¨¸ÖÐ¥³ μÉ ¢·¥³¥´¨ Ëμ´¥ ¢ÒÎ¨¸²Ö¥É¸Ö ´¥ É ± ¶·μ¸Éμ, ± ±
¸É Í¨μ´ ·´Ò°. ’¥Ì´¨±  ·¥Ï¥´¨Ö ±¨´¥É¨Î¥¸±μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö ´  ´¥¸É Í¨μ´ ·-
´μ³ Ëμ´¥ ¶·¥¤¸É ¢²¥´  ¢ ´ Ï¥° · ¡μÉ¥ [162].

‚ § ±²ÕÎ¥´¨¥ ¸²¥¤Ê¥É ¸± § ÉÓ, ÎÉμ ´ ³¨ ¶μ± § ´μ, ÎÉμ £· ¢¨É Í¨μ´´Ò°
¡ ·¨μ£¥´¥§¨¸ ¢ ¶·μ¸É¥°Ï¨Ì ¢¥·¸¨ÖÌ, μ¶¨¸ ´´ÒÌ ¢ ²¨É¥· ÉÊ·¥, ´¥ Ö¢²Ö¥É¸Ö ·¥-
 ²¨¸É¨Î´Ò³, ¶μ¸±μ²Ó±Ê ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸ÉÓ ¢μ§´¨± ÕÐ¨Ì £· ¢¨É Í¨μ´´ÒÌ Ê· ¢-
´¥´¨° · §·ÊÏ ¥É ¸É ´¤ ·É´ÊÕ ±μ¸³μ²μ£¨Õ. �Î¥´Ó ¦¥² É¥²¥´ ± ±μ°-´¨¡Ê¤Ó
¸É ¡¨²¨§¨·ÊÕÐ¨° ³¥Ì ´¨§³. ‚μ§³μ¦´μ, ¸É ¡¨²¨§ Í¨Õ Ê¤ ¸É¸Ö ¶μ²ÊÎ¨ÉÓ ¢
F (R)-³μ¤¨Ë¨Í¨·μ¢ ´´μ° £· ¢¨É Í¨¨ ¨²¨ ¶ÊÉ¥³ ¢¢¥¤¥´¨Ö Ëμ·³Ë ±Éμ·  g(R)
¢ ¸¢Ö§Ó (4.118) É ±μ£μ, ÎÉμ g(R) ¡Ê¤¥É ¶ ¤ ÉÓ ¸ ·μ¸Éμ³ R.

‡�Š‹	—…�ˆ…

‚ μÉ²¨Î¨¥ μÉ μ¡Ð¥° É¥μ·¨¨ μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ¸É¨, ¶·¨ ³μ¤¨Ë¨± Í¨ÖÌ £· ¢¨-
É Í¨¨ Ê· ¢´¥´¨Ö ¤¢¨¦¥´¨Ö ¨³¥ÕÉ ¶μ·Ö¤μ± ¢ÒÏ¥ ¢Éμ·μ£μ, ÎÉμ ³μ¦¥É ¶·¨¢μ-
¤¨ÉÓ ± ¸¨²Ó´μ° ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¨ ·¥Ï¥´¨° μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ ³ ²ÒÌ Ë²Ê±ÉÊ Í¨° ¨
§ ³¥É´μ³Ê ¨¸± ¦¥´¨Õ ¸É ´¤ ·É´μ° ±μ¸³μ²μ£¨¨ ¨  ¸É·μË¨§¨±¨.

	Ò²μ μ¡´ ·Ê¦¥´μ ´μ¢μ¥ Ö¢²¥´¨¥ ¢μ§´¨±´μ¢¥´¨Ö ¸¨´£Ê²Ö·´μ£μ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö
¸ ¡¥¸±μ´¥Î´μ° ¢¥²¨Î¨´μ° ¸± ²Ö·  ±·¨¢¨§´Ò ¶·μ¸É· ´¸É¢ -¢·¥³¥´¨ ¢ ¸¦¨-
³ ÕÐ¨Ì¸Ö ¸¨¸É¥³ Ì ¸ · ¸ÉÊÐ¥° ¶²μÉ´μ¸ÉÓÕ ³ ¸¸Ò/Ô´¥·£¨¨ ¢¥Ð¥¸É¢ . „ ²¥¥
¡Ò²μ ¶μ± § ´μ, ÎÉμ ¤²Ö ¶·¥¤²μ¦¥´´μ£μ ¢ ²¨É¥· ÉÊ·¥ ³¥Ì ´¨§³  Ê¸É· ´¥´¨Ö
¸¨´£Ê²Ö·´μ¸É¨ ¢ ¶·μÏ²μ³ §  ¸Î¥É ¤μ¡ ¢²¥´¨Ö ±¢ ¤· É¨Î´μ£μ ¶μ ±·¨¢¨§´¥ ¸² -
£ ¥³μ£μ ¢ ² £· ´¦¨ ´ ¸¨´£Ê²Ö·´μ¸ÉÓ É ±¦¥ ¨¸Î¥§ ¥É ¨ ¢ ¡Ê¤ÊÐ¥³. �·¨ ÔÉμ³
±·¨¢¨§´  R ÌμÉÖ ¨ ´¥ μ¡· Ð ¥É¸Ö ¢ ¡¥¸±μ´¥Î´μ¸ÉÓ, ´μ ¢ ¶·μÍ¥¸¸¥ ¢Ò¸μ±μ-
Î ¸ÉμÉ´ÒÌ μ¸Í¨²²ÖÍ¨° ¶·¨´¨³ ¥É §´ Î¥´¨Ö, ´ ³´μ£μ ¶·¥¢ÒÏ ÕÐ¨¥ ¥¥ ¢¥²¨-
Î¨´Ê ¢ ±² ¸¸¨Î¥¸±μ° �’�. � ¸Î¥ÉÒ ÔËË¥±É¨¢´μ¸É¨ ·μ¦¤¥´¨Ö Ô²¥³¥´É ·´ÒÌ
Î ¸É¨Í μ¸Í¨²²¨·ÊÕÐ¥° ±·¨¢¨§´μ° ¶μ± § ²¨, ÎÉμ ÔÉμ Ö¢²¥´¨¥ ¶μÉ¥´Í¨ ²Ó´μ
´ ¡²Õ¤ ¥³μ ¢ ¸¶¥±É·¥ ±μ¸³¨Î¥¸±¨Ì ²ÊÎ¥° ¢Ò¸μ±¨Ì Ô´¥·£¨°.

‚¥²¨Î¨´  ¢±² ¤  Î ¸É¨Í ¢Ò¸μ±¨Ì Ô´¥·£¨°, ¶μ·μ¦¤¥´´ÒÌ μ¸Í¨²²ÖÍ¨Ö³¨
R(t), ¢ ¸¶¥±É· ±μ¸³¨Î¥¸±¨Ì ²ÊÎ¥° § ¢¨¸¨É μÉ ¶ · ³¥É·μ¢ F (R)-³μ¤¥²¨, ¨
¸· ¢´¥´¨¥ ¶·¥¤¸± § ´¨° É¥μ·¨¨ ¸ ´ ¡²Õ¤¥´¨Ö³¨ ³μ¦´μ ·¥±μ³¥´¤μ¢ ÉÓ ± ±
¶¥·¸¶¥±É¨¢´Ò° ³¥Éμ¤ Ë¨±¸ Í¨¨ Ëμ·³Ò F (R)-ËÊ´±Í¨¨.

„¥É ²Ó´μ¥ ¨§ÊÎ¥´¨¥ ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±μ° Ô¢μ²ÕÍ¨¨ ¢ É¥μ·¨¨ ¸ R2-¸² £ ¥³Ò³,
¤μ¡ ¢²¥´´Ò³ ¢ ² £· ´¦¨ ´, ¸ ÊÎ¥Éμ³ £· ¢¨É Í¨μ´´μ£μ ·μ¦¤¥´¨Ö Î ¸É¨Í ¶μ-
§¢μ²¨²μ § ±²ÕÎ¨ÉÓ, ÎÉμ ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸± Ö Ô¢μ²ÕÍ¨Ö μ¡ÒÎ´μ° ³ É¥·¨¨ ¸ÊÐ¥-
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¸É¢¥´´μ μÉ²¨Î ¥É¸Ö μÉ ¸É ´¤ ·É´μ°, ÎÉμ ¢´μ¢Ó μÉ±·Ò¢ ¥É ¢μ§³μ¦´μ¸ÉÓ ¸ÊÐ¥-
¸É¢μ¢ ´¨Ö ²¥£Î °Ï¨Ì ¸Ê¶¥·¸¨³³¥É·¨Î´ÒÌ Î ¸É¨Í (‹‘—) ¢ ± Î¥¸É¢¥ ´μ¸¨É¥²¥°
É¥³´μ° ³ É¥·¨¨.

�μ²ÊÎ¥´´Ò¥ ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ ¶μ§¢μ²ÖÕÉ μÍ¥´¨ÉÓ ¢¥²¨Î¨´Ê ³ ¸¸Ò ²¥£Î °Ï¨Ì
¸Ê¶¥·¸¨³³¥É·¨Î´ÒÌ Î ¸É¨Í ¨ ³μ£ÊÉ ¡ÒÉÓ ·¥±μ³¥´¤μ¢ ´Ò ± ± ¶¥·¸¶¥±É¨¢´μ¥
´ ¶· ¢²¥´¨¥ ¶μ ¶μ¨¸±Ê ‹‘— ¢ ´¨§±μËμ´μ¢ÒÌ ¤¥É¥±Éμ· Ì ¨ ¶μ ¶·μ¤Ê±É ³ ¨Ì
 ´´¨£¨²ÖÍ¨¨ ¢ ±μ¸³¨Î¥¸±¨Ì ²ÊÎ Ì.

	Ò²  ¨¸¸²¥¤μ¢ ´  £· ¢¨É Í¨μ´´ Ö ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸ÉÓ ¢ ±² ¸¸¨Î¥¸±μ° �’� ¨
³μ¤¨Ë¨Í¨·μ¢ ´´μ° F (R)-£· ¢¨É Í¨¨. ‚ ±² ¸¸¨Î¥¸±μ³ ¸²ÊÎ ¥ ¡Ò² ¶·¥¤²μ¦¥´
´μ¢Ò° ¸¶μ¸μ¡ ·¥Ï¥´¨Ö ¨§¢¥¸É´μ° ¶·μ¡²¥³Ò ´¥¸ ³μ¸μ£² ¸μ¢ ´´μ¸É¨ Ê· ¢´¥-
´¨° É¥μ·¨¨ „¦¨´¸ . ‚ · ³± Ì F (R)-É¥μ·¨¨ ¡Ò²μ μ¡´ ·Ê¦¥´μ, ÎÉμ ´ ·ÊÏ ¥É¸Ö
É¥μ·¥³  „¦¥¡¸¥´ Ä	¨·±£μË , ¨ ¢ ¸¨²Ê ÔÉμ£μ ¸¨¸É¥³Ò ±μ´¥Î´μ£μ · §³¥·  ³μ£ÊÉ
¸μ§¤ ¢ ÉÓ £· ¢¨É Í¨μ´´μ¥ μÉÉ ²±¨¢ ´¨¥. 	Ò²μ ´ °¤¥´μ, ÎÉμ ·μ¸É ¢μ§³ÊÐ¥´¨°
¶²μÉ´μ¸É¨ ´  Ëμ´¥ μ¸Í¨²²¨·ÊÕÐ¥° ±·¨¢¨§´Ò ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´μ Ê¸¨²¨¢ ¥É¸Ö § 
¸Î¥É ¶ · ³¥É·¨Î¥¸±μ£μ ·¥§μ´ ´¸  ¨ ´μ¢μ£μ ÔËË¥±É   ´É¨É·¥´¨Ö.

� °¤¥´´μ¥ Ö¢²¥´¨¥  ´É¨£· ¢¨É Í¨¨ ³μ¦¥É μ¡ÑÖ¸´¨ÉÓ ¸ÊÐ¥¸É¢μ¢ ´¨¥ ±μ¸-
³¨Î¥¸±¨Ì ¶Ê¸ÉμÉ. „²Ö ¡μ²¥¥ ÉμÎ´ÒÌ ¢Ò¢μ¤μ¢ ¢ ¶¥·¸¶¥±É¨¢¥ ·¥±μ³¥´¤Ê¥É¸Ö
¤¥É ²Ó´Ò° ±μ²¨Î¥¸É¢¥´´Ò°  ´ ²¨§ μ¡· §μ¢ ´¨Ö ±·Ê¶´μ³ ¸ÏÉ ¡´μ° ¸É·Ê±ÉÊ·Ò
‚¸¥²¥´´μ°.

�μ¤·μ¡´Ò°  ´ ²¨§ £¥´¥· Í¨¨ ¡ ·¨μ´´μ°  ¸¨³³¥É·¨¨ ‚¸¥²¥´´μ° ¢ · ³-
± Ì ³μ¤¥²¥° ¸¶μ´É ´´μ£μ ¨ £· ¢¨É Í¨μ´´μ£μ ¡ ·¨μ£¥´¥§¨¸  ¶μ§¢μ²¨² ¸¤¥² ÉÓ
¢Ò¢μ¤, ÎÉμ ¶μ¶· ¢±¨ ± ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±¨³ Ê· ¢´¥´¨Ö³, ¢μ§´¨± ÕÐ¨¥ ¢ ³μ¤¥²¨
£· ¢¨É Í¨μ´´μ£μ ¡ ·¨μ£¥´¥§¨¸ , ¶·¨¢μ¤ÖÉ ± ¸¨²Ó´μ° ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¨ ·¥Ï¥´¨°
¨, ± ± ·¥§Ê²ÓÉ É, ± ´¥¶·¨¥³²¥³μ³Ê ¨¸± ¦¥´¨Õ ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±μ° Ô¢μ²ÕÍ¨¨.

�μ²ÊÎ¥´´Ò° ·¥§Ê²ÓÉ É ²¨¡μ ¨¸±²ÕÎ ¥É ¸Í¥´ ·¨° £· ¢¨É Í¨μ´´μ£μ ¡ -
·¨μ£¥´¥§¨¸ , ²¨¡μ ¸É¨³Ê²¨·Ê¥É ¶μ¨¸± ³¥Ì ´¨§³  ¸É ¡¨²¨§ Í¨¨ ¶μ²ÊÎ¥´´ÒÌ
Ê· ¢´¥´¨°, μÉ±·Ò¢ Ö ¶¥·¸¶¥±É¨¢´ÊÕ ¢μ§³μ¦´μ¸ÉÓ μ¤´μ¢·¥³¥´´μ£μ μ¡ÑÖ¸´¥-
´¨Ö Ê¸±μ·¥´´μ£μ ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±μ£μ · ¸Ï¨·¥´¨Ö.

„ ´´ Ö · ¡μÉ  ¡Ò²  ¢Ò¶μ²´¥´  ¶·¨ ¶μ¤¤¥·¦±¥ �μ¸¸¨°¸±μ£μ ´ ÊÎ´μ£μ
Ëμ´¤  (£· ´É º19-42-02004).
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