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КОМПЬЮТЕРНЫЕ ТЕХНОЛОГИИ В ФИЗИКЕ

СПЕКТРАЛЬНЫЙ МЕТОД РЕШЕНИЯ
НЕСТАЦИОНАРНОГО УРАВНЕНИЯ ШРЕДИНГЕРА
НА НЕРАВНОМЕРНОЙ КООРДИНАТНОЙ СЕТКЕ

М.А. Захаров 1

Объединенный институт ядерных исследований, Дубна

Исследуется принципиальная возможность численного решения нестационарного уравне-
ния Шредингера для волновой функции, определенной на неравномерной координатной сетке,
спектральным методом с использованием алгоритма быстрого преобразования Фурье. В основе
метода лежит приведение неравномерной координатной сетки к равномерной путем нелинейно-
го преобразования координат с последующей аппроксимацией оператора эволюции с помощью
формулы произведения Ли–Троттера–Сузуки. Построены алгоритмы численного решения пер-
вого и второго порядков.

The fundamental possibility of a numerical solution of the time-dependent Schrödinger equation
for a wave function defined on a non-uniform coordinate grid by the spectral method using the
fast Fourier transform algorithm is discussed. The method is based on reducing the non-uniform
coordinate grid to a uniform one by a non-linear transformation of coordinates and approximation
of the obtained evolution operator using the Lee–Trotter–Suzuki product formula. Algorithms for
the numerical solution of the first and second orders are constructed.

PACS: 02.70.Hm; 02.30.Nw; 03.65.Db; 02.60.Cb

ВВЕДЕНИЕ

Одним из популярных и часто используемых методов численного решения неста-
ционарного уравнения Шредингера является метод расщепления оператора эволю-
ции [1–5] (подробный обзор можно найти в работе [6]). В основе метода лежит
аппроксимация оператора эволюции набором более простых экспоненциальных опе-
раторов, последовательно действующих на волновую функцию.

Одной из основных особенностей метода является раздельная работа с оператора-
ми, содержащими производные по координате, и операторами, зависящими от коорди-
нат. В случае операторов, содержащих производные, расчет производится в импульс-
ном представлении, во втором случае — в координатном. Переход из одного представ-
ления в другое может быть эффективно осуществлен с помощью алгоритма быстрого
преобразования Фурье (БПФ). В настоящее время существует множество оптими-
зированных алгоритмов БПФ и библиотек для расчета, например [7], в том числе
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для распределенных вычислений (технология CUDA Nvidia, https://docs.nvidia.com/
cuda/cufft), позволяющих значительно сократить время расчета.

Одним из главных ограничений для реализации описанного выше метода расщеп-
ления является необходимость использования равномерной координатной сетки для
быстрого преобразования Фурье. Вместе с тем сегодня появляются задачи, в которых
может быть выгодным использование неравномерной координатной сетки. Например,
в задачах с присутствием тонких потенциальных структур [8–10] или микроразмер-
ных нестационарных квантовых объектов [11, 12].

Проблеме численного решения уравнения Шредингера на неравномерной коорди-
натной сетке посвящено множество работ, большинство из которых рассматривает
либо использование разностных схем, например, [13–16], либо переход от преобра-
зования Фурье к полиномиальному, как, например, в [17]. Отдельно стоит отметить
работы, посвященные изучению возможности применения алгоритма неоднородного
преобразования Фурье (NFFT) [18–21].

Однако с учетом скорости вычисления и простоты использования БПФ интерес-
ным остается принципиальная возможность его применения к численному решению
нестационарного уравнения Шредингера для неравномерной координатной сетки.

В настоящей работе рассматривается решение уравнения Шредингера методом
расщепления оператора эволюции в частном случае, когда узлы координатной сетки
распределены в пространстве по некоторому нелинейному закону, такому, что пре-
образованием координат ее можно свести к равномерной. Такой подход, как будет
показано ниже, позволяет применить алгоритм БПФ для расчета аппроксимации опе-
ратора эволюции.

В разд. 1 представлены примеры нелинейных преобразований координат. Показа-
но, как эти преобразования меняют уравнение Шредингера и какой вид приобретает
оператор эволюции. В разд. 2 обсуждается способ аппроксимации полученного опера-
тора эволюции на основе формулы произведения Ли–Троттера–Сузуки. Разд. 3 вклю-
чает численные примеры, демонстрирующие устойчивость и точность применения на
примере одной из вычислительных схем.

1. ОПЕРАТОР ЭВОЛЮЦИИ НЕСТАЦИОНАРНОГО УРАВНЕНИЯ
ШРЕДИНГЕРА НА НЕРАВНОМЕРНОЙ КООРДИНАТНОЙ СЕТКЕ

Рассмотрим нестационарное уравнение Шредингера, в котором волновая функция
определена на дискретной координатной сетке с неравномерным шагом:

i�
∂Ψ(x̃, t)

∂t
= − �

2

2m

∂2Ψ(x̃, t)

∂x̃2
+ U (x̃, t)Ψ (x̃, t) . (1)

Далее будет использоваться безразмерная система единиц, где m = � = 1.
Пусть шаг координатной сетки x̃ определен таким образом, чтобы узлы сетки

нелинейным преобразованием координат можно было привести к равномерной сетке.
Рассмотрим случай, когда узлы сетки x̃ распределены на отрезке от 0 до x̃max. Нели-
нейная замена координат должна сводить узлы сетки x̃ к узлам сетки x, равномерно
распределенным на отрезке от 0 до 1.
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Таким условиям соответствует множество нелинейных замен координат. В каче-
стве примера приведем пару таких преобразований:

x̃ = x̃max

√
x, x =

x̃2

x̃2max

, (2а)

x̃ = x̃max
eαx − 1

eα − 1
, x =

1

α
ln

[
x̃

x̃max
(eα − 1) + 1

]
; (2б)

здесь α — вещественная константа. Легко убедиться, что, подставляя в формулы (2)
значения x от 0 до 1, получаем значения x̃ от 0 до x̃max.

Возможен также случай замены

x̃ = x̃max lnx, x = exp

[
x̃

x̃max

]
. (2в)

Здесь значения x будут распределены на отрезке от 1 до e.
Нелинейная замена координат неизбежно меняет дифференциальное уравнение (1).

В общем случае при нелинейном преобразовании координат нестационарное уравне-
ние Шредингера (1) преобразуется к виду

∂Ψ(x, t)

∂t
= −iĤ (x, t) Ψ (x, t) = −i

[
f (x)

∂

∂x
+ g (x)

∂2

∂x2
+ U (x, t)

]
Ψ(x, t) , (3)

где f(x), g(x) — некоторые вещественные функции.
Для предложенных выше преобразований координат (2а), (2б), (2в) получим сле-

дующие уравнения в переменных x и t:

∂Ψ(x, t)

∂t
=

i

x̃2max

[
d

dx
+ 2x

d2

dx2

]
Ψ(x, t)− iU (x, t)Ψ (x, t) , (4а)

∂Ψ(x, t)

∂t
=
i

2

1

α

(
eα − 1

x̃max

)2 [
−e−2αx d

dx
+

e−2αx

α

d2

dx2

]
Ψ(x, t)− iU (x, t)Ψ (x, t) , (4б)

∂Ψ(x, t)

∂t
=

i

x̃2max

[
x
d

dx
+ x2

d2

dx2

]
Ψ(x, t)− iU (x, t) Ψ (x, t) . (4в)

Решение уравнения (3) в точке t = t0 + τ можно представить в виде действия
оператора эволюции на начальное волновое состояние, выраженного через упорядо-
ченную по времени операторную экспоненту

Ψ(x, t) = T

⎧⎨
⎩exp

⎛
⎝−i

t∫
t0

Ĥ (x, t′) dt′

⎞
⎠
⎫⎬
⎭Ψ(x, t0). (5)

Гамильтониан Ĥ (x, t) представим в виде суммы кинетической и потенциальной ча-
стей, где от времени явно зависит лишь потенциальная часть:

Ĥ (x, t) = T̂ (x) + V̂ (x, t) ; (6)
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здесь

T̂ (x) = f (x)
∂

∂x
+ g (x)

∂2

∂x2
, V̂ (x, t) = U (x, t) . (7)

Можно показать (см., например, [2, 22], а также [23]), что выражение (5) может быть
сведено к действию оператора

Ψ(x, t0 + τ ) = Ŝ (x, t, t0)Ψ (x, t0) = exp
{
−iτ

[
T̃ (x, t) + V̂ (x, t)

]}
Ψ(x, t0) , (8)

где
T̃ (x, t) = T̂ (x) +

←
Dt. (9)

←
Dt — оператор сдвига по времени, действующий влево [2]:

←
T

t

(τ) = exp
(
τ
←
Dt

)
= exp

(
τ

←
∂

∂t

)
. (10а)

Оператор (10а) коммутирует с оператором T̂ (x) и определяется свойством

A (t)
←
T

t

(τ)B (t) =
←
T

t

(τ)A (t+ τ )B (t) . (10б)

Таким образом, задача аппроксимации оператора эволюции (5) сводится к проблеме
аппроксимации оператора вида

Ŝ = exp
{
τ
(
Â+ B̂

)}
. (11)

2. АППРОКСИМАЦИЯ ОПЕРАТОРА ЭВОЛЮЦИИ

Аппроксимация оператора (11) может быть представлена в виде формулы произ-
ведения Ли–Троттера–Сузуки

exp
{
τ
(
Â+ B̂

)}
=

k∏
j=1

exp
(
ajτÂ

)
exp

(
bjτB̂

)
+ o (τn) . (12)

Здесь k — необходимое количество пар экспоненциальных операторов A, B для ап-
проксимации оператора exp {τ(A + B) с точностью o(τn); ai, bi — вещественные
коэффициенты.

Процедура нахождения коэффициентов ai, bi основывается на применении форму-
лы Бэйкера–Кэмпбелла–Хаусдорфа (БКХ)

exp {X} exp {Y } = exp

{
X + Y +

1

2
[X,Y ] +

1

12
([X, [X,Y ]] + [Y, [Y,X]]) + . . .

}
. (13)

Используя формулу БКХ дважды, можно получить аналогичное выражение для сим-
метричного оператора:

exp {X} exp {Y } exp {X} = exp

{
2X + Y − 1

6
([X, [X,Y ]]− [Y, [Y,X]]) + . . .

}
. (14)
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Из формул (13), (14) можно получить выражения аппроксимации для формулы (12)
второго и третьего порядков точности соответственно, отбрасывая все слагаемые
с коммутаторами.

Аппроксимация формулы (12) первого порядка точности:

exp {τ (A+B)} = exp {τA} exp {τB}+ o
(
τ2
)
. (15)

Аппроксимация формулы (12) второго порядка точности:

exp {τ (A+B)} = exp

{
1

2
τA

}
exp {τB} exp

{
1

2
τA

}
+ o

(
τ3
)
. (16)

Таким образом, аппроксимация действия оператора (8) может быть выражена через
формулы

ŜΨ = exp
{
−iτ T̃

}
exp

{
−iτÛ

}
Ψ+ o

(
τ2
)
, (17)

ŜΨ = exp
{
−i τ

2
Û
}
exp

{
−iτ T̃

}
exp

{
−i τ

2
Û
}
Ψ+ o

(
τ3
)
. (18)

Одним из основных преимуществ аппроксимации оператора формулой Ли–Троттера–
Сузуки является возможность разделить действие оператора на последовательное дей-
ствие более простых операторов.

Так, действие операторов, содержащих в степени экспоненты лишь функцию от
координаты, является умножением на функцию

exp
{
τV̂ (x, t)

}
Ψ(x, t) = exp {τU (x, t)}Ψ(x, t) . (19)

Действие операторов, содержащих в степени экспоненты какую-либо комбинацию
производных, достаточно легко вычислить в импульсном представлении, поскольку
в этом представлении

−i ∂
∂x

= k. (20)

Тогда действие операторной экспоненты можно представить в виде

exp

{
τû

(
∂

∂x

)}
Ψ(x, t) = F−1 exp {τû (ik)}FΨ(x, t) . (21)

Здесь F , F−1 — соответственно прямое и обратное преобразование Фурье; û — любая
комбинация, состоящая только из производных ∂/∂x.

Подобный подход, однако, напрямую неприменим к случаю гамильтониана (6), (7),
поскольку кинетическая часть в нем содержит в степени экспоненты слагаемые, в ко-
торых производная умножается на функцию от координаты. Здесь переход в импульс-
ное представление не упрощает действие оператора.

Проведем аппроксимацию оператора вида exp {f(x)∂x + g(x)∂2x}. Воспользуемся
идеей формулы Ли–Троттера–Сузуки и представим действие оператора кинетической
части гамильтониана в виде последовательного действия более простых операторов.
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Для этого с помощью коммутатора представим функцию в степени экспоненты опе-
ратора в виде выражения, содержащего только функции от координат или только
производные, без смешанных слагаемых:

f (x)
∂

∂x
+ g (x)

∂2

∂x2
=

[
N̂

(
x,

∂

∂x

)
, M̂

(
x,

∂

∂x

)]
+ K̂

(
x,

∂

∂x

)
. (22)

Для представленных примеров искомые выражения будут выглядеть следующим об-
разом:

d

dx
+ 2x

d2

dx2
=

[
1

3

d3

dx3
, x2
]
− d

dx
, (23а)

−e−2αx d

dx
+

e−2αx

α

d2

dx2
=

[
1

6α2

d3

dx3
+ e−2αx,

1

4α

d2

dx2
+ e−2αx

]
− 1

3
α e−2αx, (23б)

x
d

dx
+ x2

d2

dx2
=

[
1

4
x2 +

d3

dx3
,
1

9
x3 +

d2

dx2

]
− 1

6
. (23в)

Применим формулу БКХ для аппроксимации полученного вида оператора

exp

{
τ

[
N̂

(
x,

∂

∂x

)
, M̂

(
x,

∂

∂x

)]
+ τK̂

(
x,

∂

∂x

)}
=

= exp

{
τ

[
N̂

(
x,

∂

∂x

)
, M̂

(
x,

∂

∂x

)]}
exp

{
τK̂

(
x,

∂

∂x

)}
+ o

(
τ2
)
, (24а)

exp

{
τ

[
N̂

(
x,

∂

∂x

)
, M̂

(
x,

∂

∂x

)]
+ τK̂

(
x,

∂

∂x

)}
=

= exp

{
τ

2
K̂

(
x,

∂

∂x

)}
exp

{
τ

[
N̂

(
x,

∂

∂x

)
, M̂

(
x,

∂

∂x

)]}
×

× exp

{
τ

2
K̂

(
x,

∂

∂x

)}
+ o

(
τ3
)
. (24б)

Действие экспоненциального оператора, в степени которого находится коммутатор,
можно представить в виде последовательного действия экспоненциальных коммута-
торов, в степени которых находятся выражения из коммутатора:

exp
(
τ
[
N̂ , M̂

])
=

k∏
j=1

exp
(
njλN̂

)
exp

(
mjλM̂

)
+ o (λn) . (25)

Здесь n, m — вещественные коэффициенты, которые необходимо найти. Коэффи-
циент λ — малый параметр, значение и связь с τ которого будут определены чуть
позже. Нахождение неизвестных коэффициентов возможно с помощью применения
формулы БКХ к выражению (25).

Идея метода состоит в последовательном применении формулы БКХ к каждой
паре экспонент в правой части формулы (25) и представлении пар в виде отдельных
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экспонент:

en1λN̂ em1λM̂ = eΩ1 , en2λN̂ em2λM̂ = eΩ2 , . . . , enkλN̂ emkλM̂ = eΩk . (26)

Здесь Ω — выражения, содержащие функции и коммутаторы от операторов N,M .
Затем из полученных экспонент последовательно составляются новые пары и снова

по формуле БКХ преобразуются к одной экспоненте,

eΩ1 eΩ2 = eΘ1 , eΘ1 eΩ3 = eΘ2 , . . . , eΘk−1eΩk = eΘk . (27)

Итоговую экспоненту будем искать в виде

exp {Θk} = exp
{
A1,k (n,m)λN̂ +A2,k (n,m) λM̂ +Bk (n,m)λ2

[
N̂ , M̂

]
+

+C1,k (n,m)λ3
[
N̂,
[
N̂, M̂

]]
+ C2,k (n,m) λ3

[
M̂,
[
M̂, N̂

]]
+ . . .

}
. (28)

Здесь A,B,C — функции, содержащие неизвестные коэффициенты nj , mj .
Для аппроксимации экспоненциального оператора, в степени которого коммутатор

операторов N и M , необходимо приравнять к нулю все функции Ci(n,m), кроме

одной, стоящей перед коммутатором
[
N̂, M̂

]
,

A1,k (n,m) = 0, A2,k (n,m) = 0,

Bk (n,m) = 1, C1,k (n,m) = 0, C2,k (n,m) = 0, . . .
(29)

Таким образом, задача сводится к определению всех функций A,B,C, которые бу-
дем искать рекуррентным образом, и последующему решению системы нелинейных
алгебраических уравнений для удовлетворения условиям (29).

Из выражения (28) становится ясна связь между малыми параметрами λ и τ :

λ =
√
τ . (30)

Из соотношения (30) следует, что для того, чтобы получить аппроксимацию опера-
тора (25) с погрешностью o(τn), необходимо выполнить условия (29) для функций
при всех слагаемых в (28) порядка меньше λ2n. Так, для аппроксимации с точностью
o(τ2) требуется решение системы из пяти уравнений.

Аппроксимация первого порядка точности. Вычислим коэффициенты nj, mj для
аппроксимации оператора (25) первого порядка точности. Рекуррентные формулы для
функций A,B,C построим следующим образом. Поскольку уравнений в системе пять,
то минимальное количество пар экспонент должно быть три.

Введем обозначения

Ξ1 = N̂ , Ξ2 = M̂, Ξ1,2 =
[
N̂ , M̂

]
,

Ξ112 =
[
N̂ ,
[
N̂, M̂

]]
, Ξ221 =

[
M̂,
[
M̂, N̂

]]
.

(31)
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Запишем для каждой из пар формулу БКХ в обозначениях (31) до четвертого
порядка λ4:

eλn1N̂ eλm1M̂ = eΩ1 , Ω1 = λn1Ξ1 + λm1Ξ2 +

+
λ2

2
n1m1Ξ12 +

λ3

12
n2
1m1Ξ112 +

λ3

12
n1m

2
1Ξ221,

eλn2N̂ eλm2M̂ = eΩ2 , Ω2 = λn2Ξ1 + λm2Ξ2 +

+
λ2

2
n2m2Ξ12 +

λ3

12
n2
2m2Ξ112 +

λ3

12
n2m

2
2Ξ221,

eλn3N̂ eλm3M̂ = eΩ3 , Ω3 = λn3Ξ1 + λm3Ξ2 +

+
λ2

2
n3m3Ξ12 +

λ3

12
n2
3m3Ξ112 +

λ3

12
n3m

2
3Ξ221.

(32)

В качестве первой итерации возьмем результат для первой пары

eΘ1 = exp

(
A1,1λΞ1 +A2,1λΞ2 +B1

λ2

2
Ξ12 + C1,1

λ3

12
Ξ112 + C2,1

λ3

12
Ξ221

)
≡ eΩ1 , (33)

где A1,1 = n1, A2,1 = m1, B1 = n1m1, C1,1 = n2
1m1, C2,1 = n1m

2
1.

Соединим первую и вторую пары по формуле БКХ:

eΩ1 eΩ2 = eΘ1 eΩ2 = eΘ2 ,

Θ2 = Θ1 +Ω2 +
1

2
[Θ1,Ω2] +

1

12
[Θ1, [Θ1,Ω2]] +

1

12
[Ω2, [Ω2,Θ1]] .

(34)

Подставим в формулу (34) выражения для Θ1 (33) и Ω2 (32) и представим в следую-
щем виде:

Θ2 = A1,2λΞ1 +A2,2λΞ2 +B2
λ2

2
Ξ12 + C1,2

λ3

12
Ξ112 + C2,2

λ3

12
Ξ221. (35)

Здесь

A1,2 = A1,1 + n2, A2,2 = A2,1 +m2,

B2 = B1 + n2m2 +A1,1m2 −A2,1n2,

C1,2 = C1,1 + n2
2m2 + 2A1,1n2m2 − 3B1n2 +A2

1,1m2 +A2,1n
2
2 −A1,1A2,1n2,

C2,2 = C2,1 + n2m
2
2 − 4A2,1n2m2 + 3B1m2 +A2

2,1n2 +A1,1m
2
2 −A1,1A2,1m2.

(36)

Рекуррентные формулы (36) позволяют сразу написать результат для соединения по-
лученного выражения с третьей парой по формуле БКХ:

eΘ2 eΩ3 = eΘ3 ,

Θ3 = A1,3λΞ1 +A2,3λΞ2 +B3
λ2

2
Ξ12 + C1,3

λ3

12
Ξ112 + C2,3

λ3

12
Ξ221.

(37)
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Здесь

A1,3 = A1,2 + n3, A2,3 = A2,2 +m3,

B3 = B2 + n3m3 +A1,2m3 −A2,2n3,

C1,3 = C1,2 + n2
3m3 + 2A1,2n3m3 − 3B2n3 +A2

1,2m3 +A2,2n
2
3 −A1,2A2,2n3,

C2,3 = C2,2 + n3m
2
3 − 4A2,2n3m3 + 3B2m3 +A2

2,2n3 +A1,2m
2
3 −A1,2A2,2m3.

(38)

Полученная система нелинейных алгебраических уравнений

A1,3 (n,m) = 0, A2,3 (n,m) = 0,

B3 (n,m) = 1, C1,3 (n,m) = 0, C2,3 (n,m) = 0,
(39)

состоящая из пяти уравнений и шести неизвестных, слишком громоздка для анали-
тического решения, однако она может быть решена с помощью встроенных средств
программы Mathematica. Среди набора всех решений существует всего два веще-
ственных, они приведены в табл. 1.

Таблица 1. Численное решение системы уравнений (39)

Параметр Решение 1 Решение 2

n1 1,2520310262881504 –0,4320488759454076
n2 –2,0258287555036407 0,6990697660808564
n3 0,7737977292154901 –0,2670208901354488
m1 0,15253855664523966 –0,4420402789085941
m2 –0,39935112589208854 1,1572764745791828
m3 0,24681256924684888 –0,7152361956705886

Аппроксимация второго порядка точности. Для аппроксимации оператора (25)
второго порядка точности по представленной схеме необходимо в выражении (28)
учитывать слагаемые с λ до шестой степени, что уже довольно громоздко.

Увеличить порядок точности аппроксимации можно другим способом, используя
уже полученные результаты. Представим итоговую экспоненту аппроксимации опера-
тора (25) в следующем виде:

S1 (λ) = exp
(
λ2Ξ12 + λ4Ξ4 + λ5Ξ5 + . . .

)
. (40)

Здесь Ξ4, Ξ5 означают выражения, содержащие коммутаторы от операторов N , M
четвертого и пятого порядков соответственно.

Рассмотрим пару из операторов S1 и применим к ней формулу БКХ:

S1 (α)S1 (β) = exp
[
λ2
(
α2 + β2

)
Ξ12 + λ4

(
α4 + β4

)
Ξ4 + λ5

(
α5 + β5

)
Ξ5 + . . .

]
. (41)

Условием аппроксимации оператора (25) второго порядка точности будет равенство
единице скобки в первом слагаемом и равенство нулю скобок во втором и третьем
слагаемых. Довольно легко убедиться, что двух операторов S недостаточно для вы-
полнения указанного условия. Кроме того, ни одна комбинация из вещественных
коэффициентов не может удовлетворить заданному условию. Однако возможно подо-
брать комбинацию из комплексных коэффициентов. Идея метода заключается в том,
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чтобы подобрать минимальную комбинацию операторов S для выполнения условий
аппроксимации.

Прямая проверка показала, что минимальной комбинацией будет выражение

S1 (α)S1 (−β)S1 (−γ)S1 (α) = exp
[
λ2
(
2α2 − β2 − γ2

)
Ξ12 +

+λ4
(
2α4 − β4 − γ4

)
Ξ4 + λ5

(
2α5 − β5 − γ5

)
Ξ5 + . . .

]
. (42)

Условиями на аппроксимацию искомого оператора будет система уравнений

2α2 − β2 − γ2 = 1,

2α4 − β4 − γ4 = 0,

2α5 − β5 − γ5 = 0.

(43)

Некоторые решения системы уравнений (43) представлены в табл. 2.

Таблица 2. Решения системы уравнений (43)

Параметр Решение 1 Решение 2 Решение 3 Решение 4

α 2,094958612914 –2,094958612914 –2,094958612914 2,094958612914
β 2,433776563036 –2,433776563036 1,361776347593 –1,361776347593
γ –1,361776347593 1,361776347593 –2,433776563035 2,433776563036

3. АНАЛИЗ АЛГОРИТМА РАСЧЕТА

Рассмотрим особенности применения схемы аппроксимации оператора эволюции
для представленных примеров. Для этого необходимо вернуться к формуле (24)
и учесть, что, согласно формулам (3), перед коммутатором в степени экспоненты
стоит комплексный коэффициент

exp
{
iAτ

[
N̂ , M̂

]
+ τK̂

}
= exp

{
iAτ

[
N̂, M̂

]}
e τK̂ + o

(
τ2
)
, (44а)

exp

{
iAτ

[
N̂ , M̂

]
+ iAτK̂

(
x,

∂

∂x

)}
= exp

(
iA
τ

2
K̂
)
exp

{
iAτ

[
N̂ , M̂

]}
×

× exp
(
iA
τ

2
K̂
)
+ o

(
τ3
)
. (44б)

Коэффициент iA необходимо внести внутрь коммутатора. При этом существует сво-
бода выбора, вносить в правую или в левую часть коммутатора, поскольку это никак
не повлияет на выражение аппроксимации.

Из практических соображений мнимую единицу необходимо внести под функцию,
не содержащую третью производную, поскольку иначе в формуле произведений будут
присутствовать экспоненты с быстро растущей вещественной функцией в степени,
что сделает невозможным компьютерный расчет,

exp

(
iλ

d3

dx3

)
→ F−1 eλk

3

F. (45)
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Кроме того, существует неопределенность в коэффициентах при функциях в комму-
таторе. Мы можем помножить N и M на любые взаимно обратные константы, и при
этом выражение аппроксимации оператора не изменится,

τ
[
N̂, M̂

]
=
a

a
τ
[
N̂ , M̂

]
= τ

[
1

a
N̂, aM̂

]
= τ

[
aN̂,

1

a
M̂

]
. (46)

Приведем итоговые формулы для аппроксимации операторов эволюции уравнений (3)
первого порядка точности.

Для первого примера:

exp

{
τ
iτ

x̃2max

[
d

dx
+ 2x

d2

dx2

]
+ τ

←
Dt − τiU (x, t)

}
�

� exp

{[
aN̂ ,

i

a
M̂τ

]}
exp

(
τ

i

x̃2max

d

dx

)
e−τiU(x,t), (47)

где

exp

{[
aN̂ ,

i

a
M̂

]
τ

}
= eλn1 aN̂ exp

(
λm1

1

a
iM̂

)
eλn2aN̂ ×

× exp

(
λm2

1

a
iM̂

)
eλn3aN̂ exp

(
λm3

1

a
iM̂

)
,

λ =
√
2τ , N̂ =

1

3x̃2max

d3

dx3
, M̂ = x2.

Для второго примера:

exp

{
τ
i

2

1

α

(
eα − 1

x̃max

)2 [
1

6α2

d3

dx3
+ e−2αx,

1

4α

d2

dx2
+ e−2αx

]
+

+ τ
←
Dt − τ

i

6

(
eα − 1

x̃max

)2

e−2αx − τiU (x, t)

}
�

� eτ [iaN̂ ,a−1M̂] exp

{
−iτ

(
1

6

(
eα − 1

x̃max

)2

e−2αx + U (x, t)

)}
, (48)

где
eτ [aN̂,ia−1M̂] = eλn1aN̂ eiλm1a

−1M̂ eλn2aN̂ eiλm2a
−1M̂ eλn3aN̂ eiλm3a

−1M̂ ,

λ =
√
2τ, N̂ =

1

2α

(
eα − 1

x̃max

)2(
1

6α2

d3

dx3
+ e−2αx

)
, M̂ =

1

4α

d2

dx2
+ e−2αx.

Для третьего примера:

exp

{
iτ

x̃2max

[
1

4
x2 +

d3

dx3
,
1

9
x3 +

d2

dx2

]
− iτ

6x̃2max

+ τ
←
Dt − τiU (x, t)

}
�

� exp

{[
aN̂ ,

i

a
M̂

]
τ

}
exp

(
− iτ

6x̃2max

)
eτ
←
Dt e−τiU(x,t), (49)
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где
eτ [iaN̂,a−1M̂] = eiλn1aN̂ eλm1a

−1M̂ eiλn2N̂ eλm2a
−1M̂ eiλn3aN̂ eλm3a

−1M̂ ,

λ =
√
2τ, N̂ =

1

4
x2 +

d3

dx3
, M̂ =

i

x̃2max

(
1

9
x3 +

d2

dx2

)
.

Существует естественное ограничение на величину a. С учетом того, что в экспо-
ненте параметр a умножается на малый параметр λ, варьируя этот параметр, можно
фактически регулировать шаг по времени для различных экспонент в аппроксимации
оператора эволюции.

Экспоненты, содержащие в показателе степени производные, воздействуют на
спектр волнового состояния, меняя фазу волновой функции в импульсном представ-
лении, тем самым сдвигая волновую функцию в координатном представлении. Если
взять слишком большой шаг по времени, то действие экспоненты с производной мо-
жет вывести волновую функцию за пределы рассматриваемой области.

На данный момент не обнаружено условий, которые позволили бы однозначно
определить значение параметра a.

Рассмотрим численные примеры. Наибольший практический интерес относитель-
но представленных выше алгоритмов вызывают вопросы об устойчивости изучаемой
схемы, совпадает ли порядок точности с предсказанным теорией. Также весьма инте-
ресен вопрос, дает ли подобный подход преимущество по сравнению с решением на
равномерной сетке. В качестве тестируемой схемы был взят первый пример (47).

Проведены тестовые расчеты, демонстрирующие устойчивость и порядок точности
указанной схемы. В качестве тестовой задачи была выбрана известная нестационар-
ная задача — одномерный осциллятор с частотой, зависящей от времени, по аналогии
с работой [24].

Уравнение Шредингера для такой системы выглядит следующим образом:

i
∂Ψ(x, t)

∂t
= −1

2

∂2Ψ(x, t)

∂x2
+
ω2 (t)x2

2
Ψ (x, t) ; (50)

здесь ω2(t) = 4− 3 exp (−t) [25].
В качестве начального состояния берется волновой пакет

Ψ(x, 0) =
1
4
√
π

exp

[
−1

2

(
x−

√
2
)2]

. (51)

Точное решение задачи известно и может быть записано как

Ψ(x, t) =
1
4
√
π

exp
[−X (t)x2 + 2Y (t)x− Z (t)

]
. (52)

Здесь функции X(t), Y (t), Z(t) удовлетворяют следующей задаче Коши:

i
d

dt
X (t) = 2X2(t)− ω2 (t)

2
, X (0) =

1

2
,

i
d

dt
Y (t) = 2X(t)Y (t), Y (0) =

√
2

2
, (53)

i
d

dt
Z (t) = −X(t) + 2Y 2(t), Z (0) = 1.
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Рассматриваемая область пространства определена как [xmin = 0, xmax = 100]. Коли-
чество узлов в сетке было взято 1000. Шаг по времени выбран τ = 0,1. Расчет состоит
из двух частей. Первая часть — расчет волновой функции, заданной на равномерной
сетке, вторая — расчет волновой функции, заданной на неравномерной сетке.

Для анализа сходимости на последовательности трех сгущающихся по времени
временных сетках вычислялась функция погрешности

Er2 (t, j) =

xmax∫
xmin

∣∣ψ (x, t)− ψτj (x, t)
∣∣2 dx. (54)

Здесь индекс j = 1, 2, 3 нумерует решения, полученные для шагов τ , τ/2, τ/4 по
временной переменной. В качестве функции ψ(x, t) взято решение (52), (53).

Затем рассчитывался коэффициент Рунге:

β (t) = log2

∣∣∣∣Er (t, 1)− Er (t, 2)

Er (t, 2)− Er (t, 3)

∣∣∣∣ . (55)

На рис. 1 приведены кривые log10 Er (t, j), j = 1, 2, 3 для схем на равномерной и нерав-
номерной сетках. Как видно из графика, погрешности обоих схем сопоставимы по
величине. На рис. 2 представлены графики функции β(t) в зависимости от време-
ни. Среднее значение параметра близко к единице, что соответствует заявленному
порядку точности вычислительной схемы.

Рис. 1. Результаты тестовых расчетов в ви-
де функций ошибок log10 Er (t, j), j = 1, 2, 3.
1.1, 1.2, 1.3 — расчет для волновой функции
на равномерной сетке, 2.1, 2.2, 2.3 — расчет
для волновой функции на неравномерной сет-
ке с шагом по времени τ , τ/2, τ/4 соответ-
ственно

Рис. 2. Поведение функции β(t) для схемы
расчета на равномерной сетке (1) и неравно-
мерной сетке (2)
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Исследована принципиальная возможность численного решения нестационарного
уравнения Шредингера для волновой функции, определенной на неравномерной ко-
ординатной сетке спектральным методом с использованием быстрого преобразования
Фурье. Продемонстрирована возможность решения нестационарного уравнения Шре-
дингера на специальной неравномерной координатной сетке с использованием алго-
ритма быстрого преобразования Фурье. Приведены примеры схем численного расчета
для трех различных нелинейных преобразований координат. Численные расчеты по-
казывают устойчивость построенной вычислительной схемы и величину погрешности
расчета и подтверждают совпадение ее порядка точности с теоретическими оценками.
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